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Рассмотрим интегрируемую гамильтонову си
стему (далее ИГС) v H= sgrad  с дополнитель-
ным первым интегралом F на симплектическом 
многообразии M 4 . Эта система задает разби-
ение многообразия M 4  на связные компонен-
ты поверхностей совместного уровня функций 
H  и F , которое называется слоением Лиувилля. 
В  случае, когда изоэнергетическая поверхность 
Q x M H x hh

3 4� � �� �| ( )  является компактной 
и регулярной, а ограничение F  на Qh

3  является 
функцией Ботта, слоение Лиувилля этой систе-
мы на Qh

3  однозначно кодируется инвариантом 
Фоменко–Цишанга. 

Напомним, что инвариантом Фоменко–Ци-
шанга (или меченой молекулой) называется граф 
Риба, вершины которого оснащены символа-
ми атомов, описывающих слоение Лиувилля 
в  окрестности особого слоя, а ребра – число-
выми метками r , ε , n , отвечающими склейке 

торов Лиувилля на границах соседних атомов. 
Этот инвариант классифицирует все ИГС на 
изоэнергетических поверхностях с точностью до 
лиувиллевой эквивалентности, т.е. послойного 
гомеоморфизма слоений Лиувилля (см. [1]).

Инварианты Фоменко–Цишанга вычислены 
для многих ИГС физики, механики и геометрии. 
С их помощью были обнаружены неожиданные 
связи некоторых динамических систем. Более 
того, оказалось, что инварианты Фоменко–
Цишанга корректно определены не только для 
гладких систем, но и для систем с отражением, 
а именно для биллиардов, ограниченных дугами 
софокусных квадрик [2], а также топологиче-
ских биллиардов [3] и биллиардных книжек [4].

О п р е д е л е н и е  1. Семейством софокусных 
квадрик на плоскости называется множество 
квадрик, заданных уравнением 

( ) ( ) ( )( ),b x a y a b� � � � � �� � � �2 2

где a b> > 0  – фиксированные числа, a � �   – 
вещественный параметр.

Напомним, что биллиардной книжкой D  на-
зывается 2-комплекс, склеенный из плоских 
софокусных биллиардных столов D Dn1, ,  
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(т.е.  компактных областей, ограниченных дуга-
ми софокусных квадрик, имеющих углы излома 
на границе, равные π / 2 ) вдоль некоторых изо-
метричных участков границ. На каждом участке 
склейки задана перестановка � � S n( ) , отвечаю-
щая переходу материальной точки с одного ли-
ста на другой (более подробно см. в [4]). Ребро 
книжки, которому отвечает тождественная пе-
рестановка, мы будем называть свободным.

Классический биллиард (система с отсут-
ствием внешних сил) на биллиардной книжке 
является интегрируемым. Он обладает двумя 
функционально независимыми первыми инте-
гралами: полная механическая энергия H  и па-
раметр Λ  софокусной квадрики, которой одно-
временно касаются все прямолинейные участки 
(или их продолжения) траектории частицы. 

Биллиардные книжки реализуют слоения 
Лиувилля многих гладких ИГС. В настоящее 
время активно изучается гипотеза А.Т. Фоменко 
о реализации биллиардными книжками слоения 
Лиувилля произвольной ИГС с двумя степенями 
свободы.

В настоящей работе мы обратимся к вопросу 
устройства траекторий биллиардных книжек на 
регулярных участках слоения Лиувилля.

Напомним, что в гладком случае ответ на 
этот вопрос давала теорема Лиувилля. Однако 
билллиард, благодаря наличию отражения, яв-
ляется кусочно-гладкой системой (его фазовое 
пространство является кусочно-гладким). Тем 
не менее нам удалось доказать полный аналог 
классической теоремы Лиувилля для биллиард-
ных книжек.

Теорема 1. Пусть Tξ  – связная компонента нео-
собой поверхности уровня пары интегралов ( , )H Λ
биллиарда на книжке D , не содержащей свободные 
ребра на фокальной прямой. Тогда:

1)	 поверхность Tξ  гомеоморфна двумерному 
тору;

2)	 слоение Лиувилля в малой окрестности U
слоя Tξ  тривиально, т.е. гомеоморфно прямому 
произведению двумерного тора T 2  и диска D2 ;

3)	 в окрестности U  существуют непрерыв-
ные координаты s s1 2 1 2, , ,� �� � , такие, что

•	s s1 2,  – координаты на диске D2 , а 
ϕ ϕ1 2,  – 2π -периодические координаты на 
торах Лиувилля;

•	s s1 2,  – непрерывно дифференцируемые 
функции от H  и Λ ;

•	интегральные кривые биллиарда в этих 
координатах задаются системой диффе-
ренциальных уравнений

 s h s s ii i i� � � �0 1 21 2, ( , ) , ,�

где hi  – некоторые непрерывные функции (т.е. 
интегральные траектории есть не что иное, как 
прямолинейные обмотки торов Лиувилля). 

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что первые два 
пункта этой теоремы доказаны В.В.  Ведюшки-
ной.

З а м е ч а н и е  2. Переменные si  почти всю-
ду можно определить как интеграл от формы 
� � �� �p d p d1 1 2 2  (здесь λ λ1 2,  – эллиптические 
координаты семейства софокусных квадрик,  
а p p1 2,  – сопряженные им импульсы) по некото-
рым базисным циклам γi на торе Лиувилля. 

Теорема 1 позволяет ввести функции враще-
ния на ребрах молекулы биллиардной книжки 
классическим способом. 

Выберем на однопараметрическом семействе 
торов Лиувилля, отвечающем некоторому ребру 
молекулы, координаты ( , , )� � �1 2 , где ϕi  – угло-
вые переменные. Согласно теореме 1, в этих ко-
ординатах интегральные кривые биллиарда вы-
прямляются.

О п р е д е л е н и е  2. Функцией вращения �( )�  
на ребре грубой молекулы называется величина, 
равная тангенсу угла обмотки на торе Лиувилля 
в координатах � �1 2,� � . Иными словами, �( )�
определена системой:

�( )

( )
( )

, ( ) ,

, ( ) ,
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0
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где hi  – функции из теоремы 1.

Далее для определенности будем считать, что 
цикл γi , участвующий в определении перемен-
ной si  (см. замечание 2), на торе Лиувилля на-
правлен вдоль эллиптической координаты λi .

В этом случае удается найти общую формулу 
функций вращения биллиардных книжек.
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Теорема 2. Функции вращения ρ  биллиарда- 
книжки на ребрах его молекулы вычисляются по 
формуле

�( )
( )( )( )

( )( )( )

,

,

,

�
�

�

�
� � �
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��
�
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N j22
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�

где a  и b  – параметры семейства софокусных ква-
дрик, а величины N a bi i j i j, ,, ,  зависят от комбина-
торного устройства книжки. При этом числа Ni  
постоянны на ребрах, а функции a bi j i j, ,( ), ( )Λ Λ  
принимают следующие значения:

•	 числа a  и b ;

•	 параметры квадрик, входящих в состав гра-
ниц листов книжки;

•	 параметр каустики, т.е. Λ. 

З а м е ч а н и е  3. Аналогичная формула 
для биллиарда внутри эллипса была получена 
В.В.  Козловым и Д.В.  Трещёвым в книге [5]. 
В. Драгович и М. Раднович в работе [6] вычисли-
ли функции вращения некоторых биллиардов, 
ограниченных софокуcными квадриками. От-
метим, что В. Драгович и М. Раднович посвяти-
ли ряд работ ([7–10]) изучению периодических 
траекторий интегрируемых биллиардов.  

Как и в гладком случае, по функции враще-
ния можно построить вектор, который будет 
траекторным инвариантом ограничения систе-
мы на ребро молекулы (см. [11]). Напомним его 
определение.

Пусть функция �( )�  определена на интервале 
( , )0 1 . Построим вектор R , состоящий из веще-
ственных чисел и символов �� , �� . В качестве 
первого элемента возьмем правый предел функ-
ции ρ  в нуле. Затем, двигаясь вдоль интервала 
( , )0 1 , будем последовательно выписывать зна-
чения функции ρ  в максимумах, минимумах и 
полюсах. При этом каждый полюс изображается 
двумя символами �� , знаки которых соответ-
ствуют знакам левого и правого пределов в этой 
точке. В конце напишем левый предел функции 
ρ  в единице. Полученный вектор называется 
вектором вращения на ребре молекулы.  

Рассмотрим плоские биллиардные столы, 
симметричные относительно осей координат, и 
исследуем их функции вращения на монотон-

ность. Таких биллиардных столов ровно три: 
эллипс, эллиптическое кольцо, бесфокусная 
область, ограниченная эллипсом и гиперболой 
(см. рис. 1). 

Все эти биллиарды при � � b  имеют седловую 
особенность, поэтому ребра их молекул мы раз-
делим на два класса: эллиптические (� � ( , )0 b ) и 
гиперболические (� � ( , )b a ). Через ρ1  обозначим 
функцию вращения на эллиптическом ребре, а 
через ρ2  на гиперболическом. 

Теорема 3. Функции вращения ρ1  и ρ2  биллиар-
да внутри эллипса являются монотонными. Более 
того, если на ребрах молекулы выбрать направле-
ние к седловому атому, то вектор вращения R  на 
эллиптическом ребре равен ( , )0 �� , а на гиперболи-
ческом ( ( , ), )l a b �� , где l  – константа, зависящая 
от полуосей эллипса.

З а м е ч а н и е  4. Полученный результат со-
впал с ответом В.В. Ведюшкиной (см. [12]), ко-
торая вычислила меченую t -молекулу этого 
биллиарда исходя из следующего факта. При 
стремлении меньшей полуоси трехосного эл-
липсоида к нулю геодезический поток на нем 
переходит в плоский биллиард. При таком пре-
дельном переходе траектории переходят в траек-
тории и сохраняется интегрируемость. Отметим, 
что меченая t -молекула геодезического потока 
на эллипсоиде была вычислена А.Т. Фоменко и 
А.В. Болсиновым (см., например, [11]).

Теперь рассмотрим биллиард внутри эллипти-
ческого кольца. Будем считать, что 0 и �0 0( )�  – 
параметры эллипсов его границы. Следующая 
теорема описывает поведение функций враще-
ния на эллиптических ребрах этого биллиарда.

Теорема 4. Функция вращения ρ1  биллиарда 
внутри эллиптического кольца имеет ровно один 
локальный максимум, который достигается в точ-
ке � � �0 . Если на эллиптических ребрах молекулы 
выбрать направление к седловому атому, то век-
тор вращения R  на них равен ( , ( , , ), )0 00l a b λ , где 

a b c

Рис. 1. Плоские биллиардные столы, симметричные отно-
сительно координатных осей.
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l  – константа, зависящая от полуосей граничных 
эллипсов.

З а м е ч а н и е  5. Эта теорема показывает, что 
функции вращения биллиардов, вообще гово-
ря, устроены нетривиально, в частности они не 
всегда являются монотонными. Таким образом, 
гипотеза А.Т. Фоменко о том, что функции вра-
щения любого биллиарда являются монотонны-
ми (см. [13]), неверна. 

Вопрос о монотонности функций вращения 
на гиперболических ребрах труден, поэтому мы 
рассмотрим два предельных случая: λ0  близко к 
b  и λ0  близко к нулю. Оказывается, эти два слу-
чая хорошо поддаются анализу. 

Теорема 5. 1. Существует � � 0 , такое, что для 
любого � �0 � �b  функция вращения ρ2  не являет-
ся монотонной.

2. Если a b> 2 , то при малых λ0  функция ρ2   
не является монотонной.

3. Если a b� ��0 2 , функция ρ2  монотонна. 
В частности, если a b< 2 , то при малых λ0  функ-
ция ρ2  монотонна.

Осталось разобраться с биллиардом внутри 
стола 1c.

Теорема 6. Функции ρ1  и ρ2  биллиарда внутри 
области 1c являются монотонными. Более того, 
реберный траекторный инвариант этого билли-
арда совпадает с реберным траекторным инвари-
антом биллиарда внутри эллипса того же пара-
метра.

З а м е ч а н и е  6. Отметим, что биллиарды 
внутри областей 1a и 1c не являются лиувиллево 

эквивалентными, тем не менее их грубые моле-
кулы и реберные траекторные инварианты со-
впадают.

Свойство симметрии биллиардных столов от-
носительно координатных осей упрощает иссле-
дование монотонности функций вращений. В 
случае отсутствия симметрий у области исследо-
вание монотонности будет довольно трудной за-
дачей, нерешаемой в общем виде. В связи с этим 
мы рассмотрим упрощенный вариант билли-
арда: топологический биллиард на замкнутой 
поверхности, склеенной из круговых дисков и 
колец. Соответствующие биллиардные книжки 
будем называть гармошками.

Оказывается, функции вращения таких бил-
лиардов выражаются через элементарные. Тем 
не менее отметим, что этот класс биллиардов 
является очень важным с точки зрения лиувил-
левой эквивалентности систем. Такие топологи-
ческие биллиарды реализуют слоения Лиувилля 
интегрируемых геодезических потоков на ком-
пактных ориентируемых поверхностях с допол-
нительным первым интегралом, линейным по 
импульсам. 

Биллиардные гармошки бывают двух типов: 
сферические (гомеоморфные двумерной сфере) 
и торические (гомеоморфные двумерному тору). 
Они изображены на рис. 2.

Сферическую гармошку D  можно однознач-
но  задать,  указав  последовательность  радиу-
сов склейки ее листов. Эту последовательность 
можно разбить на две: последовательность мак-

симумов Ri i
n� � �1

 и последовательность миниму-

мов rj j

n� � �

�

1

1
. При этом сама последовательность 

Рис. 2. (a) Сферическая гармошка; (b) Торическая гармошка.
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склейки радиусов выглядит следующим обра-
зом: R r R Rn1 1 2, , , , .

Первыми интегралами биллиарда на сфериче-
ской гармошке D  являются функции H  и f, где 
H  – полная механическая энергия, а f  – ориен-
тированный радиус каустики (он берется со зна-
ком « + », если траектория закручивается против 
часовой стрелки, и cо знаком « − », если по часо-
вой). На неособой изоэнергетической поверхно-
сти Qh

3  критическими значениями функции f  
являются ±Ri  и ±rj , где i n= 1, , , j n� �1 1, , . 
При этом ±rj  являются седловыми критически-
ми значениями, а ±Ri  соответствуют локальным 
минимумам и максимумам. Следовательно, зная 
взаимное расположение радиусов R ri j, , можно 
однозначно вычислить инвариант Фоменко–
Цишанга биллиарда на гармошке D  (см. [14]). 
Более того, меченая молекула (и сама система) 
симметрична относительно уровня f = 0  и лю-
бое ее ребро при f ≥ 0  (а также при f ≤ 0 ) од-
нозначно кодируется подпоследовательностью 
нескольких подряд идущих максимальных ра-
диусов R Ri i k, , + . На этом ребре функция f  из-

меняется либо на отрезке ��
��

�
��� � � �

min , min
, ,l n

l
l n

lr r
1 1 1 1 

, 

если ребро содержит уровень f = 0 , т.е. коди-
руется последовательностью R Rn1, , , либо на 

отрезке max , , min
, ,

r r ri i k
l k

i l� �
� �

�� ��
��

�
��1

0 1

, если ребро 

не содержит уровень f = 0  и кодируется после-
довательностью R Ri i k, , + . В силу симметрии 
системы относительно уровня f = 0  симме-
тричные ребра кодируются одинаковыми после-
довательностями, а области определения функ-
ций f  являются симметричными относительно 
нуля.

Отметим, что при увеличении максимальных 
радиусов склейки топология слоения Лиувилля 
биллиарда не меняется. Гармошки, получающи-
еся друг из друга таким преобразованием, назо-
вем структурно эквивалентными. 

Теорема 7. Пусть Ri i
n� � �1

, rj j

n� � �

�

1

1
 – последо-

вательности максимумов и минимумов сфериче-
ской гармошки D , тогда функция вращения ρ( )f   
на ребре грубой молекулы, соответствующем мак-
симальным радиусам R Ri i k, , +  имеет следующий 
вид:

�
�

( ) arcsin arcsinf
f

R
f

ri jj

k

i jj

k

� � �
�

�
�
�

�

�
�
��� ��

�

� �2

0 0

1

.

Более того, найдется гармошка D ', структур-
но эквивалентная D, все функции вращения на 
ребрах которой строго монотонны.

З а м е ч а н и е  7. Для торических гармошек 
утверждение  теоремы  7  изменится  лишь  на 
двух ребрах, содержащих уровень f = 0 . На них 
функция вращения имеет следующий вид:

�
�

( ) arcsin arcsinf
f

R
f
rjj

n

jj

n

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

� �
� �2

1 1

.

Она всегда является монотонной, т.к. пред-
ставляется в виде суммы n  монотонных функ-
ций вида 2 / (arcsin / arcsin / )� f R f ri i� .

Таким образом, гипотеза А.Т. Фоменко в не-
котором смысле верна для биллиардов на сто-
лах-гармошках.
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ROTATION FUNCTIONS OF INTEGRABLE BILLIARDS 
AS ORBITAL INVARIANTS

G. Belozerova,  Academician of the RAS  A. T. Fomenkoa,b

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russia 
bMoscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

Orbital invariants of integrable billiards on two-dimensional book tables are studied at constant energy values. 
These invariants are calculated from rotation functions defined on one-parameter families of Liouville 2-tori. 
For two-dimensional billiard books, a complete analogue of Liouville’s theorem is proved, action-angle var-
iables are introduced, and rotation functions are defined. A general formula for the rotation functions of such 
systems is obtained. For a number of examples, the monotonicity of these functions was studied, and edge 
orbital invariants (rotation vectors) were calculated. It turned out that not all billiards have monotonic rotation 
functions, as was originally assumed by A. Fomenko’s hypothesis. However, for some series of billiards this 
hypothesis is true.

Keywords: integrable system, integrable billiard, rotation functions, orbital invariants.
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