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В работе исследуется разрешимость начально-краевой задачи для модели движения жидкости
Кельвина–Фойгта с переменной плотностью. Сначала при помощи преобразования Лапласа из
реологического соотношения для модели движения жидкости Кельвина–Фойгта и уравнения дви-
жения жидкости в форме Коши выводится системa уравнений, описывающая движение модели
Кельвина–Фойгта с переменной плотностью. Для полученной системы уравнений ставится на-
чально-краевая задача, дается определение ее слабого решения и доказывается его существование.
Доказательство проводится на основе аппроксимационно-топологического подхода к исследова-
нию задач гидродинамики. А именно, рассматривается задача, аппроксимирующая исходную, и на
основе одного варианта теоремы Лере-Шаудера доказывается ее разрешимость. После чего на ос-
нове априорных оценок доказывается, что из последовательности решений аппроксимационной
задачи можно извлечь подпоследовательность, слабо сходящуюся к решению исходной задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Описание движения жидкости всегда являлось
источником большого числа математических за-
дач. На протяжении долгого времени исследова-
лись задачи для жидкости с постоянной плотно-
стью. При этом в приложениях возникают задачи
для несжимаемых жидкостей с переменной плот-
ностью, которые в литературе называют также
моделями несжимаемой неоднородной жидко-
сти. Первые результаты в этом направлении при-
надлежат А.В. Кажихову [1], который доказал су-
ществование слабых решений несжимаемой не-
однородной системы Навье–Стокса. Для этой же
системы О.А. Ладыженской и В.А. Солоннико-
вым в работе [2] доказано существование гло-
бальных сильных решений в двумерном случае и
локальных сильных решений (или глобальных,
но для малых данных задачи) в трехмерном слу-
чае. Обзор результатов для несжимаемой неодно-

родной системы Навье–Стокса приведен в моно-
графии [3].

Еще с середины 19-го века известно достаточ-
но большое число сред, которые не удовлетворя-
ют ньютоновскому реологическому соотноше-
нию. Именно такие среды – водные полимерные
растворы и описываются моделью Кельвина–
Фойгта и различными ее обобщениями [4]. Ис-
следование разрешимости различных задач для
этих моделей в однородном случае было начато в
работах А.П. Осколкова [5, 6]. Различные задачи
для моделей Кельвина–Фойгта (отметим, что в
англоязычной литературе они называются также
моделями Навье–Стокса–Фойгта) и их обобще-
ний активно изучаются вплоть до наших дней [4,
7–10]. Также в последнее время активно исследу-
ется модель неоднородной несжимаемой жидко-
сти Кельвина–Фойгта как с точки зрения разре-
шимости [11, 12], так и с точки зрения задач опти-
мального управления с обратной связью [13, 14].

В данной работе исследуется разрешимость в
слабом смысле начально-краевой задачи для не-
сжимаемой модели Кельвина–Фойгта с перемен-
ной плотностью.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Движение несжимаемой жидкости с перемен-

ной плотностью в ограниченной области 
 с гладкой границей  на промежутке

времени ,  описывается следующей
системой уравнений:

(1)

(2)

Здесь  – вектор скорости движения жидкости,
– плотность жидкости,  – давление,  – деви-

атор тензора напряжений, а  – плотность внеш-
них сил.

Система (1), (2) описывает движение всех ви-
дов жидкости, но количество неизвестных в ней
больше числа уравнений. Чтобы замкнуть эту си-
стему, в нее добавляют реологическое соотноше-
ние, которое и определяет тип рассматриваемой
жидкости. В работе рассматривается модель дви-
жения жидкости Кельвина–Фойгта порядка

, реологическое соотношение которой
имеет вид:

(3)

Здесь  – тензор скоростей деформаций,
 = . Исходя из физиче-

ского смысла задачи предполагается, что корни

 многочлена  = 1 + , 

вещественны, отрицательны и различны. Тогда
на основе преобразования Лапласа аналогично
работам [4, 6]  выражается из (3) следующим об-
разом:

(4)
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– .

Ω ⊂ R ,n

= 2,3n ∂Ω
[0, ]T < < ∞0 T

=

∂ ∂ρ + ρ − σ + ∇ = ρ
∂ ∂

∈ = Ω ×

v v
v

1
Div ,

( , ) [0, ],

n

i
i i

T

p f
t x

x t Q T

∂ρ ∂ρ+
∂ ∂

∈ Ω ×

v v
=1

= 0; div = 0,

( , ) = [0, ].

n

i
i i

T

t x
x t Q T

v
ρ p σ

f

∈ N,L L

+

+

   ∂ ∂+ λ σ ν +   
∂ ∂   

λ

 û

û

%
1

=1 =1

1

1 = 2 ,

> 0, > 0.

L Li i

i ii i
i i

L L

t t

%

v% %= ( ) ( )( )∇ + ∇v v1/2 T

α α … α1 2, , , L ( )Q p
=

λ
1

L
i

i
i

p ∈ Rp

σ

α −

∂σ μ + μ +
∂

+ β + σ

% %

%

2 1

( )
0

=10

( , ) = 2 ( , ) 2 ( , )

2 ( , ) ( , ),
t L

t sk
k

k

x t x t x t
t

e x s ds x t

+μ λ2 1= /L Lû + −μ λ − λ λû û
2

1 1 1= / /L L L L L

α α( )/ '( )k kC Q = 1,k L ( )C p

( )C p
−

−− μ λ − μ λ û
1

2 1 1
=1

( )
L

i
i i i

i

p

μ + ν1

Функция  представляет собой выражение от
начальных условий

(5)

Исходя из физического смысла задачи, эти на-
чальные условия не могут быть произвольными и
должны быть согласованы (заданным скоростям
движения жидкости соответствуют определенные
напряжения и наоборот). Подробнее см., напри-
мер, [4].

Для простоты будем предполагать, что началь-
ные условия (5) выбраны таким образом, чтобы

 Тогда, учитывая это и подставляя (4) в си-
стему уравнений (1)–(2), получим систему

(6)

(7)

Рассматриваемая система дополняется на-
чальными и граничным условиями:

(8)

где  – некоторые константы.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛАБОГО 
РЕШЕНИЯ И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Введем обозначения, необходимые для того,
чтобы сформулировать определения слабого ре-
шения начально-краевой задачи (6)–(8).

Через  обозначим пространство функ-
ций, определенных на  принимающих значе-
ния в  класса  с компактным носителем, со-
держащимся в  Пусть ,  =
= 0}. Определим пространства  и  как попол-
нение  по нормам  и  соответствен-
но. Положим .

Обозначим через  проектор Лере
и рассмотрим в  оператор . Оператор 
продолжается в  до замкнутого оператора, ко-
торый является самосопряженным положитель-
ным оператором с вполне непрерывным обрат-
ным. Область определения  совпадает с .
В силу теоремы Гильберта о спектральном разло-
жении вполне непрерывных операторов соб-
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ственные функции  оператора  образуют ор-

тонормированный базис в . Пусть 0 < λ1 
  …   – собственные значения

оператора  Обозначим через  множество ко-
нечных линейных комбинаций, составленных из

, и определим пространство , , как по-

полнение  по норме  = .

Также введем пространство, в котором будет
исследована разрешимость изучаемой задачи.
Для скорости  это пространство  = {u :
: , . Для плотности

 введем пространство  = ,
.

Будем предполагать, что , , а
.

Определение 1. Пару функций  бу-
дем называть слабым решением начально-краевой
задачи (6)–(8), если для любого  и при почти
всех  она удовлетворяет равенству

(9)

для любого  и при почти всех 
удовлетворяет равенству

(10)

а также начальным условиям:

(11)

Замечание 1. В силу непрерывного вложения
 (см., например, [15], Глава 3,

лемма 1.4) начальное условие для функции  имеет
смысл.

Основным результатом статьи является следу-
ющая теорема

Теорема 1. Существует хотя бы одно слабое ре-
шение задачи (6)–(8).

Для доказательства теоремы используется ап-
проксимационно-топологический подход к ис-
следованию задач гидродинамики (см. подробнее
[16]). А именно, рассматривается задача, аппрок-
симирующая исходную, и на основе одного вари-
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анта теоремы Лере-Шаудера устанавливается ее
разрешимость. После чего на основе априорных
оценок решений показывается, что из последова-
тельности решений этой задачи можно извлечь
подпоследовательность, сходящуюся слабо к ре-
шению исходной задачи при стремлении пара-
метра аппроксимации к нулю.
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SOLVABILITY OF THE INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR THE KELVIN–VOIGT FLUID MOTION MODEL 

WITH VARIABLE DENSITY
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a Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.S. Kashin

Summary. In the paper the solvability of the initial-boundary value problem for the Kelvin–Voigt f luid mo-
tion model with variable density is investigated. First, using the Laplace transform, from the rheological re-
lation for the Kelvin–Voigt f luid motion model and the f luid motion equation in the Cauchy form, a system
of equations that describes the motion of the Kelvin–Voigt model with variable density is obtained. For the
resulting system of equations, an initial-boundary value problem is posed, a definition of its weak solution is
given, and its existence is proved. The proof is carried out on the basis of an approximation-topological ap-
proach to the study of f luid dynamic problems. Namely, the problem approximating the original one is con-
sidered and its solvability is proved on the basis of one version of the Leray-Schauder theorem. Then, on the
basis of a priori estimates, it is proved that from the sequence of solutions of the approximation problem it is
possible to extract a subsequence that weakly converges to the solutions of the original problem.

Keywords: Fluid dynamics, f luid with variable density, Kelvin–Voigt model, weak solution, existence theo-
rem


