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Температурная аномалия вязкости обнаружи­
вается как у органических, так и неорганических 
веществ в жидком состоянии, причем эти веще­
ства характеризуются достаточно разнообраз­
ным молекулярным строением. Сера, например, 
при нагревании до температуры 112–119 ̊ С (в за­
висимости от модификации) плавится, превра­
щаясь сначала в маловязкую жидкость, вязкость 
которой при дальнейшем нагревании значи­
тельно возрастает (в сотни раз!), достигая мак­
симальных значений в диапазоне температур 

157–189 ̊ С, а затем снижается [1]. Аномальная 
зависимость вязкости от температуры наблю­
дается у некоторых растворов и расплавов ор­
ганических полимеров, в которых процессы 
полимеризации и распада полимерных цепочек 
происходят в достаточно узком температурном 
диапазоне, а также у некоторых металлических 
сплавов в жидком состоянии, изменение вяз­
кости которых связано с наличием кристалли­
ческих образований, меняющих свои размеры 
в зависимости от температуры [2]. 

Немонотонный характер изменения вязко­
сти от температуры в ряде случаев может быть 
использован для решения различных техноло­
гических и технических задач. Так, на основе 
водных растворов метилцеллюлозы созданы 
эффективные потокоотклоняющие реагенты, 
широко используемые в нефтедобывающей 
отрасли [3]. Представленная в работе [4] ком­
пьютерная модель конвекции расплава серы 
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Известно, что течение жидкостей с немонотонной зависимостью вязкости от температуры 
(аномально термовязких жидкостей) при наличии градиентов температур, например, при вте­
кании нагретой жидкости в охлаждаемый канал, сопровождается формированием локализо­
ванной в потоке высоковязкой области, определяющей особенности ее течения. В настоящей 
работе определены условия возникновения автоколебательных режимов изменения расхода 
при течении аномально термовязких жидкостей в кольцевых каналах под действием посто­
янного перепада давления и при заданных условиях теплообмена на внутренней и внешней 
стенках кольцевого канала. Обнаружено, что автоколебания расхода аномально термовязкой 
жидкости могут возникать при течении в кольцевом канале, на стенках которого происхо­
дит скачкообразное снижение интенсивности теплообмена. Область существования режима 
автоколебаний определяется величинами перепада давления и геометрического параметра, 
равного отношению ширины кольцевого зазора к радиусу внутреннего цилиндра. Кроме того, 
на границах указанной области замечены также слабо затухающие колебания расхода с весь­
ма малым декрементом затухания.
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с учетом переменной вязкости и фазовых пере­
ходов позволила получить для различных диа­
пазонов температуры обоснованные значения 
чисел Нуссельта, необходимые при проектиро­
вании систем хранения тепловой энергии.

Однако значение исследований в области 
термогидродинамики аномально термовязких 
жидкостей не исчерпывается только приклад­
ными вопросами. Некоторые фундаменталь­
ные особенности распределения гидродинами­
ческих параметров потока в плоском канале и 
явление изменения расхода аномально термо­
вязкой жидкости с течением времени впервые 
были описаны в статье [5]. В этой же работе 
было показано, что гидродинамические пара­
метры потока в канале определяются не только 
приложенным перепадом давления, но и ин­
тенсивностью теплообмена на стенках канала, 
за счет которого в области течения образуется 
неоднородное распределение поля вязкости. 
При задании на стенках канала граничных ус­
ловий первого рода для температуры образу­
ющаяся в канале высоковязкая область (далее 
именуемая “вязкий барьер”) приобретает фор­
му вытянутой дуги, концы которой опираются 
на линию входного сечения. В случае гранич­
ных условий Ньютона–Рихмана дуга значи­
тельно менее вытянута и пересекает стенки ка­
нала, что приводит к более высоким значениям 
гидравлического сопротивления. 

В статье [6] представлены различные режимы 
установления ламинарного течения в кольцевом 
канале жидкостей с немонотонной зависимо­
стью вязкости от температуры в виде гауссовой 
функции, а также выявлены критические усло­
вия теплообмена, при которых происходит скач­
кообразное изменение расхода жидкости. Ранее 
аналогичные результаты были получены и для 
плоского канала. Для выбранных параметров 
задачи при малых значениях числа Нуссельта, 
когда теплообмен слабо влияет на прогрев жид­
кости в потоке, образующийся вязкий барьер 
перемещается по каналу вместе с жидкостью и 
в конечном итоге выходит за его пределы. При 
этом расход жидкости возрастает и устанавли­
вается приблизительно равным расходу при ми­
нимальном значении вязкости. Отличие связано 
с присутствием “следа” вязкого барьера, распо­
ложенного в пристенных областях. Рост числа 
Нуссельта приводит к режиму с незначительным 

расходом. Дальнейшее увеличение теплообме­
на вызывает затухающие осцилляции расхода 
с большими значениями установившегося рас­
хода. Наконец, при существенно больших значе­
ниях числа Нуссельта получены результаты, ка­
чественно соответствующие случаю постановки 
граничных условий первого рода.

Таким образом, предыдущие исследования 
были связаны с определением режимов тече­
ния при различных, но постоянных значениях 
параметров теплообмена, которые так или ина­
че приводили к установлению потока с посто­
янным расходом, соответствующим итоговому 
распределению вязкого барьера.

Однако при исследовании гидродинамиче­
ских систем в условиях теплообмена или при 
наличии фазовых превращений рядом авторов 
были обнаружены режимы течения, носящие 
колебательный и автоколебательный характер. 
Например, в статье [7] были экспериментально 
обнаружены и исследованы автоколебательные 
режимы течения вязкой жидкости при тепло­
обмене с холодной стенкой канала. Предполага­
лось, что вязкость жидкости имеет монотонно 
убывающую с ростом температуры зависимость, 
соответствующую формуле Аррениуса. Опре­
делены физические параметры жидкости и ха­
рактер теплообмена, при которых возникали 
автоколебания. Несколько иной характер воз­
никновения периодических изменений расхода 
многофазной смеси был установлен в работе [8] 
при анализе извержения газонасыщенной маг­
мы с сильной зависимостью вязкости от темпе­
ратуры и с учетом процессов кристаллизации. 
Процессы дегазации магмы при экструзивном 
извержении через водонасыщенные пористые 
породы также обнаруживают периодический 
характер изменения интенсивности потока [9].

Таким образом, возникает закономерный 
вопрос о возможности существования перио­
дических режимов изменения параметров по­
тока аномально термовязкой жидкости. В этой 
связи на основе анализа динамики вязкого 
барьера, определяющей расходные характери­
стики течения при различных условиях тепло­
обмена, в настоящей работе была рассмотрена 
задача о течении аномально термовязкой жид­
кости в кольцевом канале, на стенках кото­
рого интенсивность теплообмена изменяется 
скачкообразно.
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Пусть аномально термовязкая жидкость под 
действием заданного постоянного перепада 
давления Δp движется в кольцевом зазоре дли­
ной L, образованном двумя соосными цилин­
драми радиусов r0 и R (r0 < R). Втекающая в ка­
нал жидкость имеет постоянную температуру 
Tin. Внешняя и внутренняя стенки первой поло­
вины канала поддерживаются при постоянной 
температуре Twall, а во второй половине канала 
на стенках задаются условия конвективного те­
плообмена постоянной интенсивности (рис. 1).

Математическая модель рассматриваемого 
процесса представляет собой систему уравнений, 
состоящую из уравнения неразрывности, обоб­
щенных уравнений Навье–Стокса, описываю­
щих течение несжимаемой жидкости с немоно­
тонной зависимостью вязкости от температуры 
и уравнения конвективной теплопроводности. 
Ниже приведена запись уравнений (с учетом 
осевой симметрии), а также начальных и гра­
ничных условий в безразмерном виде:
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где ur и uz – радиальная и осевая компоненты 
скорости, p – давление, T – температура, Re, 
Pe и Nu – безразмерные критерии Рейнольдса, 
Пекле и Нуссельта.

Немонотонная зависимость вязкости от тем­
пературы принимается в виде

� �( ) = ,( 1/2)2T e T- -

где β > 0 – параметр, характеризующий ширину 
температурного диапазона, на котором проис­
ходит увеличение вязкости.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Обнаруженное ранее влияние вязкого барье­
ра, образующегося при постоянных значени­
ях теплообмена, носит динамический харак­
тер: при втекании нагретой жидкости в канал 
на границе горячей и холодной областей жид­
кости происходит формирование вязкого ба­
рьера – высоковязкой зоны с изгибом в форме 

T = Tin 

RO 

r

R

L/2 L/2

I II

Расчетная область

Рис. 1. Схема кольцевого канала и граничные усло­
вия для температуры: I – стенки с постоянной тем­
пературой, II – конвективный теплообмен.
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арки, затем деформация и перемещение этой 
зоны. Вслед за эволюцией вязкого барьера про­
исходит изменение гидравлического сопротив­
ления потоку и, соответственно, расхода жид­
кости [5, 6].

Рассмотренная в настоящей работе задача 
со ступенчатым изменением интенсивности 
теплообмена дала возможность обнаружить 
принципиально новый характер эволюции 
высоковязкой зоны. В первой половине кана­
ла интенсивность теплообмена поддержива­
лась максимальной, при этом для температу­
ры ставились граничные условия первого рода. 
Во второй половине канала ставились условия 
третьего рода, а исследования проводились 
с различными значениями числа Нуссельта. 
Известно [5], что при постановке граничных 
условий первого рода вязкий барьер стабиль­
но примыкает ко входному сечению канала, 
а протяженность его, возрастая вначале, может 
меняться в зависимости от соотношения рас­
хода и интенсивности теплообмена. Отметим, 
что расход напрямую связан с гидравлическим 
сопротивлением. Однако в данной задаче горя­
чая жидкость, следующая за вязким барьером, 
втекает во вторую половину канала, в которой 
интенсивность теплообмена имеет меньшее 
значение.

Приток горячей жидкости за счет переме­
шивания и теплопроводности вызывает ус­
ловия для образования высоковязкой зоны 
практически во всей первой половине канала 
(рис. 2а), в результате чего гидравлическое со­
противление возрастает, а расход жидкости 
быстро уменьшается. В свою очередь, умень­
шение расхода приводит к возрастанию роли 
теплообмена. В результате более интенсивного 
охлаждения линейные размеры вязкого барье­
ра в первой половине канала уменьшаются (рис. 
2б), так как втекающая в канал горячая жид­
кость успевает охладиться. В итоге, при опре­
деленных условиях, происходит распад высоко­
вязкой зоны на два участка (рис. 2в). Поскольку 
во вторую половину канала горячая жидкость 
более не поступает, вязкий барьер вытекает 
за пределы канала вместе со смесью холодной 
и горячей жидкостей, имеющей температуру, 
при которой возможно существование высоко­
вязкой зоны. После чего весь цикл описанных 

явлений повторяется и возникает периодиче­
ское изменение расхода жидкости.

Наиболее типичные формы колебаний рас­
хода жидкости в зависимости от параметров 
задачи приведены на рис. 3. На этом рисун­
ке представлены затухающие и незатухающие 
колебания: в первом случае система стремит­
ся к некоторому устойчивому равновесному 
состоянию, соответственно, расход жидкости 
становится постоянным.

Рис. 2. Характерный вид образующегося в кана­
ле вязкого барьера в последовательные момен­
ты времени (Re = 600, Pe = 6000, Nu = 5, L/R = 60, 
r0/R = 0.9, β = 0.05).
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Во втором случае фазовая траектория стре­
мится к некоторой замкнутой кривой. Тот 
факт, что любая первоначально заданная точ­
ка на фазовой плоскости, независимо от того, 
находится она вовне или внутри кривой, стре­
мится к ней, свидетельствует о том, что это – 
устойчивый предельный цикл. Расход жидко­
сти в этом случае будет происходить в режиме 
незатухающих колебаний.

Для идентификации динамических режи­
мов изменения расхода аномально термовязкой 
жидкости при течении в кольцевом канале были 
проведены параметрические исследования для 
различных значений перепада давления ∆p и ге­
ометрического параметра 0 0( ) /R r rδ = − , равного 
отношению ширины кольцевого зазора к радиусу 
внутреннего цилиндра. В результате на коорди­
натной плоскости ( , )p δ∆  были построены обла­
сти затухающих и незатухающих колебаний рас­
хода аномально термовязкой жидкости (рис. 4).

При достаточно малом фиксированном зна­
чении параметра δ и любом перепаде давления 
расход аномально термовязкой жидкости мо­
нотонно увеличивается и достаточно быстро 
устанавливается на максимальном значении, 
соответствующем условиям теплообмена. При 

бо́льших значениях геометрического параме­
тра δ в зависимости от приложенного перепада 
давления наблюдаются различные динамиче­
ские режимы изменения расхода. Для неболь­
ших перепадов давления изменение расхода 
происходит монотонно, колебания расхода от­
сутствуют (область III на рис. 4). При некотором 
минимальном значении перепада давления вы­
ходу расхода на установившееся значение пред­
шествует период затухающих колебаний расхо­
да жидкости (область II на рис. 4). При бо́льших 
значениях перепада давления колебания расхо­
да становятся незатухающими (область I между 
двумя штриховыми кривыми на рис. 4), и такие 
колебания могут быть отнесены к автоколе­
баниям томсоновского типа [10]. Дальнейшее 
увеличение перепада давления снова приводит 
к появлению сначала затухающих колебаний 
расхода, а затем и к полному исчезновению ко­
лебаний. Отметим, что для перепада давления 
∆p = 0.04 незатухающие колебания наблюдают­
ся вплоть до значения параметра δ = 0.25. При 
дальнейшем увеличении параметра δ наблюда­
ются лишь режимы течения с затухающими ко­
лебаниями расхода жидкости, обусловленными 
весьма низкими перепадами давления.

Рис. 3. Изменение расхода жидкости и соответству­
ющие фазовые траектории в режиме затухающих 
(а, б) и незатухающих (в, г) колебаний. Точками 
на фазовых портретах отмечены начальные состо­
яния системы.

Рис. 4. Динамические режимы изменения расхо­
да аномально термовязкой жидкости в зависимости 
от геометрии кольцевого канала и перепада давле­
ния: I – область незатухающих колебаний, II – обла­
сти затухающих колебаний, III – области отсутствия 
колебаний.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Установлено существование колебательных 
режимов течения аномально термовязкой жид­
кости при задании кусочно-постоянных зна­
чений теплообмена вдоль стенок канала. При 
этом периодическое изменение расхода жидко­
сти определяется динамикой периодического 
изменения гидравлического сопротивления, 
вызванного образованием высоковязкой зоны – 
вязкого барьера в соответствии с зависимостью 
вязкости от температуры. Наиболее интерес­
ным представляется случай незатухающих ко­
лебаний. Судя по характеру периодического 
процесса, фазовые траектории которого обра­
зуют устойчивый предельный цикл, их можно 
отнести к автоколебательным процессам том­
соновского типа. Наряду с ними обнаружены 
области затухающих колебаний, обрамляющие 
область незатухающих колебаний. Фазовая тра­
ектория затухающих колебаний имеет предель­
ную точку типа устойчивый фокус.
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It is known that the flow of liquids with a nonmonotonic dependence of viscosity on temperature 
(abnormally thermoviscous liquids) in the presence of temperature gradients, for example, when a heated 
liquid flows into a cooled channel, is accompanied by the formation of a high-viscosity region localized 
in the flow, which determines the features of its flow. In this paper, the conditions for the occurrence 
of self-oscillating regimes of flow rate variation during the flow of anomalously thermoviscous liquids 
in annular channels under the action of a constant pressure drop and under given conditions of heat 
transfer on the inner and outer walls of the annular channel are determined. It has been found that 
self-oscillations in the flow rate of an anomalously thermoviscous liquid can occur when flowing in an 
annular channel, on the walls of which there is an abrupt decrease in the intensity of heat transfer. The 
region of existence of the self-oscillation mode is determined by the values of the pressure drop and 
the geometric parameter equal to the ratio of the width of the annular gap to the radius of the inner 
cylinder. In addition, weakly damped flow rate oscillations with a very small damping decrement were 
also observed at the boundaries of this region.
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