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С использованием математической модели больших деформаций материалов с упругими, пласти-
ческими и вязкими свойствами получено аналитическое решение о деформировании в условиях
ползучести пробки в круглой трубе при изменяющемся перепаде давления. Рассмотрены движение
с учетом скольжения материала в окрестности жесткой стенки трубы и его деформирование при
растущем, постоянном и уменьшающемся давлении. Вычислены перемещения, обратимые и необ-
ратимые деформации, напряжения на всех этапах деформирования, включая остаточные деформа-
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Задачи определения напряженно-деформиро-
ванного состояния элементов конструкций со
сложными реологическими свойствами в услови-
ях термомеханических воздействий являются ак-
туальными задачами современной авиационной,
аэрокосмической, энергетической промышлен-
ности. Анализ поведения материалов требует од-
новременного учета их упругих, пластических и
вязких свойств. Технологии холодной формовки
и обтяжки, которые по ряду параметров являются
наиболее перспективными технологиями изго-
товления крупногабаритных элементов кон-
струкций, используют свойство ползучести мате-
риалов [1, 2], а точность в геометрии и в уровне
остаточных напряжений определяющим образом
зависит от упругого отклика материала изделия в
процессе снятия оснастки (в процессах разгруз-
ки). При расчетах элементов конструкций на
ползучесть выбор определяющих законов из мно-
жества существующих является непростой зада-
чей. Множество таких соотношений для одно-
мерных, плоских и пространственных задач со-
держится в обзорах [3–5]. Большинство задач,
описывающих процессы ползучести, являются

геометрически и физически нелинейными. По-
этому проинтегрировать определяющие соотно-
шения или предложить аналитические методы их
решения удается только в исключительных част-
ных случаях [6, 7]. Здесь получим решение крае-
вой задачи о накоплении деформаций ползуче-
сти, используя закон Нортона, в рамках теории
больших деформаций при учете упругих свойств
материалов. Аналитические зависимости для пе-
ремещений в подобной задаче о пластическом те-
чении материала пробки в круглой трубе с ис-
пользованием модели больших деформаций [8–10]
были ранее получены в [11].

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МОДЕЛИ
Воспользуемся математической моделью

больших деформаций материалов с упругими,
пластическими и вязкими свойствами [8–10]. Об-
ратимая  и необратимая  составляющие тензора
деформаций Альманси  в прямоугольной систе-
ме декартовых координат Эйлера x определяются
дифференциальными уравнениями переноса:
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где  – время, ,  – векторы скоростей и переме-
щений;  и  – тензоры скоростей полных и необ-
ратимых деформаций;  – оператор исполь-
зуемой объективной производной по времени;

– кососимметричный тензор вихря скорости;
– тензор вращений,  – его нелинейная состав-

ляющая, выписанная в [8–10].
Тензор напряжений Эйлера–Коши  для не-

сжимаемой изотропной среды при наличии в ней
необратимых деформаций определяется анало-
гом формулы Мурнагана:

(2)

где p – добавочное гидростатическое давление;
– единичный тензор, W – упругий потенциал,
, ,  – упругие постоянные.

Накапливаемые в деформируемом материале
необратимые деформации могут быть и деформа-
циями ползучести, и пластичности [12]. Здесь
рассмотрим случай, когда накопление необрати-
мых деформаций связано только с ползучестью.
Источник необратимых деформаций  конкрети-
зируется с помощью степенного закона ползуче-
сти Нортона:

(3)

где  – тензор скоростей деформаций ползуче-
сти,  – термодинамический потенциал,  и

– параметры ползучести материала,  – глав-
ные значения тензора напряжений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Построим точное решение задачи о деформи-

ровании вязкоупругой пробки высоты  при ее
движении в цилиндрической трубе радиуса  с
недеформируемыми стенками в условиях пере-
менного перепада давления. Решение этой крае-
вой задачи накопления больших необратимых де-
формаций ползучести в цилиндрической системе
координат , ,  будем искать в классе функций

где  и  – отличные от нуля компоненты векто-
ров перемещений и скорости,  – новая неиз-
вестная функция добавочного гидростатического
давления.

Деформирование начинается из свободного
состояния материала, деформации ползучести
накапливаются с начала процесса деформирова-
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ния. Далее пренебрегаем слагаемыми выше пер-
вого порядка по диагональным компонентам тен-
зоров деформаций, которые принимают значе-
ния более высокого порядка малости по
сравнению с недиагональными [11–13], и выше
второго – по недиагональным. Такое ограниче-
ние не является принципиальным, но позволяет
получить точное решение задачи. Из (2) следует:

(4)

Уравнения равновесия в рамках квазистатиче-
ского приближения имеют вид
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Движение пробки в трубе свяжем с изменени-
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верхностях  и . Зададим его в
виде

(6)

где r = 0 – координата максимального перемеще-
ния граничных точек пробки.

В соответствии с (1), (3) кинематические соот-
ношения в принятых ограничениях по компо-
нентам деформаций записываются в форме
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Согласно (1) и (7), для диагональных компо-
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лучаем систему уравнений
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где  – задаваемая постоянная сухого трения, на
стенках трубы выполняются условия жесткого
сцепления:

(10)

Для условий (6), (9) из определяющих уравне-
ний (5) и (8) получаем, учитывая, что напряжение

 должно быть конечным при r = 0:

(11)

Из дифференциального уравнения из (8) с уче-
том условия  найдем

(12)

Компонента напряжений  определяется из
второго уравнения равновесия с использованием
граничных условий (6)

(13)

Полученное решение (11)–(13) приемлемо до

момента времени , пока выполняется

строгое неравенство (9). Начиная с момента вре-
мени  на стенке  начинается скольже-
ние. Условие прилипания теперь не выполняется
и заменяется краевым условием

где  – постоянная вязкого трения. Тогда с момента
времени t* перемещение и скорость вычисляются
из зависимостей (11), если в выражение для скоро-

сти добавить слагаемое , для переме-

щений функцию , .
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постоянной: , решение задачи найдем
аналогично (11)–(13):

(14)

С уменьшением давления  с некоторого мо-
мента времени , по закону p(t) = ,

, , решение (14) перепи-
сывается в форме
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Решение (15) справедливо до конечного мо-
мента разгрузки , кроме выражений
для скорости и перемещения, поскольку скорость
в (15) становится равной нулю на поверхности r = R

в момент времени . С этого мо-

мента времени до конечного момента разгрузки 
при r = R выполняется условие прилипания

= 0. В промежутке времени  для
скорости и перемещений выполняются зависи-
мости

В конечный момент разгрузки  , ,
 находится из (8), остаточные напряжения и

остальные компоненты деформаций вычисляют-
ся по формулам

На рис. 1 изображены перемещения  в мо-

менты времени , , . На рис. 2 пред-

ставлены компоненты остаточных напряжений
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. Постоянные принимают значения  =

= 0.5, , , , .

Использование модели больших деформаций
с дифференциальными уравнениями изменения
составляющих полных деформаций позволило
получить точное решение задачи теории о дефор-
мировании в условиях ползучести вязкоупругого
материала в круглой трубе с учетом проскальзы-
вания в окрестности ее жесткой стенки.
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE CREEP PROBLEM VISCOELASTIC 
MATERIAL IN A ROUND TUBE

Corresponding Member of the RAS L. V. Kovtanyuka,b

aInstitute of Automation and Control Processes Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences, Vladivostok, Russia
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Using a mathematical model of large deformations of materials with elastic, plastic and viscous properties, an
analytical solution was obtained for deformation under creep conditions of a bung in a round tube with a vary-
ing pressure drop. The motion is considered taking into account the sliding of the material in the vicinity of
the rigid wall of the pipe and its deformation under increasing, constant and decreasing pressure. Displace-
ments, reversible and irreversible deformations, stresses at all stages of deformation, including residual defor-
mations and stresses at full unloading are calculated.

Keywords: large deformations, creep, elasticity, residual stresses


