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Получены выражения для операторов концентрации напряженности и индукции электрического
поля на поверхности включений в матричном композите в зависимости от формы и объемной доли
включений в материале. Данные операторы связывают поля на поверхности включения со стороны
матрицы со средними величинами напряженности и индукции электрического поля в образце ком-
позита.
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Задачи исследования свойств поликристаллов
и композитов условно могут быть разделены на
две отдельные категории. К первой относятся за-
дачи вычисления эффективных характеристик,
т.е. характеристик неоднородного материала как
целого [1, 2]. Ко второй – задачи по определению
локального перераспределения значений прило-
женных к материалу воздействий [3–5]. Особое
место среди таких задач занимают методы анали-
за физико-механических полей на поверхности
включений в неоднородных средах [6, 7].

Межзеренные и межфазные границы играют
важнейшую роль в формировании электрофизи-
ческих и механических свойств поликристаллов и
композитов, так как они являются областями (зо-
нами) скопления дефектов и примесей. При этом
их роль резко возрастает при уменьшении разме-
ров кристаллитов и включений [8]. Распределе-
ние полей на границах раздела формирует движу-
щие силы процессов диффузии и переноса, что, в
конечном счете, приводит к сегрегации заклю-
ченной в материале примеси на определенной ча-

сти поверхности зерен неоднородности. Это мо-
жет приводить к упрочнению/ослаблению связи
между включениями и матрицей в композите
(кристаллитами и аморфной межкристаллитной
фазой в поликристалле), формированию нано-
кластеров на поверхности включений и ко мно-
гим другим явлениям, результатами которых бу-
дут являться изменения эксплуатационных физи-
ко-механических характеристик материалов.

В настоящей работе эта задача решена для мат-
ричного композита с учетом объемного содержа-
ния компонентов, формы и ориентации включе-
ний. Решение данной задачи является актуаль-
ным вследствие возможности использования ее
результатов в микро- и наноэлектронике, маши-
ностроении и других областях науки и техники.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
ОПЕРАТОРЫ КОНЦЕНТРАЦИИ ПОЛЕЙ

НА ПОВЕРХНОСТИ УЕДИНЕННОГО 
ВКЛЮЧЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНОЙ МАТРИЦЕ

Определим операторы концентрации напря-
женности  и индукции  электрическо-
го поля на поверхности включения со стороны
матрицы формулами

(1)

где  и  – компоненты векторов напря-
женности и индукции электрического поля на
поверхности включения со стороны матрицы,
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 и  – компоненты соответствующих век-
торов приложенного (среднего) поля к материалу
образца, а r – радиус-вектор точки на поверхно-
сти включения.

Отметим, что в (1) и далее по тексту нижние
индексы компонент векторов и тензоров прини-
мают значения 1, 2, 3.

Ставится задача – найти выражения для дан-
ных операторов в зависимости от формы включе-
ния. Для нахождения  и  рассмотрим
операторы проектирования на поверхности
включения. Любой вектор на поверхности вклю-
чения может быть разложен на две компоненты –
нормальную и тангенциальную [9]:

определяющиеся с помощью скалярного и век-
торного произведений:

(2)

где n – вектор внешней единичной нормали в
данной точке поверхности включения. В индекс-
ных обозначениях выражения (2) могут быть за-
писаны как

где  и  – компоненты операторов проектиро-
вания на внешнюю нормаль и касательную плос-
кость в данной точке поверхности, δij – символ
Кронекера. Отметим некоторые свойства опера-
торов  и :

Условия на границе матрица–включения
можно записать в виде (здесь и далее по тексту
верхние индексы “p” (particle) и “m” (matrix) обо-
значают принадлежность к включению и матрице
соответственно):

(3)

что означает непрерывность нормальной состав-
ляющей индукции и тангенциальной составляю-
щей напряженности электрического поля на гра-
нице раздела. Далее аргумент r, где это возможно,
будем опускать. С учетом условий (3) можно за-
писать

где  – тензор диэлектрической проницаемости
матрицы, при этом

Группируя поля в матрице и во включении,
имеем
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где . Поскольку  – скалярная
функция компонент вектора нормали и тензора
диэлектрической проницаемости матрицы, то

Сложим последнее уравнение со вторым из
уравнений (3), тогда после преобразований и ин-
дексных переобозначений будем иметь:

где

Заметим, что в векторном виде последние две
формулы можно записать как

(4)

(5)

где I – единичный тензор 2-го ранга. Связь векто-
ров индукции электрического поля на поверхно-
сти включения со стороны матрицы и напряжен-
ности электрического поля во включении будет
определяться выражением:

(6)

Формулы (4) и (6) справедливы для включения
любой формы с гладкой поверхностью. Для опре-
деления оператора концентрации электрических
полей на поверхности включения необходимо
связать приложенное (среднее по материалу) по-
ле с полем во включении. Данную задачу решить
в аналитическом виде удается только для включе-
ния эллипсоидальной формы, частными пре-
дельными случаями которой являются бесконеч-
ный эллиптический цилиндр, тонкий эллиптиче-
ский диск и шар.

Рассмотрим задачу для неоднородного тела
объема  с поверхностью S, состоящего из одно-
родной матрицы с тензором  диэлектрической
проницаемости, в которую погружен однород-
ный эллипсоид, занимающий область  с грани-
цей . Тензор диэлектрической проницаемости
эллипсоида – . К поверхности S тела приложе-
но однородное электрическое поле напряженно-
стью . Формулировка данной задачи имеет вид

(7)
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где  – электростатический потенциал,  –
тензор диэлектрической проницаемости тела, яв-
ляющийся кусочно-постоянной функцией точки
внутри тела:

Наряду с задачей (7) рассматривается краевая
задача для однородного тела сравнения такой же
формы, полностью состоящего из матрицы:

(8)

где  – электростатический потенциал в точ-
ках тела сравнения. Вычитая (8) из (7), имеем
краевую задачу

(9)

где

(10)

Введем функцию Грина  условиями

(11)

тогда решение задачи (9) можно записать в виде
интеграла [10]

(12)

Преобразуем (12) по формуле Остроградско-
го–Гаусса. Тогда с учетом граничного условия в
(11) и того, что , получим

(13)

верхний индекс 1 у дифференциального операто-
ра Гамильтона означает дифференцирование по

. В пределе при  имеем: .
Учтем также (10), тогда (13) примет вид

Поле внутри эллипсоидального включения од-
нородно [11], поэтому данное выражение может
быть записано в следующей форме:

(14)
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(15)

сходится при любом  (Vp считается откры-
тым множеством). Действительно, учитывая,
что [11]

имеем

(16)

т.е. подынтегральная функция в (15) имеет осо-
бенность только в точке . Рассмотрим шар  ма-
лого радиуса  с центром в точке , целиком со-
держащийся в Vp. Оценим норму интеграла  от

 по шару . Пусть  и  – наи-
меньшая и наибольшая главные компоненты тен-
зора , тогда

(17)

Из (17) следует, что  при , что вле-
чет сходимость интеграла .

Данный результат позволяет преобразовать
объемный интеграл (15) к поверхностному [12]:

(18)

где n1 – внешняя единичная нормаль к  (инте-
грирование ведется по ). Таким образом, выра-
жение (14) можно записать в виде

(19)

Вектор-функция  и тензорная
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 и , поэтому в (19) справедливо диф-
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откуда, принимая  и учитывая, что ∇G(r1 – r) =

= (r1 – r), получим:

где  (решением задачи (8) являет-
ся ). Таким образом, для напря-
женности поля внутри включения  имеем урав-
нение

(20)

Интеграл в скобках в (20) не зависит от r при
, поскольку остальные величины, входя-

щие в (20), не зависят от r. Возьмем начало коор-
динат в центре эллипсоида, примем r = 0, тогда
выражение для этого интеграла будет определять
тензор , используемый в обобщенном сингуляр-
ном приближении (ОСП) [5, 10, 13]:

(21)

Таким образом, из (20) и (21) получаем связь
между напряженностью поля  внутри эллипсо-
ида и напряженностью приложенного поля  в
бесконечной матрице:

(22)
Компоненты тензора  можно вычислить по

формуле [5]

(23)

где компоненты нормали к поверхности эллипсои-
да выражаются через сферические углы . В век-
торном виде (23) может быть записана как

(24)

где  – элемент телесного угла. Интегрирование
в (24) проводится по всем направлениям нормали

 к поверхности  эллипсоидального включе-
ния. Выражение (24) можно также интерпретиро-
вать как среднее по всем направлениям:

или с учетом (5):
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тогда связь между напряженностями приложен-
ного поля и поля внутри включения примет вид

(26)

Из (4) и (26) вытекает связь между напряжен-
ностями поля на границе включения со стороны
матрицы и приложенного поля:

(27)
Усреднив (27) по всем направлениям, полу-

чим:

т.е. средняя по всем направлениям напряжен-
ность поля на границе эллипсоидального вклю-
чения со стороны матрицы равна напряженности
приложенного поля.

Таким образом, из (27) следует, что в случае
изолированного эллипсоидального включения в
бесконечной матрице оператор концентрации
электрического поля на границе включения име-
ет вид

(28)

где  определяется выражением (5). Умно-
жив левую и правую части (27) на , аналогично
получим оператор концентрации электрической
индукции на поверхности включения:

(29)

ОПЕРАТОРЫ КОНЦЕНТРАЦИИ ПОЛЕЙ
НА ПОВЕРХНОСТИ ВКЛЮЧЕНИЙ 

В МАТРИЧНОМ КОМПОЗИТЕ
Рассмотрим теперь случай матричного компо-

зита с эллипсоидальными включениями, количе-
ство которых в образце объемом V данного ком-
позита будем считать равным N. Пусть к поверх-
ности S данного образца приложено постоянное
электрическое поле напряженностью , причем
в данных условиях средняя по образцу напряжен-
ность поля будет совпадать с , т.е.  [14].
Если включение входит в состав неоднородной
среды, то в формуле (21) вместо напряженности
приложенного поля  следует использовать на-
пряженность действующего, или эффективного,
поля . Напряженность такого поля можно
принять равной средней напряженности поля в
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матрице, что характерно для приближения Макс-
велла–Гарнетта [15] как частного случая ОСП,
если в качестве тела сравнения взять матрицу [10]

.

Среднюю напряженность поля и среднюю
электрическую индукцию в матрице в зависимо-
сти от средней напряженности поля  и средней
индукции  в образце композита можно полу-
чить с помощью операторов объемной концен-
трации полей  и :

В свою очередь, операторы  и  для то-
чек, лежащих в объеме матрицы, в ОСП имеют
вид [5]

Вычисляя средние, получим:

(30)

где усреднение производится по всем включени-
ям, погруженным в матрицу, а f – их полная объ-
емная доля в образце композита.

Таким образом, поля на поверхности включе-
ния со стороны матрицы в матричном композите
могут быть найдены по следующим формулам:

где ,  – полные операторы концентра-
ции полей на границе включения со стороны мат-
рицы в образце композита:

(31)

,  – операторы поверхностной кон-
центрации поля на границе включения со сторо-
ны матрицы, определяются выражениями (28),
(29); ,  – операторы объемной кон-
центрации поля в матрице, определяются выра-
жениями (30).

ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ МАТРИЧНОГО 
КОМПОЗИТА СО СФЕРИЧЕСКИМИ 

ВКЛЮЧЕНИЯМИ
Рассмотрим матричный композит с изотроп-

ной матрицей ( ) и изотропными сфери-
ческими включениями ( ) радиусом r. В
этом случае по формулам (5), (23) получим:
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(32)

Для операторов объемной концентрации по-
лей по формулам (30) имеем:

(33)

оба эти оператора – диагональные. Для операто-
ров поверхностной концентрации по формулам
(28), (29) с учетом (32) получим:

В итоге для полных операторов концентрации
полей на поверхности включений имеем:

(34)

Пусть  – напряженность приложенного по-
ля к образцу композита, тогда из (33) получим,
что средняя напряженность поля в матрице

В частности, для случая сильно контрастных
включений при 

(35)

В другом предельном случае при 

. (36)

Введем систему координат xyz с началом в цен-
тре выбранного включения со сферической по-
верхностью , направив ось z по направлению ;
оси x, y направим перпендикулярно оси z. Рас-
смотрим две точки на : точку A(0; 0; r), лежащую
на оси z, и точку B(r; 0; 0) – на оси x. Векторы нор-
мали в этих точках: , .

Из (34) получим, что оператор  – диаго-
нальный с компонентами
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причем в случае сильно контрастных включений
при  имеем:

т.е. напряженность поля в точке A со стороны
матрицы

и фактически в три раза больше средней напря-
женности поля в матрице (см. (35)). В то же вре-
мя, в случае  имеем

т.е. .

В точке B оператор  также диагональный с
компонентами

Напряженность поля в точке B со стороны
матрицы:

причем в приближении Максвелла–Гарнетта она
равна напряженности поля внутри включения (в
силу диагональности оператора KE в точке B нор-
мальная к поверхности сферы составляющая на-
пряженности поля отсутствует, а касательная –
непрерывна при переходе через поверхность сфе-
ры). Для случая сильно контрастных включений
при  имеем:

т.е. . В другом предельном случае

при 

что фактически в полтора раза больше, чем сред-
нее поле в матрице (см. (36)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом настоящей работы явля-
ются выражения (28)–(31) для операторов концен-
трации напряженности и индукции электрического
поля на поверхности включения в матричном ком-
позите, которые позволяют прогнозировать значе-
ния данных величин в любой точке поверхности
включений в зависимости от внешнего приложен-
ного поля, от объемных долей и материальных ха-
рактеристик компонентов композита, от формы
и ориентации включений.
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DISTRIBUTION OF ELECTRIC FIELDS ON THE SURFACE OF INCLUSIONS 
IN MATRIX COMPOSITE
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Expressions are obtained for operators of concentration of electric field strength and displacement on the sur-
face of inclusions in matrix composite depending on shape and volume fraction of inclusions in material.
These operators relate the fields on the inclusion surface on the matrix side with the average values of the elec-
tric field strength and displacement in the composite sample.
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