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ВВЕДЕНИЕ 
 
Понятие первообразной, наряду с 

тесно связанным с ним понятием произ-
водной, принадлежит к одним из наибо-
лее абстрактных и сложных для понима-
ния тем в школьном курсе математики. 
Как показывает практика, несмотря на то, 
что само понятие производной является 
сложным для понимания и осознания, вы-
числение производной в школьном курсе 
математики производится неплохо [1]. 
При вычислении же первообразной уча-
щиеся совершают большее количество 
ошибок: к вычислительным ошибкам до-
бавляется применение формул диффе-
ренцирования вместо формул интегриро-
вания. Поэтому методические основы 
изучения первообразной в курсе средней 
школы достаточно важны и актуальны [2]. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 
Целью нашей работы является рас-

смотреть изучение темы «Интеграл» в 
учебнике «Алгебра и начала математиче-
ского анализа. 10–11 классы» авторов 
Ш.А. Алимова, Ю.М. Колягина, М.В. Тка-
чевой и др., а также предложить некоторые 
рекомендации при изучении данной темы. 

В данном учебнике рассматриваемая 
нами тема изучается в X главе «Инте-
грал», сразу после изучения VIII главы 
«Производная и ее геометрический 
смысл» и IX главы «Применение произ-
водной к исследованию функций», что 
полностью соответствует логике изучае-
мого материала [3]. В такой же последо-
вательности изучаются данные темы в 
курсе математического анализа, к кото-
рому они принадлежат. Так как для вы-
числения интегралов необходимо знать 
производную, рассмотрим кратко, что 
должны знать и уметь учащиеся, присту-
пающие к теме «Интеграл». В результате 
обучения учащиеся узнают определение 
производной, вычисление производной 

степенной функции, используя определе-
ние производной, основные правила 
дифференцирования, производную слож-
ной функции и производные некоторых 
элементарных функций (степенной, лога-
рифмической, показательной, тригоно-
метрических).  

Перейдем теперь к изучению перво-
образной. Перед тем как ознакомить с оп-
ределением первообразной, учащимся на-
поминают, что производная – это ско-
рость: 𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑠𝑠´(𝑡𝑡), и требуется решить 
обратную задачу: найти закон движения 
𝑠𝑠(𝑡𝑡), зная скорость движения 𝑣𝑣(𝑡𝑡). То 
есть фактически учащимся сразу объяс-
няется, что интегрирование – операция, 
обратная дифференцированию. Обяза-
тельные задачи к данному параграфу 
требуют от учащихся только показать, 
что функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥) является первообраз-
ной для функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Данный тип зада-
ний отрабатывает навыки дифференци-
рования. Также предлагаются к решению 
задачи, в которых необходимо найти 
первообразную для данной функции. Это 
более сложные задания. В следующем 
параграфе вводится понятие интегриро-
вание как обратная операция дифферен-
цирования, но не используется знак не-
определенного интеграла. Дается готовая 
таблица первообразных, состоящая из 
двух столбцов: левый столбец «Функ-
ция», правый столбец соответствующая 
«Первообразная». Авторы учебника, 
прежде чем привести таблицу первооб-
разных, отмечают, что для некоторых 
функций можно использовать таблицу 
производных и поясняют это единствен-
ным примером, находя множество перво-
образных для функции sin𝑥𝑥 (табл. 1).  

Остановимся подробно на нахожде-
нии первообразной степенной функции. 
В предыдущем параграфе учебника дока-
зывается, что функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑝𝑝+1

𝑝𝑝+1
 явля-

ется первообразной функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑝𝑝  
(для любого действительного 𝑝𝑝 ≠ −1). 
Но остается неясным, как мы сразу по-
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лучили формулу первообразной для сте-
пенной функции. Для хорошо успеваю-
щего ученика возможно не составит за-
труднений вывести данную формулу в 
общем виде сразу, но большинству уча-
щихся помогают следующие предвари-
тельные рассуждения. На доске пишется 
формула производной степенной функ-
ции (𝑥𝑥𝑛𝑛)´ = 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1, и учитель обращает 
внимание ребят на то, что при диффе-
ренцировании показатель степени 
уменьшается на единицу. Затем предла-
гает найти первообразную для функции 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥. Учащиеся предлагают взять функ-
цию 𝑥𝑥2, продифференцировав которую 
получаем коэффициент 2, следовательно, 
искомая функция 𝑥𝑥

2

2
. Аналогичные рассу-

ждения получаем для функции 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2, 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3, 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥4. На доске записываем вы-
кладки и получаем следующую табл. 2. 

 
 

Таблица 1 
Первообразные 

Table 1 
The primordial ones 

 
Функция Первообразная 

𝑥𝑥𝑝𝑝 , 𝑝𝑝 ≠ −1 
𝑥𝑥𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + 1
+ 𝐶𝐶 

sin𝑥𝑥  −cos𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 
 
 

Таблица 2 
Первообразные 

Table 2 
The primordial ones 

 
Функция Первообразная 

1 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 

𝑥𝑥 𝑥𝑥2

2
+ 𝑐𝑐 

𝑥𝑥2 𝑥𝑥3

3
+ 𝐶𝐶 

𝑥𝑥3 𝑥𝑥4

4
+ 𝑐𝑐 

𝑥𝑥4 𝑥𝑥5

5
+ 𝐶𝐶 

Ребята дальше уже устно называют 
первообразную для степенной функции, 
и мы можем записать формулу в общем 
виде. Если класс состоит из очень хоро-
шо успевающих по математике учащих-
ся, то можно сразу вывести формулу в 
общем виде следующими рассуждения-
ми. Так как при дифференцировании сте-
пенной функции показатель степени 
уменьшается на единицу, то, чтобы по-
лучить показатель степени, равный 𝑝𝑝, не-
обходимо взять функцию с показателем 
𝑝𝑝 + 1. Проверяем (𝑥𝑥𝑝𝑝+1)´ = (𝑝𝑝 + 1)𝑥𝑥𝑝𝑝 . 
Отсюда, видим, что необходимо взять 
функцию вида  𝑥𝑥

𝑝𝑝+1

𝑝𝑝+1
.  

Заметим, что учащиеся лучше пони-
мают и применяют формулы интегриро-
вания, если к каждой из них применить 
соответствующую формулу дифферен-
цирования и необходимые рассуждения. 
Если учащиеся поняли, как получена 
таблица первообразных, то проблем с 
решением примеров на эту тему обычно 
не возникает. 

Помимо таблицы первообразных, в 
этом же параграфе приводятся два ос-
новных правила интегрирования. 

Пусть 𝐹𝐹(𝑥𝑥) и 𝐺𝐺(𝑥𝑥) – первообразные 
соответственно функций 𝑓𝑓(𝑥𝑥) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥) на 
некотором промежутке. Тогда: 

1) функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ± 𝐺𝐺(𝑥𝑥) является 
первообразной функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥); 

2) функция 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) является первооб-
разной функции 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥).   

Авторы учебника дают словесную 
формулировку хорошо известных свойств 
интегрирования, так как не используют 
знак неопределенного интеграла, и в 
учебнике приводят таблицу первообраз-
ных, а не таблицу интегралов, как это 
принято в курсе высшей школы. Разо-
бранные две задачи содержат словесные 
пояснения, и записывается в ответе сразу 
первообразная.  

Рассмотрим самое первое упражне-
ние на эту тему (упражнение № 988): 
найти одну из первообразных функции: 
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2𝑥𝑥5 − 3𝑥𝑥2. В хорошо знакомых нам обо-
значениях данное решение будет выгля-
деть следующим образом: 

 

�(2𝑥𝑥5 − 3𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑 

= 2�𝑥𝑥5 𝑑𝑑𝑑𝑑

− 3�𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2
𝑥𝑥6

6
− 3

𝑥𝑥3

3

+ С =
𝑥𝑥6

3
− 𝑥𝑥3 + С. 

 
При вычислении данного неопреде-

ленного интеграла мы используем оба 
указанных в учебнике свойства интегри-
рования и интеграл от степенной функ-
ции. Но, как показывает наш опыт, этот и 
ему подобные примеры в качестве перво-
го задания вызывают затруднения у уча-
щихся. Поэтому приведем некоторые 
примеры с решениями, которые мы пред-
лагаем при изучении этой темы. После 
решения данных примеров учащиеся ре-
шают задания из учебника 

 
1. ∫ 12𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 12 𝑥𝑥3

3
+ С = 4𝑥𝑥3 + С, 

2. ∫ √𝑥𝑥57 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑥𝑥
5
7𝑑𝑑𝑑𝑑 = 7𝑥𝑥

12
7

12
+ 𝐶𝐶, 

3. ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥4 = ∫𝑥𝑥−4𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥−3

−3
+ С = −1

3𝑥𝑥3 + С, 

4. ∫ �1
𝑥𝑥
�−2sin𝑥𝑥� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 1

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 −

−2sin𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥=ln𝑥𝑥+2cos𝑥𝑥+𝐶𝐶, 
5. ∫(7𝑥𝑥 + 5) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 7∫ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 +

+5∫𝑑𝑑𝑑𝑑 = 7 𝑥𝑥2

2
+ 5𝑥𝑥 + 𝐶𝐶. 

 
Здесь в первом примере используется 

только одно свойство интегрирования 
(константу можно выносить за знак инте-
грала) и применяется формула первооб-
разной для степенной функции. Второй и 
третий примеры вычисляются без исполь-
зования свойств интегрирования, но они 
позволяют повторить свойства степенной 
функции. В четвертом и пятом примерах к 
применению свойства «константу можно 

выносить за знак интеграла» добавляется 
свойство «интеграл от суммы равен сумме 
интегралов». При изучении данной темы 
мы сразу использовали знак неопределен-
ного интеграла, применяя его не только 
при решении примеров, но и записывая 
свойства интегрирования в более привыч-
ном в курсе математического анализа виде: 

 
1) ∫�𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 +

+𝑔𝑔𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥; 
2) ∫ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎 ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑,  
 
где 𝑎𝑎 – постоянная. 

Мы считаем, что учащихся следует 
сразу приучать к решению задач с ис-
пользованием неопределенного интегра-
ла, потому что, во-первых, это стандарт-
ная форма записи, используемая в курсе 
математического анализа, а во-вторых, 
авторы учебника все равно вводят знак 
интеграла в следующем параграфе, рас-
сматривая площадь криволинейной тра-
пеции. Определенный интеграл опреде-
ляется следующим образом: 
 
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎)𝑏𝑏
𝑎𝑎 ,  

 
где 𝐹𝐹(𝑥𝑥) – любая первообразная для 
функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) на отрезке [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].  

Рассмотрим несколько первых приме-
ров с решением, предлагаемых учащимся 
на вычисление интегралов с помощью 
формулы Ньютона–Лейбница (упражнения 
№ 1004 (1, 2), 1005 (1), 1006 (1)) Вычис-
лить интеграл: 

 
1) ∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑥𝑥2

2
�1

0
1
0 = 12

2
− 02

2
= 1

2
; 

2) ∫ 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑥𝑥3

3
�3

0
3
0 = 33

3
− 03

3
= 9; 

3) ∫ 1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �ln𝑥𝑥|𝑒𝑒

1
𝑒𝑒
1 = ln𝑒𝑒 − ln1 = 1 − 0 =

= 1; 
4) ∫ (2𝑥𝑥 − 3)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ��2 𝑥𝑥2

2
− 3𝑥𝑥��2

−3
2
−3 = 

= (22 − 3 ∙ 2) − �(−3)2 − 3 ∙ (−3)� =
−20. 
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Таблица 3 
Задания для самостоятельной работы 

Table 3 
Tasks for independent work 

 
Вариант 1 Вариант 2 

Вычислить интегралы: 
1. ∫ 7𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2 ; 
2. ∫(3𝑒𝑒𝑥𝑥 |+7cos𝑥𝑥 − 5)𝑑𝑑𝑑𝑑; 
3. ∫(6𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 3)𝑑𝑑𝑑𝑑; 
4. ∫ 4𝑥𝑥+3

√𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑; 

5. ∫ (2𝑥𝑥 + 1)2𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 . 

Вычислить интегралы: 
1. ∫ 5𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥3 ; 

2. ∫ �4
𝑥𝑥
�−3sin𝑥𝑥 + 8� 𝑑𝑑𝑑𝑑; 

3. ∫(2𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 5)𝑑𝑑𝑑𝑑; 
4. ∫ 9𝑥𝑥2−4

𝑥𝑥√𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑; 

5. ∫ (3𝑥𝑥 − 1)2𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 . 

 
 
Итак, мы видим, что в первых пред-

лагаемых примерах очень просто найти 
первообразную, основной упор сделан 
на применение формулы Ньютона–
Лейбница. Если учащиеся на предыду-
щих занятиях научились правильно 
применять свойства интегрирования и, 
следовательно, правильно находить 
первообразную, то вычисление опреде-
ленного интеграла в большинстве слу-
чаев не вызывает трудностей.  

Мы уже выше говорили, что чем 
лучше учащиеся понимают, что интегри-
рование – это операция, обратная диффе-
ренцированию, и как находятся первооб-
разные элементарных функций, тем луч-
ше они вычисляют интегралы. Но мы 
считаем, что необходимо не только по-
нимание, но и знание таблицы первооб-
разных. Поэтому мы проводили матема-
тический диктант на знание формул. Эта 
форма работы позволяет получить обрат-
ную связь от учащихся, а слабые учащие-
ся любят эту форму работы за возмож-
ность получить высокую оценку. 

Говоря о проверке понимания дан-
ной темы, отметим еще такую форму 

работы, как «летучка» – самостоятель-
ная работа на 15–20 минут. Ее удобно 
проводить перед изучением темы «Вы-
числение площадей фигур», так как 
умение вычислять определенный инте-
грал является лишь частью решения 
данных задач. Приведем пример одной 
из таких самостоятельных работ  
(табл. 3). 

 
 

ВЫВОД 
 
Для лучшего понимания и решения 

задач на вычисление первообразной мы 
считаем необходимым показать учащим-
ся применение таблицы производных 
элементарных функций для вычисления 
их первообразных. Также мы полагаем, 
что процесс обучения данной теме будет 
более эффективным, если предлагать к 
решению примеры «от простого к слож-
ному», проверять знание таблицы перво-
образных с помощью математического 
диктанта, проверять навыки вычисления 
интегралов с помощью самостоятельной 
работы.  
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