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ТРАНСФОРМАЦИЯ КОЛЕБАНИЙ НЕУСТОЙЧИВОЙ СИСТЕМЫ
В ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕ-НАКОПИТЕЛЕ ЭНЕРГИИ

АННОТАЦИЯ
В настоящей статье предложена простая модель преобразователя-запасателя энергии,

трансформирующего энергию неустойчивых механических колебаний в полезную электрическую
энергию. Механическая часть системы представлена в виде перевернутого маятника. Электрическая
часть состоит из преобразователя механической энергии, основанного на прямом пьезоэлектрическом
эффекте, и полезной нагрузки. Динамика системы рассматривается в линеаризованной постановке,
определены области устойчивости, идентифицированы различные режимы динамики в пространстве
параметров. Установлено, что стабилизирующее маятник управление, основанное на принципах обратной
связи, позволяет перевести систему в устойчивый режим функционирования. Найдены оптимальные
характеристики системы, отвечающие максимальной мощности.

Ключевые слова: преобразователь-запасатель энергии; перевернутый маятник; устойчивость
системы
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Введение

В настоящее время совершенствование конструкции и повышение производительности преобразовате-
лей-запасателей энергии — устройств, предназначенных для трансформации энергии колебаний механи-
ческих составляющих сложных систем, — являются предметом интенсивных исследований. Современные
достижения в науках о материалах, электронике и теории управления позволили уменьшить размеры,
надежность и стоимость таких устройств, но тем не менее достижение характеристик, сравнимых с
традиционными электрическими батареями, продолжает оставаться актуальной научно-технической за-
дачей.

Процесс запасания энергии, как известно, заключается в перераспределении кинетической энергии
колеблющегося массивного тела в электрическую форму энергии.
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Различные механизмы поддержания резонансных режимов посредством вибрационных колебатель-
ных систем с настраиваемыми характеристиками рассматривались в работах [1–6]. Однако рассматри-
ваемые в этих работах системы требует прецизионной настройки параметров, не всегда реализуемой в
реальных технических системах. В частности, большое внимание уделяется величинам электрического
напряжения [7], температурным условиям [8], шумовым воздействиям [9].

В частности, ряд работ посвящен электрическим цепям, включающим в свой состав пьезоэлектри-
ческие материалы, т. е. вещества, в которых при упругих деформациях возникает электрическая поля-
ризация. Они представляют собой кристаллические вещества без центра симметрии и характеризуются
сложной, нелинейной зависимостью между приложенным механическим напряжением и создаваемым
электрическим полем. Среди пьезоэлектриков выделяют класс сегнетоэлектрических материалов, кото-
рые обладают в определенном диапазоне температур ненулевой поляризацией, изменяющейся за счет
внешних воздействий [10; 11]. Именно сегнетоэлектрики служат материалом для построения микроэлек-
тромеханических систем (microelectromechanical systems, MEMS): излучателей звука, акселерометров,
прецизионных датчиков микроперемещений [8; 12; 13].

Существует максимальное значение внешнего поля, при котором сегнетоэлектрический материал мо-
жет эксплуатироваться без повреждения (пробоя). Таким образом, приложенное поле материала не мо-
жет достичь положения насыщения. Но в приложениях входное значение часто не достигает этого фик-
сированного максимального значения, и иногда начальное входное значение может быть просто нулевым.

Экспериментальные данные показывают, что известные модели с достаточной точностью описывают
пьезокерамический преобразователь, когда он подвергается воздействию низкочастотного электрического
напряжения. Точность моделей ухудшается, если диапазон частот напряжения становится шире, а также
в случае относительно больших механических нагрузок [14].

1. Модель преобразователя-запасателя энергии в линейном
приближении

Как было указано выше, важнейшими частями преобразователя-запасателя энергии являются меха-
ническая колебательная система и связанная с ней электромагнитная система, воспринимающая энергию
осцилляций. В настоящей статье механическую часть преобразователя энергии предлагается выбрать в
виде обратного маятника.

Модель изучаемой системы состоит из перевернутого математического маятника, закрепленного на
легкой горизонтальной платформе и соединенного механической связью с сегнетоэлектрическим кон-
денсатором, который включен в замкнутую электрическую цепь. Платформа P может перемещаться в
горизонтальном направлении. Обозначим угол отклонения маятника относительно вертикали через φ(t),
координату платформы — через u(t) (рис. 1.1). Длина маятника равна l, масса его груза равна m. Связь
между механической и электрической подсистемами содержит звено, подчиняющееся закону вязкого тре-
ния с коэффициентом диссипации c [соответствующая сила трения равна Ffr = cv(t) = c ddt (lφ/2 + u)].

Пьезоэлектрический материал, образующий конденсатор с емкостью C, включен в электрическую
цепь с внешней омической нагрузкой R. Напряжение на нагрузке обозначим через V (t).

Рассматриваемая динамическая система описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений {

mlφ̈+ c(lφ̇/2 + u̇)−mg sinφ+AV = −mü,

CV̇ + V
R = B (lφ̇/2 + u̇).

(1.1)

Первое из уравнений системы (1.1) представляет собой уравнение движения груза m в условиях действия
сил механического происхождения и силы инерции, а второе — баланс токов в электрической цепи.
Точкой над символом обозначена производная по времени t.

В приближении небольших отклонений маятника от положения равновесия sinφ ∼ φ получаем (далее
введены обозначения γ0 = c/(2m), ω2

0 = g/l):{
φ̈+ γ0φ̇− ω2

0φ+ A
mlV = − 1

l ü− 2γ0l u̇,

V̇ + 1
RCV − Bl

2C φ̇ = B
C u̇.

(1.2)

В этой системе A и B — параметры связи (coupling) механической и электрической подсистем, кото-
рые выводятся на основе следующих рассуждений. Уравнение относительно неизвестной функции φ(t)
представляет собой уравнение движение осциллятора, находящегося под воздействием, помимо механи-
ческих сил, внешней силы немеханического происхождения [Fext(t) = AV (t)], а также силы инерции
Finer(t) = −mü(t).
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R

u(t)

m
ϕ

P

Рис. 1.1. Схематическое описание математического маятника, связанного с пьезоэлектрическим
генератором

Fig. 1.1. Scheme of a mathematical pendulum associated with a piezoelectric generator

Закон упругих деформаций (закон Гука) связывает натяжение σ и относительную деформацию (для
однородных и изотропных материалов в случае умеренных абсолютных величин упругих деформаций):

σ = Eε, (1.3)

где E — модуль Юнга, зависящий только от материала пьезоэлектрика и его физического состояния
[в нелинейном случае σ = Eε+ E2ε

2 +O(ε2)].
Если нет касательных напряжений, то поляризация пьезоэлектрического образца при растяжении

или сжатии определяется выражением

Px = d11(τx − τy), (1.4)

где τx и τy — механические натяжения, действующие параллельно осям Ox и Oy, a d11 — постоянная,
называемая пьезоэлектрическим модулем. Выразим заряд Q = CV (t), сформированный на гранях об-
разца (примем за S площадь одной грани, C — электрическая емкость конденсатора, образованного
пьезоэлектрической пластинкой):

Q = pxS, (1.5)

Q = d11F. (1.6)

Следовательно, между упругой силой, действующей со стороны пьезоэлектрика на груз m, и сме-
щением δ(t) = lφ/2 + u существует связь в виде линейной пропорциональности:

F =
d11
C
V = AV, (1.7)

где A — константа, зависящая только от материала и его диэлектрика термодинамических свойств.
Другими словами, напряжение линейно зависит от смещения по формуле V (δ) = ES

ALδ(t), где L — длина
пьезоэлектрической пластинки [т. к. закон Гука можно представить в виде F/S = E × (δ/L)].

Для того чтобы использовать поляризационные заряды, появляющиеся на противоположных гранях
кварцевой пластинки при ее деформации, грани снабжены металлическими обкладками. На таких об-
кладках индуцируются заряды, равные и противоположные по знаку поляризационным, а во внешних
проводах, соединяющих обкладки, возникает электрический ток.

В электрической цепи, состоящей из внешнего источника тока (за счет поляризации пластин ди-
электрика) и параллельно соединенных конденсатора C и резистора R (выполняющего роль активной
нагрузки), действует закон Ома:

CV̇ +
V

R
= Bδ̇, (1.8)

где B = CES
AL = C2ES

d11L
= const.
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Заметим, что в литературе, посвященной моделям накопителей энергии, описаны электрические под-
системы, построенные на тех же принципах, но удовлетворяющие другим дифференциальным уравне-
ниям, в частности,

в работе [15]:

B̃ẍ+ CV̈ +
V̇

R
+
V

L
= 0, (1.9)

в работах [16; 17]:

RQ̇− d(x)

C
x+

Q

C
= 0 (1.10)

(здесь d(x) — зависящий от механического параметра x коэффициент связи между механической и
электрической подсистемами).

Среди многих вариантов механической колебательной системы на основе маятника, предлагаемых
для использования в накопителях энергии, отметим маятник на перевернутой балке [18], перевернутый
маятник с ограничителями амплитуды (inverted pendulum amplitude limiters) [19], перевернутая консоль-
ная балка с массой на конце (cantilever beam with a tip mass) [20].

1.1. Приведение системы к безразмерному виду

Перейдем от переменных t и V к безразмерным переменным по следующему правилу:

t = tc · τ, V = Vc · v, (1.11)

где характерные величины времени tc и напряжения Vc будут определены ниже. Угол отклонения ма-
ятника φ(t) является безразмерной величиной.

Система (1.1) принимает следующий вид:{
1
t2c
φ̈+ γ0

tc
φ̇− ω2

0φ+ A
mlVcv = − 1

lt2c
ü(tcτ)− 2 γ0ltc u̇(tcτ),

Vc
tc
v̇ + 1

RCVcv −
Bl
2C

1
tc
φ̇ = B

Ctc
u̇(tcτ).

(1.12)

Здесь и далее точкой над символом обозначена производная по безразмерному времени τ (двумя точ-
ками — вторая производная по τ). Выполним алгебраические преобразования:

φ̈+ γ0tcφ̇− ω2
0t

2
cφ+ A

mlVct
2
cv = −1

l ü(tcτ)− 2γ0tcl u̇(tcτ),

v̇ + 1
RC tcv −

Bl
2C

1
Vc
φ̇ = B

CVc
u̇(tcτ).

(1.13)

Пусть функция, определяющая движение платформы P , равна ũ(t) = u(tcτ), а значения размерных
коэффициентов: tc = RC, Vc = ml

A(RC)2 . Тогда получим основную систему в безразмерном виде:
φ̈+ γ0(RC)φ̇− ω2

0(RC)
2φ+ v = − 1

l
¨̃u(τ)− 2γ0(RC)

l
˙̃u(τ),

v̇ + v − AB
2mR

2Cφ̇ = AB
ml R

2C ˙̃u(τ).

(1.14)

С целью упрощения и ясности дальнейших вычислений введем обозначения для безразмерных величин:
коэффициента затухания, характеристической частоты маятника и внешнего воздействия: γ = γ0 · (RC),
ω = ω0 · (RC), w = ũ(τ)/l. Также удобно обозначить коэффициент связи электрической и механической
подсистем через σ = AB

2mR
2C. Окончательно

φ̈+ γφ̇− ω2φ+ v = −ẅ(τ)− 2γẇ(τ),

v̇ + v − σφ̇ = 2σẇ(τ),
(1.15)

или в более удобной матричной форме:

d

dτ

 φ
ψ
v

 =

 0 1 0
ω2 −γ −1
0 σ −1

 φ
ψ
v

+

 0
−ẅ − 2γẇ

2σẇ

 , (1.16)

где ψ(τ) = φ̇(τ) — угловая скорость маятника. Заметим, что согласно физической постановке задачи
выполняются неравенства ω > 0, γ > 0.
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1.2. Исследование устойчивости линеаризованной
системы

Исследуем вопрос об устойчивости решений системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (1.16). Для этого выпишем характеристическое уравнение системы (1.16) в автономном случае:∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0
ω2 −γ − λ −1
0 σ −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.17)

оно приводится к алгебраическому уравнению третьей степени с постоянными коэффициентами:

λ3 + (γ + 1)λ2 + (γ + σ − ω2)λ− ω2 = 0. (1.18)

Как известно, необходимым и достаточным условием устойчивости системы дифференциальных урав-
нений является положительность всех трех главных диагональных миноров ∆1, ∆2, ∆3 определителя
Гурвица

Γ =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 0
a0 a2 0
0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣ , (1.19)

где ai, i ∈ {0, 1, 2, 3} — коэффициенты алгебраического уравнения (1.18), причем a0 = 1 (см., например,
[21]). Поскольку a3 = −ω2 < 0, то условия критерия Гурвица ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0: a1 > 0,

a1a2 − a0a3 > 0,
a3(a1a2 − a0a3) > 0,

(1.20)

как легко видеть, несовместны ни при каких допустимых значениях параметров ω, γ, σ. Следовательно,
система (1.16) является неустойчивой. Тем не менее введение управления с помощью внешнего воздей-
ствия w(τ) позволяет в ряде случаев перевести динамическую систему в устойчивый режим колебаний.
В следующем разделе рассмотрим, при каких значениях параметров задачи это возможно.

1.3. Управление амплитудой колебаний маятника
В настоящем разделе покажем, что введение управления с помощью внешнего воздействия w(τ)

позволяет стабилизировать движение маятника и предоставляет возможность управления амплитудой
φ(τ) его колебаний.

В настоящем разделе используется представление величин, изменяющихся по гармоническому закону,
в виде вещественной части от экспоненциальной функции мнимого аргумента ∼ exp(iΩτ). Как извест-
но, для линейных систем алгебраических или дифференциальных уравнений такой подход корректен и
позволяет выполнять промежуточные выкладки в более компактной и наглядной форме.

Запишем систему уравнений (1.16) в условиях управления вида ẇ(t) = αφ(t) + deiΩt, где d ∈ C:

d

dτ

 φ
ψ
v

 =

 0 1 0
ω2 −γ −1
0 σ −1

 φ
ψ
v

+

 0
−αφ̇− 2γαφ− eiΩτ (iΩ+ 2γ)d

2σαφ̇+ 2σiΩeτd

 , (1.21)

или

d

dτ

 φ
ψ
v

 =

 0 1 0
ω2 − 2γα −(γ + α) −1

2σα σ −1

 φ
ψ
v

+

 0
−(iΩ+ 2γ)eiΩτ

2σiΩeiΩτ

 d. (1.22)

Как видно из (1.22), коэффициенты матрицы системы в результате действия управления изменились.
Проверим условия критерия Гурвица в этом случае. Выпишем характеристическое уравнение

λ3 + (1 + γ + α)λ2 + [γ + σ − ω2 + (1 + 2γ)α]λ+ [−ω2 + 2(γ + σ)α] = 0 (1.23)

и матрицу Гурвица

Γ(α) =

 1 + γ + α −ω2 + 2(γ + σ)α 0
1 γ + σ − ω2 + (1 + 2γ)α 0
0 1 + γ + α −ω2 + 2(γ + σ)α

 , (1.24)

которая приводит к следующим условиям:
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 1 + γ + α > 0,
(1 + 2γ)α2 + (1 + 2γ + 2γ2 − σ − ω2)α+ (1 + γ)(γ + σ)− γω2 > 0,
−ω2 + 2(γ + σ)α > 0.

(1.25)

Итак, система (1.22) обладает устойчивостью тогда и только тогда, когда ее параметры удовлетво-
ряют условиям (1.25). Ее решение относительно параметра управления α не представляет сложностей: α > ω2

2(γ+σ) , если D > 0,

α > max
(

ω2

2(γ+σ) , αb

)
, если D 6 0,

(1.26)

где αb — больший из двух корней квадратного уравнения (1.25), D — его дискриминант:

D = (1 + 2γ + 2γ2 − σ − ω2)2 − 4(1 + 2γ)(γ + γ2 + σ + γσ − γω2). (1.27)

Запишем решение системы (1.22), представленное в виде суммы общего решения однородной системы
и частного решения неоднородной:

φ

ψ

v

 = Re
(
C1e

λ1τ f⃗1 + C2e
λ2τ f⃗2 + C3e

λ3τ f⃗3 +


Aφ

Aψ

Av

 eiΩτ). (1.28)

В формуле (1.28) λ1, λ2, λ3 — собственные значения матрицы системы (1.22), а f⃗1, f⃗2, f⃗3 — отвечающие
им собственные векторы.

В установившемся режиме, т. е. при достаточно больших значениях времени τ ≫
≫ max(1/|Re λ1|, 1/|Re λ2|, 1/|Re λ3|) 

φ

ψ

v

 = Re


Aφ

Aψ

Av

 eiΩτ . (1.29)

Как видно из (1.29), решение в установившемся режиме содержит слагаемые, изменяющиеся по гар-
моническому закону ∼ eiΩτ . Их амплитуды Aφ, Aψ, Av, как несложно показать непосредственной подста-
новкой

{
φ(τ) = Aφe

iΩτ , ψ(τ) = Aψe
iΩτ , v(τ) = Ave

iΩτ
}

в (1.22), удовлетворяют системе алгебраических
уравнений:  −iΩ 1 0

ω2 − 2γα −(γ + α+ iΩ) −1
2σα σ −1− iΩ

 φ
ψ
v

+

 0
−(iΩ+ 2γ)

2σiΩ

 d = 0. (1.30)

Таким образом, для амплитуды колебаний маятника в зависимости от амплитуды гармонического члена
с частотой Ω в управлении ẇ(τ) получаем формулу:

Aφ =
1

F(Ω)

[
2γ + i(1 + 2γ + 2σ)Ω− Ω2

]
d, (1.31)

где F(Ω) = ω2−2α(γ+σ)− iΩ
[
(1 + 2γ)α+ γ + σ − ω2

]
+Ω2(α+γ+1)+ iΩ3 — определитель системы (1.30)

(заметим, что этот определитель также может быть получен из правой части (1.23) путем выполнения
формальной замены λ→ iΩ). Установившиеся колебания возможны при условии F(Ω) ̸= 0.

Аналогичным образом вычисляются амплитуды колебаний угловой скорости маятника и напряжения:

Aψ =
iΩ

F(Ω)

[
2γ + i(1 + 2γ + 2σ)Ω− Ω2

]
d, (1.32)

Av =
σ

F(Ω)

[
4αγ + 2i(α+ γ − 2αγ + ω2)Ω + (2α+ 2γ − 1)Ω2 + 2iΩ3

]
d. (1.33)

Результаты численных расчетов области устойчивости, корней характеристического уравнения и ре-
шения системы при различных значениях параметров представлены на рис. 1.2–1.3.

Графики зависимости амплитуды вынужденных колебаний маятника |Aφ| в пространстве парамет-
ров {(d,Ω)} представлены на рис. 1.4–1.5. На этих рисунках видны убывание максимальной амплитуды
с увеличением γ, а также смещение резонансной области в сторону бо́льших частот Ω в этом случае.
В силу линейности системы (1.30) величина |Aφ| пропорциональна параметру d в управляющей функ-
ции ẇ(t).
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Рис. 1.2. Результаты численных расчетов области устойчивости (1.22), корней характеристического
уравнения и решения (1.22) при γ = 0,2, α = 0,4. Параметры и начальные условия для угла

отклонения ω = 0,4, d = 1,0, Ω = 5,0, φ(0) = 1.0, ψ(0) = 0.0, v(0) = 1.0: a — область устойчивости для
σ = 0,05; b — область устойчивости для σ = 0,5; с — область устойчивости для σ = 1,5; d —
вещественные (толстые линии) и мнимые части (тонкие линии) корней характеристического

уравнения для σ = 0,05; e — вещественные (толстые линии) и мнимые части (тонкие линии) корней
характеристического уравнения для σ = 0,5; f — вещественные (толстые линии) и мнимые части

(тонкие линии) корней характеристического уравнения для σ = 1,5; g — угол отклонения маятника
для σ = 0,05; h — угол отклонения маятника для σ = 0,5; k — угол отклонения маятника для σ = 1,5
Fig. 2.2. Results of numerical calculations of the stability region (1.22), roots of the characteristic equation and
the solution (1.22) for γ = 0,2, α = 0,4. Parameters and initial conditions for the deflection angle are ω = 0,4,
d = 1,0, Ω = 5,0, φ(0) = 1,0, ψ(0) = 0,0, v(0) = 1,0: a — region of stability for σ = 0,05; b — region of stability
for σ = 0,5; с — region of stability for γ = 0,2; d — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 0,05; e — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 0,5; f — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 1,5; g — pendulum deflection angle for σ = 0,05; h — pendulum

deflection angle for σ = 0,5; k — pendulum deflection angle for σ = 1,5
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Рис. 1.3. Результаты численных расчетов области устойчивости (1.22), корней характеристического
уравнения и решения (1.22) при γ = 1,1, α = 1,5. Параметры и начальные условия для угла

отклонения ω = 1,2, d = 1,0, Ω = 5,0, φ(0) = 1,0, ψ(0) = 0,0, v(0) = 1,0: a — область устойчивости
системы для σ = 0,05; b — область устойчивости системы для σ = 0,5; с — область устойчивости
системы для σ = 1,5; d — вещественные (толстые линии) и мнимые части (тонкие линии) корней
характеристического уравнения для σ = 0,05; e — вещественные (толстые линии) и мнимые части
(тонкие линии) корней характеристического уравнения для σ = 0,5; f — вещественные (толстые

линии) и мнимые части (тонкие линии) корней характеристического уравнения для σ = 1,5; g — угол
отклонения маятника для σ = 0,05; h — угол отклонения маятника для σ = 0,5; k — угол отклонения

маятника для σ = 1,5
Fig. 2.3. Results of numerical calculations of the stability region (1.22), roots of the characteristic equation and
the solution (1.22) for γ = 1,1, α = 1,5. Parameters and initial conditions for the deflection angle are ω = 1,2,
d = 1,0, Ω = 5,0, φ(0) = 1,0, ψ(0) = 0,0, v(0) = 1,0: a — region of stability for σ = 0,05; b — region of stability
for σ = 0,5; с — region of stability for σ = 1,5; d — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 0,05; e — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 0,5; f — real (thick lines) and imaginary parts (thin lines) of the
roots of the characteristic equation for σ = 1,5; g — pendulum deflection angle for σ = 0,05; h — pendulum

deflection angle for σ = 0,5; k — pendulum deflection angle for σ = 1,5
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a b c

Рис. 1.4. Амплитуда вынужденных колебаний маятника |Aφ(d,Ω)| согласно (1.31) для значений
параметра γ, характеризующего трение: a — γ = 0.2; b — γ = 1.1; c — γ = 1.9. Расчет выполнен

для σ = 0.5, α = 1.5, ω = 1.2
Fig. 1.4. Amplitude of forced oscillations of the pendulum |Aφ(d,Ω)| according to (1.31) for the values of the γ

parameter characterizing the friction: a — γ = 0.2; b — γ = 1.1; c — γ = 1.9. The calculation was made for
σ = 0.5, α = 1.5, ω = 1.2

a b c

Рис. 1.5. Амплитуда вынужденных колебаний маятника |Aφ(d,Ω)| согласно (1.31) для значений
параметра γ, характеризующего трение: a — γ = 0.2; b — γ = 1.1; c — γ = 1.9. Расчет выполнен

для σ = 1.5, α = 1.5, ω = 1.2
Fig. 1.5. Amplitude of forced oscillations of the pendulum |Aφ(d,Ω)| according to (1.31) for the values of the γ

parameter characterizing the friction: a — γ = 0.2; b — γ = 1.1; c — γ = 1.9. The calculation was made for
σ = 1.5, α = 1.5, ω = 1.2

Заключение

В настоящей статье предложена модель преобразователя-запасателя энергии, механической частью
которого является обратный маятник. В рамках предложенной модели проведено исследование устойчи-
вости линеаризованной системы. В частности, установлено, что стабилизирующее маятник управление,
основанное на принципах обратной связи, позволяет перевести систему в устойчивый режим. В рамках
численных экспериментов идентифицированы области в пространстве параметров, отвечающие макси-
мальной мощности. Помимо этого идентифицированы области устойчивости в пространстве параметров,
амплитудно-частотные характеристики, а также зависимость передаваемой мощности от параметра свя-
зи элементов преобразователя энергии.
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TRANSFORMATION OF OSCILLATIONS OF AN UNSTABLE SYSTEM
IN AN ENERGY HARVESTER

ABSTRACT
In this work, a simple model of energy harvester transforming the energy of unstable mechanical vibrations

into useful electric energy is proposed. The mechanical part of the system is presented in the form of
an inverted pendulum. The electric part consists of a converter of mechanical energy based on a direct
piezoelectric effect, and a payload. The dynamics of the system is considered in the linearized production,
the areas of stability are determined, various dynamics modes in the parameter space are identified. It was
established that the stabilizing pendulum of management based on the principles of feedback allows you to
transfer the system into a stable mode of functioning. The optimal characteristics of the system that meets
maximum power were found.

Key words: energy harvester; inverted pendulum; stability of the system.
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[9] Bouhedma S., Hu S., Schütz A., Lange F., Bechtold T., Ouali M., Hohlfeld D. Analysis and Characterization of
Optimized Dual-Frequency Vibration Energy Harvesters for Low-Power Industrial Applications. Micromachines,
2022, vol. 13, issue 7, article number 1078. DOI: https://doi.org/10.3390/mi13071078.



18
Борзунов С.В. Трансформация колебаний неустойчивой системы в преобразователе-накопителе энергии
Borzunov S.V. Transformation of oscillations of an unstable system in an energy harvester

[10] Damjanovic D. Ferroelectric, dielectric and piezoelectric properties of ferroelectric thin films and ceramics. Reports
of Progress in Physics, 1998, vol. 61, number 9, pp. 1267–1324. DOI: https://doi.org/10.1088/0034-4885/61/9/002.

[11] Dawber M. Physics of thin-film ferroelectric oxides. Reviews of Modern Physics, 2005, vol. 77, issue 4, article
number 1083. DOI: https://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.1083.

[12] Cheng C., Peters T., Dangi A., Agrawal S., Chen H., Kothapalli S.-R., Trolier-McKinstry S. Improving
PMUT Receive Sensitivity via DC Bias and Piezoelectric Composition. Sensors, 2022, vol. 22, issue 15, article
number 5614. DOI: https://doi.org/10.3390/s22155614.

[13] Ge C., Cretu E. Simple and Robust Microfabrication of Polymeric Piezoelectric Resonating MEMS Mass Sensors.
Sensors, 2022, vol. 22, issue 8, article number 2994. DOI: https://doi.org/10.3390/s22082994.

[14] Hu H., Ben Mrad R. On the classical Preisach model for hysteresis in piezoceramic actuators. Mechatronics.
2003. Vol. 13, Issue 2. P. 85–94. DOI: http://doi.org/10.1016/S0957-4158(01)00043-5.

[15] Renno J.M., Daqaq M.F., Inman D.J. On the optimal energy harvesting from a vibration source. Journal of
Sound and Vibration, 2009, vol. 320, issues 1–2, pp. 386–405. DOI: https://doi.org/10.1016/j.jsv.2008.07.029.

[16] Triplett A., Quinn D.D. The effect of nonlinear piezoelectric coupling on vibration-based energy harvesting. In:
Proceedings of the IMECE2008 ASME International Mechanical Engineering Congress and Exposition, Boston,
MA, USA, 31 October–6 November 2008; IMECE2008-66393. pp. 1–6.

[17] Tusset A.M., Rocha R.T., Iliuk I., Balthazar J.M., Litak G. Dynamics and Control of Energy Harvesting
from a Non-ideally Excited Portal Frame System with Fractional Damping. In: Balthazar J.M. (eds) Vibration
Engineering and Technology of Machinery. Mechanisms and Machine Science, vol. 95. Cham: Springer, 2021,
pp. 383–395. DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-030-60694-7_25.

[18] Pan J., Qin W., Deng W., Zhang P., Zhou Z. Harvesting weak vibration energy by integrating
piezoelectric inverted beam and pendulum. Energy, 2021, vol. 227, article number 120374. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.energy.2021.120374.

[19]  Lygas K., Wolszczak P., Litak G. Broadband frequency response of a nonlinear resonator with clearance
for energy harvesting. In: MATEC Web Conference, 2018, vol. 148, article number 12003. DOI:
https://doi.org/10.1051/matecconf/201814812003.

[20] Friswell M.I., Ali S.F., Bilgen O., Adhikari S., Lees A.W., Litak G. Non-linear piezoelectric vibration energy
harvesting from a vertical cantilever beam with tip mass. Journal of Intelligent Material Systems and Structures,
2012, vol. 23, issue 13, pp. 1505–1521. DOI: https://doi.org/10.1177/1045389X12455722.

[21] Gantmakher F.R. Theory of matrices. Moscow: FIZMATLIT, 2010, 560 p. ISBN 978-5-9221-0524-8. Available
at: https://djvu.online/file/9RBsN3mYxlxaq. (In Russ.)





20
Борзунов С.В., Решетова О.О. Динамика преобразователя-запасателя энергии с гистерезисным трением
Borzunov S.V., Reshetova O.O. Dynamics of an energy harvester with hysteresis friction

С одной стороны, относительно небольшие механические напряжения приводят к линейному отклику
электрических характеристик пьезоэлектрического образца. С другой стороны, в практической задаче
конструирования преобразователей-запасателей энергии, как правило, достигаются значения внешнего
воздействия, превышающее порог линейного отклика. Таким образом, возникает гистерезисная зависи-
мость напряжения, заряда и других электрических характеристик от динамических параметров меха-
нической подсистемы [3; 4].

Петля гистерезиса возникает при рассмотрении зависимости поляризации сегнетоэлектрического об-
разца от приложенного электрического поля, причем в переменном поле параметры петли существенно
зависят от частоты изменения поля. Также гистерезисная связь проявляется на вольт-фарадных харак-
теристиках некоторых сегнетоэлектрических пленок, т. е. в зависимостях емкости от приложенного к
образцу напряжения [5; 6]. Интересно, что образцы сегнетоэлектрических пленок, напыленные на крем-
ниевые пластины p- и n-типа проводимости, отличаются направлением обхода петли (по часовой стрелке
и против часовой стрелки соответственно).

Моделирование динамики систем с гистерезисом представляет собой сложную математическую за-
дачу, привлекающую внимание многих исследователей. Применяются как конструктивные модели —
неидеальное реле, преобразователь Прейзаха, модель Ишлинского [7; 9–12], так и феноменологические —
модель Боука–Вена, Айвана, Дьюема и др. [13; 14].

Среди конструктивных моделей гистерезисных нелинейностей важную роль играет преобразователь
Прейзаха [15–17]. Первоначально эта модель была сформулирована для описания свойств ферромагнит-
ных материалов [18], позже была доказана ее применимость к широкому спектру явлений из различных
научно-практических задач [19; 20]. Модель Прейзаха хорошо зарекомендовала себя для аналитическо-
го описания наблюдаемых свойств ферромагнитных и сегнетоэлектрических материалов. Известны мно-
гочисленные технические приложения — модели накопителей энергии, других систем, использующих
пьезоэффект, модели систем с долговременной памятью. Также известны результаты применения пре-
образователя Прейзаха в биологии и медицине, а также экономике [8].

Основу модели Прейзаха составляет нелинейный преобразователь, представляющий собой контину-
альную систему реле, соединенных параллельно. Выходом преобразователя Прейзаха Γ[u(t)] (где u(t) —
непрерывная функция времени) считают функцию x(t), значение которой в каждый момент времени
определяется, как и для всех гистерезисных преобразователей, не только значением входа u(t), но и
всей предысторией.

1. Гистерезисные зависимости в модели
преобразователя-запасателя энергии

При практической реализации конструирования запасателей энергии, как правило, имеют место ги-
стерезисные зависимости различного вида как в механической подсистеме, так и электромагнитной при-
роды. В настоящем разделе рассматривается электромеханическая система запасателя энергии с гисте-
резисным демпфированием, иными словами, предполагается, что трение в механической подсистеме под-
чиняется гистерезисному закону (рис. 1.1).

F
 !"

= K sin(Ωτ)

R

m

Рис. 1.1. Преобразователь-запасатель энергии, механически связанный c классическим осциллятором
посредством гистерезисного звена

Fig. 1.1. Energy harvester mechanically connected to a classical oscillator by means of a hysteresis link

Рассмотрим простую модель преобразователя-запасателя энергии в виде перевернутого математиче-
ского маятника, закрепленного на легкой горизонтальной платформе. Маятник соединен механической
связью с одной из обкладок сегнетоэлектрического конденсатора, который включен в замкнутую элек-
трическую цепь (рис. 1.2).
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R

u(t)

m
ϕ

P

Рис. 1.2. Математический маятник, связанный с пьезоэлектрическим генератором
Fig. 1.2. Mathematical pendulum associated with a piezoelectric generator

Платформа P может перемещаться в горизонтальном направлении. Угол отклонения маятника от-
носительно вертикали равен φ(t), координата платформы — u(t). Длина маятника равна l, масса его
груза равна m.

Пьезоэлектрический материал, образующий конденсатор с емкостью C, включен в электрическую
цепь с внешней нагрузкой R. Напряжение на нагрузке обозначим через V (t).

Рассматриваемая динамическая система описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений (первое из которых есть уравнение движения груза m под действием сил механического
происхождения и силы инерции, второе — баланс токов в электрической цепи):{

mlφ̈+ c(lφ̇/2 + u̇)−mg sinφ+AV = −mü,

CV̇ + V
R = B (lφ̇/2 + u̇).

(1.1)

Точкой над символом здесь и далее будем обозначать производную по времени t.
При небольших отклонениях маятника от положения равновесия sinφ ∼ φ получаем:{

φ̈+ γ0φ̇− ω2
0φ+ A

mlV = − 1
l ü− 2γ0l u̇,

V̇ + 1
RCV − Bl

2C φ̇ = B
C u̇,

(1.2)

здесь γ0 = c/(2m), ω2
0 = g/l, A и B — параметры связи механической и электрической подсистем.

1.1. Система с гистерезисным трением в рамках модели Прейзаха
На рис. 1.1 схематически представлена модель преобразователя-запасателя энергии, основанного

на классическом осцилляторе m, связанного с электрической подсистемой посредством гистерезисно-
го демпфирующего звена. Внешнее воздействие определялось посредством периодической силы Fext =
= K sin(Ωτ), приложенной к m.

В настоящем разделе гистерезисный преобразователь введем с помощью подхода, развитого
М.А. Красносельским и А. В. Покровским [7]. В рамках указанного подхода гистерезисный преобразова-
тель трактуется как оператор, определенный на пространстве непрерывных функций, динамика которых
описывается соотношениями: “вход–состояние” и “состояние–выход”.

Обозначим через R[α, β, x0, t0] гистерезисный преобразователь, отвечающий неидеальному реле с по-
роговыми числами α и β, где x0 ∈ {0, 1} — начальное состояние преобразователя, t0 — начальный момент
времени. Пространством состояний неидеального реле является двухэлементное множество {0, 1}. Вхо-
дом системы является непрерывная при t > t0 функция u(t), выходом — ступенчатая функция x(t),
определяемая соотношением:

x(t) = R[α, β, x0, t0]u(t). (1.3)

Заметим, что начальное состояние x0 преобразователя должно удовлетворять условию:

x0 =

{
0, если u(0) 6 α,
1, если u(0) > β.

(1.4)
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В случае выполнения неравенств α 6 u(0) 6 β величина x0 может принимать любое значение из мно-
жества {0, 1}. Значения выхода x(t) при непрерывном входе u(t) для t ∈ (t0,∞) при каждом t = τ
определяются согласно правилу:

R[α, β, x0, t0]u(τ) =

 x0, если ∀t ∈ [t0, τ ]: [α < u(t) < β],
1, если ∃t′ ∈ [t0, τ): [u(t

′) > β] ∧ {∀t ∈ [t′, τ ]: [u(t) > α]},
0, если ∃t′ ∈ [t0, τ): [u(t

′) 6 α] ∧ {∀t ∈ [t′, τ ]: [u(t) < β]}.
(1.5)

Будем говорить, что реле включено, если выход равен единице, и что реле находится в выключенном
состоянии в противном случае.

Примечание. Заметим, что выбор элементов двухэлементного множества B может быть произведен
и другим способом, например, как {−1, 1}. За исключением абсолютных значений выхода реле, опре-
деление (1.5) и свойства неидеального реле не изменятся. Легко видеть, что биективное отображение
f : [−1, 1] → [0, 1], заданное согласно правилу f(x) = (1 + x)/2, делает выбор конкретных значений эле-
ментов B полностью эквивалентным.

Рассмотрим набор из N неидеальных реле, занумерованных индексом j, где 1 6 j 6 N . Система реле
RN , соединенных параллельно, схематично представлена на рис. 1.3. Выход определяется естественным
образом как взвешенная сумма выходов, получаемых от каждого из индивидуальных реле:

RN

[{
x
(0)
0 , x

(1)
0 , . . . , x

(N)
0

}
, t0

]
u(t) =

N∑
j=1

µjR
[
αj , βj , x

(j)
0 , t0

]
u(t), (1.6)

где
{
x
(0)
0 , x

(1)
0 , . . . , x

(N)
0

}
— множество начальных состояний конечной системы реле.

u(t)
γ1

γ2

γN

R1

R2

. . .

RN

∑

j

γjRj x(t)

Рис. 1.3. Параллельное соединение N экземпляров реле Rj [α, β, x0, t0], взятых с весами γj > 0,
где j = 1, . . . , N

Fig. 1.3. Parallel connection of N relay instances Rj [α, β, x0, t0], taken with weights γj > 0, where j = 1, . . . , N

Определение такой системы реле основано на реализации трехэтапной конструкции. На первом ша-
ге выход системы определим на монотонных входах u(t), на втором шаге с помощью полугруппового
тождества на кусочно-монотонных входах, затем на третьем этапе выполним переход к произвольным
непрерывным входам.

Справедливо свойство монотонности конечной системы неидеальных реле относительно функции вхо-
да u(t), что является непосредственным следствием линейности конструкции (1.6) и монотонности по вхо-
ду одного гистерона. Система не является управляемой, как легко видеть в частном случае двух неиде-
альных реле. В самом деле, параллельное соединение двух реле R1[α1, β1, x

(1)
0 , t0] и R2[α2, β2, x

(2)
0 , t0], где

β1,2 = α1,2 + ε (при условии 0 < ε < |β − α|), x(0) = 1, x(1) = 0, характеризуется следующим поведением:
легко видеть, что для любых допустимых входов u(t) справедлива импликация

(R1[α1, β1, x
(1)
0 , t0]u(t) = 1) ⇒ (R2[α2, β2, x

(2)
0 , t0] = 1), (1.7)

т. е. событие “первое реле выключено, а второе — включено” является невозможным.
Преобразователь Прейзаха является континуальным аналогом семейства неидеальных реле, соединен-

ных параллельно. Пространство состояний этого преобразователя состоит из пар {u(t), z(α, β, t)}, где
u(t) — значение входа в момент времени t, а z(α, β, t) — характеристическая функция подмножества
полуплоскости α < β, принимающая значения 0, 1. Входно-выходные соответствия оператора Прейзаха
определяются соотношениями: вход-состояние

z(α, β, t) = R[α, β, z0, t0]u(t), (1.8)
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где z0 = z(α, β, t0) и состояние-выход

Γ[z(α, β, t), u(t0), t0]u(t) =

∫
α<β

∫
z(α, β, t)dαdβ. (1.9)

Указанный преобразователь широко применяется для формализации различных гистерезисных зави-
симостей, его свойства, а также различные приложения можно найти, например, в [21].

Будем предполагать, что носитель меры преобразователя Прейзаха ограничен, и, следовательно, про-
странство состояний состоит из характеристических функций, носитель которых содержится на ограни-
ченных множествах.

Результаты численного решения представленной на рис. 1.1 системы (в обезразмеренном виде) с ги-
стерезисным трением в рамках модели Прейзаха{

φ̈+HΓφ(τ) + ω2φ+ v = K sin(Ωτ),
v̇ + v − σφ̇ = 0,

(1.10)

где H — коэффициент, характеризующий «влияние» гистерезисного трения. Численные эксперименты
при значениях коэффициента H ∈ {0, 0.5, 1.0, 8.0} представлены на рис. 1.4–1.7. В расчетах в качестве
носителя меры преобразователя Прейзаха было выбрано множество [−1, 1]× [−1, 1], количество элемен-
тарных гистеронов равно 20 100.

a b

c d

Рис. 1.4. Зависимость динамических переменных от безразмерного времени и фазовые портреты
в условиях отсутствия гистерезисного слагаемого. Значения параметров σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0,
H = 0. Начальные условия φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0: a — угол отклонения маятника φ(τ)

и напряжение v(τ), Ω = 1.3; b — фазовый портрет колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 1.3; c — угол
отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ), Ω = 5.0; d — фазовый портрет колебаний маятника

ψ(φ) при Ω = 5.0
Fig. 1.4. The dependence of dynamic variables on dimensionless time and phase portraits in the absence of a

hysteresis term. Parameter values σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0, H = 0. Initial conditions φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0:
a — angle of deflection of the pendulum φ(τ) and voltage v(τ), Ω = 1.3; b — phase portrait of pendulum

oscillations ψ(φ) at Ω = 1.3; c — angle of deflection of the pendulum φ(τ) and voltage v(τ), Ω = 5.0; d — phase
portrait of pendulum oscillations ψ(φ) at Ω = 5.0
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a b

c d

Рис. 1.5. Зависимость динамических переменных от безразмерного времени и фазовые портреты при
H = 0.5. Значения параметров σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Начальные условия φ(0) = 1, ψ(0) = 0,

σ(0) = 0: a — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при Ω = 1.3; b — фазовый портрет
колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 1.3; c — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при

Ω = 5.0; d — фазовый портрет колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 5.0
Fig. 1.5. The dependence of dynamic variables on dimensionless time and phase portraits at H = 0.5. Parameter
values σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Initial conditions φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0: a — angle of deflection of the

pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 1.3; b — phase portrait of pendulum oscillations ψ(φ) at Ω = 1.3;
c — angle of deflection of the pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 5.0; d — phase portrait of pendulum

oscillations ψ(φ) at Ω = 5.0

a b

c d

Рис. 1.6. Зависимость динамических переменных от безразмерного времени и фазовые портреты при
H = 1.0. Значения параметров σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Начальные условия φ(0) = 1, ψ(0) = 0,

σ(0) = 0: a — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при Ω = 1.3; b — фазовый портрет
колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 1.3; c — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при

Ω = 5.0; d — фазовый портрет колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 5.0
Fig. 1.6. The dependence of dynamic variables on dimensionless time and phase portraits at H = 1.0. Parameter
values σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Initial conditions φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0: a — angle of deflection of the

pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 1.3; b — phase portrait of pendulum oscillations ψ(φ) at Ω = 1.3;
c — angle of deflection of the pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 5.0; d — phase portrait of pendulum

oscillations ψ(φ) at Ω = 5.0
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a b

c d

Рис. 1.7. Зависимость динамических переменных от безразмерного времени и фазовые портреты при
H = 8.0. Значения параметров σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Начальные условия φ(0) = 1, ψ(0) = 0,

σ(0) = 0: a — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при Ω = 1.3; b — фазовый портрет
колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 1.3; c — угол отклонения маятника φ(τ) и напряжение v(τ) при

Ω = 5.0; d — фазовый портрет колебаний маятника ψ(φ) при Ω = 5.0
Fig. 1.7. The dependence of dynamic variables on dimensionless time and phase portraits at H = 8.0. Parameter
values σ = 1.5, ω = 1.2, K = 2.0. Initial conditions φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0: a — angle of deflection of the

pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 1.3; b — phase portrait of pendulum oscillations ψ(φ) at Ω = 1.3;
c — angle of deflection of the pendulum φ(τ) and voltage v(τ) at Ω = 5.0; d — phase portrait of pendulum

oscillations ψ(φ) at Ω = 5.0

Из графиков видно, что в области частот Ω ≫ ω амплитуда колебаний меньше, чем в резонансном
случае Ω ≃ ω. При относительно больших значениях H (H = 8) длительность переходного процесса,
приводящего к установившимся колебаниям, увеличивается. Сравнение мощности внешнего возбуждения
pext и мощности, передаваемой гистерезисным звеном системы, представлено в таблице.

Таблица
Мощность внешнего возбуждения и передаваемая мощность в случае гистерезисного

звена в рамках модели Прейзаха
Table

Power of external excitation and transmitted power in the case of hysteresis link within
the framework of the Prezah model

Значения параметров
системы

Мощность
внешнего

возбуждения
pext

Мощность,
передаваемая
гистерезисным

звеном S/T

Электричес-
кая

мощность
pavr

Отношение
pavr/pext

K = 1.0, Ω = 1.8, ω =
= 1.2, H = 1.0

0.232048 0.193251 1.9193589 8.27139

K = 1.0, Ω = 1.9, ω =
= 1.2, H = 1.0

0.272911 0.203482 1.3663276 5.0065

K = 1.0, Ω = 2.0, ω =
= 1.2, H = 1.0

0.31831 0.133638 0.76924010 2.41664

K = 2.0, Ω = 1.7, ω =
= 1.2, H = 1.0

0.781928 0.181108 7.84558034 10.0336

K = 2.0, Ω = 1.8, ω =
= 1.2, H = 1.0

0.928192 0.196008 6.20816887 6.68845

K = 2.0, Ω = 1.9, ω =
= 1.2, H = 1.0

1.09164 0.205938 4.12163400 3.77563
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На рис. 1.8 представлена гистерезисная кривая в координатах (φ,Γφ). Из рисунка видно, что после
нескольких циклов колебаний достигается установивший режим.

Рис. 1.8. Зависимость Γφ от φ при значениях параметров K = 2.0, ω = 1.2, Ω = 5.0, σ = 1.5, H = 2.5.
Начальные условия: φ(0) = 1, ψ(0) = 0, σ(0) = 0

Fig. 1.8. Dependence of the Γφ on φ at K = 2.0, ω = 1.2, Ω = 5.0, σ = 1.5, H = 2.5. Initial conditions: φ(0) = 1,
ψ(0) = 0, σ(0) = 0

Заключение

В статье исследована модель преобразователя-запасателя энергии с гистерезисным вязким трением.
Механической частью системы является обратный маятник, гистерезисное вязкое трение присутствует
в передаточном механическом звене. Исследованы зависимости динамических параметров, в частности,
угла отклонения маятника и напряжения на нагрузке, а также фазовых портретов от значения коэф-
фициента, характеризующего влияние гистерезисного трения. С использованием конструктивной модели
Прейзаха продемонстрирована роль нелинейных эффектов.
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DYNAMICS OF AN ENERGY HARVESTER WITH HYSTERESIS
FRICTION

ABSTRACT
A model of an energy harvester converter with hysteresis viscous friction is considered. The mechanical

part of the energy harvester is made in the form of an inverted pendulum. The hysteresis is formalized within
the framework of the Preisach model, which is a continuum analogue of a system of non-ideal relays connected
in parallel. Within the framework of numerical experiments, the dependences of the dynamic parameters, in
particular, the angle of deflection of the pendulum and the voltage on the load, as well as phase portraits,
on the value of the coefficient characterizing the effect of hysteresis friction, were investigated. The role of
nonlinear effects is demonstrated.

Key words: energy harvester; inverted pendulum; hysteresis; non-ideal relay; Preisach operator.
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для материалов с кубической сингонией. Воспользуемся тензором упругих модулей ГЦК-меди, описанной
потенциалом погруженного атома:

162 115 115 0 0 0
115 162 115 0 0 0
115 115 162 0 0 0
0 0 0 81 0 0
0 0 0 0 81 0
0 0 0 0 0 81

 , (1.7)

где значения представлены в ГПа.
Для тензора упругих модулей (1.7) были получены следующие корни характеристического уравнения

(1.6):

µ1 = 0.708728 + 0.705482i, µ2 = −0.708728 + 0.705482i, µ3 = µ̄1, µ4 = µ̄2. (1.8)

Асимптотическое разложение полей напряжений, учитывающее анизотропию материала, подробно
описанное в статье [1], имеет вид:
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∞∑
n=1

Bn
i(n+1)2

µ1 − µ2
r
n
2 −1


µ2
2µ

(−1)n+1
2

1 (cosθ + µ2sinθ)
n
2 −1 − µ2

1µ
(−1)n+1

2
2 (cosθ + µ1sinθ)

n
2 −1

µ
(−1)n+1

2
1 (cosθ + µ2sinθ)

n
2 −1 − µ

(−1)n+1
2

2 (cosθ + µ1sinθ)
n
2 −1

−
(
µ2µ

(−1)n+1
2

1 (cosθ + µ2sinθ)
n
2 −1 − µ1µ

(−1)n+1
2

2 (cosθ + µ1sinθ)
n
2 −1

)

 , (1.9)

где An, Bn – амплитудные множители поля напржений.
Приведем амплитудные множители в случае бесконечной анизотропной пластины с центральной тре-

щиной, подвергнутой одноосному нагружению:

A1 =

√
2a

4
σsin2α, B1 =

√
2a

4
σ sinα cosα,

A2 =
σ

2Im(µ1 + µ2)

[
cos2α+Re(µ1µ2)sin

2α+ λRe(µ1 + µ2)
]
, B2 =

σRe(µ1 + µ2)

2Im(µ1µ2)
[sinα cosα− λ] ,

A3 =
3

8
√
2a
σsin2α, B3 =

3

8
√
2a
σsinα cosα,

A2n+2 = B2n+2 = 0, n = 1, 2, 3, ...

A2n+3 =
(−1)n+1σsin2α

8(2a)n+
1
2

[
−4× 1× 3× 5× ...(2n− 1)

2× 4× 6× ...2n
+

3× 5× 7× ...(2n+ 1)

4× 6× 8× ...(2n+ 2)

]
, n = 1, 2, 3, ...

B2n+3 =
(−1)n+1σsinα cosα

8(2a)n+
1
2

[
−4× 1× 3× 5× ...(2n− 1)

2× 4× 6× ...2n
+

3× 5× 7× ...(2n+ 1)

4× 6× 8× ...(2n+ 2)

]
, n = 1, 2, 3, ...

где λ – константа, относящаяся к вращению тела как абсолютно твердого (исследование проводилось
при λ = 0), α – угол наклона трещины, a – половина длины трещины, σ – прикладываемая к пластине
нормальная нагрузка.

2. Результаты исследования

Проведем исследование при приложении к пластине одноосного нагружения σ = 50 ГПа на различ-
ных обезразмеренных половиной длины трещины a = 20 Å расстояниях от вершины дефекта при угле
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наклона α = 0. Такие значения нагрузки и длины дефекта обусловлены дальнейшим направлением ис-
следований, связанным со сравнением полей напряжений на наноскопическом уровне с представленным
в статье Неджети и соовторов [1] аналитическим решением для анизотропных материалов.

Рассмотрим зависимости σ11, σ12, σ22 от полярного угла θ при удержании различного количества сла-
гаемых на безразмерных расстояних r

a = r̄ = 0.1, 0.5, 1.0, 1.25. На рисунах 2.1–2.4 кривые, обозначен-
ные цифрой 1, показывают распределение компонент тензора напряжений σ11, σ12, σ22 при одночленном
асимптотическом обобщенном разложении Уильямса, кривая 2 при двучленном разложении и так далее
до 7 слагаемого. Также визуализируется разложение при удержании 50 слагаемых, которое мы будем
считать точным решением поставленной задачи.

Помимо визуальной оценки найдем средние абсолютные и относительные погрешности. Для каждой
компоненты тензора напряжений разобьем отрезок θ от −π до π на 500 точек и определим средние
отклонения от асимптотического разложения при удержании 50 слагаемых по следующим формулам:

∆σij =

500∑
k

|σk,nij − σk,50ij |

500
, δσij =

500∑
k

|σk,nij − σk,50ij |/|σk,50ij |

500
100 %, (2.10)

где σk,nij – компонента тензора напряжений σij при значении полярного угла θ = θk при удержании в
асимптотическом разложении n слагаемых.

В табл. 2.1 – 2.8 приведены средние абсолютные и относительные отклонения кривых N = 1..7
от кривой N = 50. По данным таблицам можно понять, что для достижения результата требуемой
точности при большем удалении от вершины острой трещины необходимо учитывать большее количество
регулярных слагаемых.

Рис. 2.1. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 0.1

Fig.2.1. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 0.1

Таблица 2.1

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.1
Table 2.1

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.1
Кол-во слагаемых ∆σ11 , ГПа ∆σ12 , ГПа ∆σ22 , ГПа

n = 1 43.66 1.80 3.52
n = 2 6.34 1.80 3.52
n = 3 0.14 0.10 0.07
n = 4 0.14 0.10 0.07
n = 5 1.28 · 10−3 1.26 · 10−3 1.21 · 10−3

n = 6 1.28 · 10−3 1.26 · 10−3 1.21 · 10−3

n = 7 1.26 · 10−5 1.14 · 10−5 1.32 · 10−5
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Таблица 2.2

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.1
Table 2.2

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.1
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1891.76 14.92 3.59
n = 2 339.10 14.92 3.59
n = 3 5.67 1.21 0.47
n = 4 5.67 1.21 0.47
n = 5 0.05 0.02 0.01
n = 6 0.05 0.02 0.01
n = 7 4.60 · 10−4 4.05 · 10−4 1.57 · 10−4

Рис. 2.2. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 0.5

Fig.2.2. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 0.5

Таблица 2.3

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.5
Table 2.3

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.5
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 35.21 3.11 7.27
n = 2 14.78 3.11 7.27
n = 3 1.55 1.13 0.77
n = 4 1.55 1.13 077
n = 5 0.07 0.07 0.07
n = 6 0.07 0.07 0.07
n = 7 3.50 · 10−3 3.22 · 10−3 3.69 · 10−3
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Таблица 2.4

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.5
Table 2.4

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.5
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % Sσ22 , %

n = 1 465.88 54.23 13.28
n = 2 230.14 54.23 13.28
n = 3 19.28 19.67 1.70
n = 4 19.28 19.67 1.70
n = 5 0.89 1.11 0.21
n = 6 0.89 1.11 0.21
n = 7 0.05 0.05 0.02

Рис. 2.3. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 1.0

Fig.2.3. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 1.0

Таблица 2.5

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.0
Table 2.5

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.0
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 27.90 2.72 9.37
n = 2 22.10 2.72 9.37
n = 3 4.47 3.28 2.01
n = 4 4.47 3.28 2.01
n = 5 0.41 0.41 0.39
n = 6 0.41 0.41 0.39
n = 7 0.04 0.04 0.04
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Таблица 2.6

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.0
Table 2.6

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.0
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1110.08 115.09 21.58
n = 2 998.25 115.09 21.58
n = 3 152.77 118.64 4.30
n = 4 152.77 118.64 4.30
n = 5 8.66 13.01 1.36
n = 6 8.66 13.01 1.36
n = 7 1.51 0.98 0.31

Рис. 2.4. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 1.25

Fig.2.4. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 1.25

Таблица 2.7

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.25
Table 2.7

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.25
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 24.57 2.11 10.06
n = 2 25.42 2.11 10.06
n = 3 6.31 4.65 2.67
n = 4 6.31 4.65 2.67
n = 5 0.73 0.73 0.68
n = 6 0.73 0.73 0.68
n = 7 0.09 0.09 0.09
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Таблица 2.8

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.25
Table 2.8

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.25
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1535.34 76.01 25.03
n = 2 2424.37 76.01 25.03
n = 3 664.48 129.54 5.76
n = 4 664.48 129.54 5.76
n = 5 46.65 20.24 2.60
n = 6 46.65 20.24 2.60
n = 7 5.09 3.26 0.74

Выводы

По приведенным результатам видно, что при увеличении количества удерживаемых слагаемых высо-
кого порядка малости уменьшаются абсолютные и относительные погрешности, а также при увеличении
расстояния от кончика дефекта необходимо удерживать большее количество слагаемых в обобщенном
асимптотическом разложении поля напряжений в окрестности вершины трещины для достижения необ-
ходимой точности. Данный анализ был проведен для понимания того, сколько слагаемых нужно удержи-
вать в представленном аналитическом решении при сравнении его с результатами молекулярно-динами-
ческого моделирования полей напряжений пластины с центральной трещиной, что является дальнейшим
направлением исследований.
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INFLUENCE OF HIGH-ORDER TERMS IN THE SOLUTION
GENERALIZING THE APPROACH OF M. WILLIAMS, TAKING INTO

ACCOUNT THE ANISOTROPY OF THE MATERIAL2

ABSTRACT
The research is devoted to the study of the stress field at the crack tip in an anisotropic material with

three mutually orthogonal axes of symmetry of the fourth order (with cubic symmetry). A plane case is
considered when one of the axes of symmetry is orthogonal to the cracked plate, and the remaining two
axes lie in the plane of the plate. The paper presents an asymptotic analysis of the contribution of higher
approximations in the generalized asymptotic decomposition of mechanical fields near the crack tip in a
linearly elastic anisotropic material with cubic symmetry of its elastic properties. In the article, based on
the obtained solution of M. Nejati and co-authors for an infinite anisotropic plate with a central crack,
circumferential apportionments of the stress tensor components at the crack tip at various distances from
the crack tip are constructed, which makes it possible to estimate the contribution of non-singular (regular)
terms to the general asymptotic representation of mechanical fields generated by an acute crack. In the work
of M. Nejati, the contribution of exclusively T-stresses is analyzed, then, as shown in this work, the terms
following the T-stress play a significant role in describing the fields induced by the crack. A comparison of
the angular distributions of the stress tensor components constructed at different distances from the crack
tip indicates that with the increase of distances from the crack tip, it is required to preserve in asymptotic
series representing stresses, displacements and strains near the tip of the crack, the terms of high order of
smallness. The preservation of the terms of high order of smallness can be used to expand the domain in
which the asymptotic solution in the series is valid.
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tangent bundle. They are relevant because they are really singular, while the usual vector bundle is not [5].
Families of examples and applications [6; 7] arise from smooth equivariant vector bundles. The next main
motivation for developing stratifiable vector bundles is to use them for quantization purposes. In particular,
in the Kostant–Suriot–Weyl quantization picture, three components of the initial data are required: a
symplectic manifold, a complex linear bundle with a connection, and polarization, all of which satisfy various
compatibility conditions [8]. Therefore, it is relevant to consider and define theorems for equivariant properties
of spaces over a stratifiable space.

Let X be a stratified (briefly, S−space) space. For each open subset U of the space X and any point
x ∈ U of the set U we put:
a) n(U, x) = min{m : x ∈ Um}, where U =

∪∞
k=1 Uk;

b) Ux = Un(U, x)\(X\{x})n(U,x).
Obviously, the set Ux is an open neighborhood of the point x and Ux ⊂ U . The set Ux has the following

properties:
1◦. Ux is an open neighborhood of the point x;
2◦. If Ux ∩ Vy ̸= ∅ and n(U, x) 6 n(V, y) then y ∈ U .
3
◦
. If Ux ∩ Vy ̸= ∅ then x ∈ V or y ∈ U .

Let X be the topological space, |F (X)| be a complete simplicial complex whose vertices are points in
the space X, i.e.

∣∣F (X)0
∣∣ = X. The space |F (X)| has a weak topology. Now we define the topology on the

space |F (X)|, the bases of open sets of which we denote by Z(X) consists of W open in F (X), satisfies
following conditions:

o1. W ∩X is an open in X;
o2. |F (W ∩X)| ⊂W ;
i. e. τZ(X) = {W ∈ τ|F (X)| :W satisfies the conditions o1-o2}.
Condition o2 means that every simplex σ ∈ F (X) is contained in W if all vertices of this simplex σ lie

entirely in W ∩X.

1. Main results

For the subset A ⊂ X, the set F (A) is a subcomplex of the full complex F (X) and Z(A) is a subspace
of the space Z(X). Obviously, Z(A) is closed in Z(A) if A is closed in X.

For each n ∈ Z+ = N ∪ {0} we put Zn (X) = |F (X)
n| Zn(X) is a subspace of Z (X). Then Z0(X) ∼= X

and Z (X)=
∪∞
n=0 Zn (X). It is easy to see that for any n ∈ Z+ the subspace Zn(X) is closed in Z(X).

Let us introduce the following notation:
T (A) = {σ ∈ F (X)\F (A) : σ ∩A ̸= ∅};
M (A) = {x ∈ Z (X) : exists σ ∈ F (A) such that x(σ̂) > 0};
Tn(A) = T (A) ∩ (F (X)n\F (X)n−1);

Mn(A) = Z(A) ∪ (M(A) ∩ Zn(X);

For each ε ∈ (0, 1)T (A) and for each n ∈ N , define the set:
M(A,ε) = ∪n∈Z+

Mn(A, ε),
where M0(A, ε) = Z(A) = |F (A)| and Mn(A, ε) = Z(A) ∪ {σ(ε(σ)) ∩ π−1

σ (Mn−1(A, ε)) : σ ∈ Tn(A)}. Then the
equality M(A,ε) ∩X = A holds.

For each open set U of the space X, the set M(U , ε) is open in Z(X). In this case, the family B(M) =

= {(U , ε) : U is open in ε ϵ (0, 1)
(U)} is an open base of the space Z(X).

Therefore, if for every n ∈ N and every ε ∈ (0, 1)
T1(A)∪T2(A)∪...∪Tn(A) the set Mn(A, ε) is defined, then

the family
B(M) = {M1, (U, ε)} : U is open in X and ε ∈ (0, 1)

T1(U)} is an open base for Z1(X), i.e. the following
holds.

Lemma [9]. Families {M(U, ε):U is open in X and ε ∈ (0, 1)T (U)} and {M1(U, ε) : U is open in X and
ε ∈ (0, 1)T1(U)} is the base of the space Z(X), (respectively, the space Z1(X)).

In the work [2] R. Cauty claimed that for the space Z(X) the following are true:
a) Each continuous map f : A→ Y , where A is a closed subset of the stratified space X, has a continuous

extension to all X with values in Z(Y ): that is, the following diagram holds

A
f−→ Y

y y
X

f̄−→ Z(Y )

f̃ |A = f. X, Y ∈ S.
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b) The stratifiable space X is AR(S) (ANR(S)) if and only if X is a retract (respectively, a neighborhood
retract) of the space Z(X).

Definition [6]. A topological space L is called hyper-connected (respectively, m -hyper-connected) if for
each i ∈ N , there is a mapping hi : L

i × σi−1 → L satisfying a, b and c (respectively, a, b and d):
a) t ∈ σn−1 and ti = 0 implies hn(x, t) = hn−1(δi · x, δi · t) for each x ∈ Ln and n = 2, 3, . . .
b) For each x ∈ Ln the mapping t→ Ln(x, t) maps the sets σn−1 to L continuously;
c) For each x ∈ L and a neighborhood U of x, there is a neighborhood V of x such that

∪∞
i=1 hi(V

i×
× σi−1) ⊂ U and V ⊂ U ;

d) For each x ∈ L and a neighborhood U of the point x, there is a neighborhood V of the point x such
that

∪n
i=1 hi(V

i×σi−1) ⊂ U and V ⊂ U , where σn−1 = {t ∈ Rn :
∑n
i=1 ti = 1, ti > 0} - (n−1) is a dimensional

simplex a δi : A
n → An−1 mapping defined by the formula δi(a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

i = 1, n, i.e. δi – ”forgetting” i-th coordinate of the product.
A space L is said to be a locally hyper-connected if for each point x ∈ L, there exists a neighborhood

V of the point x such that V is hyper-connected.
In the paper [2] R. Cauty proved that X ∈ A(N)R(S) if and only if X is hyperconnected (respectively,

locally hyperconnected).

Theorem 1. For an arbitrary S-space X, the space Z(X)\X is a AR(S) space.

Proof. Let n ∈ N . We construct mapping hn(z1, . . . , zn, t) : (ZX\X)
n × σn−1 → ZX\X assuming

hn(z1, z2, . . . , zn)(t1, t2, . . . , tn) =
∑n
i=1 ziti, where (z1, z2, . . . , zn) ∈ (ZX\X)

n
, (t1, t2, . . . , tn) ∈ σn−1,∑n

i=1 ti = 1, ti > 0.
It is easy to show that hn((z1, . . . , zn)× t) ∈ Z(X)\X.
Now we show that the space Z(X)\X is hyperconnected.
a) Let t ∈ σn−1, t = (t1, t2, . . . , ti−1, 0, ti+1, ti+2, . . . , tn). Then
hn(z, t) = hn((z1, z2, . . . , zn)(t1, t2, . . . , ti−1, 0, ti+1, ti+2, . . . , tn) = (t1z1+ t2z2+. . .+ti−1zi−1+ ti+1zi+1+

+ . . . tnzn) = hn−1((z1, z2, . . . , zi−1, zi, zi+1, . . . , zn)(t1, t2, . . . , tn)) = hn−1(δiz, δit).
b) We fix z0 ∈ (Z(X)\X)

n, z0 = (z01 , z
0
2 , . . . , z

0
n), z01 ∈ ZX\X.

Hence z01 =
∑li
k=1m

i
k, xlk,

∑li
i=1m

i
k = 1, mi

k > 0.
Let t ∈ σn−1, then t→ hn(z0, t) =

∑n
i=1 tiz

0
i = t1

∑l1
k=1 µkx

1
k + t2

∑l2
k=1 µkx

2
k+ . . .+ tn

∑ln
k=1 µkx

n
k ; Let us

put tiµj = aij , ti > 0, µj > 0, aij > 0, i = 1, n, j = l1, . . . , ln,
∑
ij aij = 1. Hence, we get

∑n
i=1

∑li
j=1 aijx

i
j .

Consider the set X0 = {xij : i, j}.
In this case, point h(z0, t) ∈ Z(X0), i.e. there is a simplex σ lying in Z(X0) whose vertices consist

of points of the set X0. On the other hand, if we consider the simplex σn−1 with vertices z01 , . . . , z
0
n, i.e.

σn−1
0 = ⟨z01 , z02 , . . . , z0n⟩. The mapping hn(z, t) with continuity in the argument t or the mapping t→ hn(z, t)

completely covers the simplex σn−1
0 , i.e. the mapping t→ hn(z, t) as a homeomorphism maps σn−1 to zn−1

0 .
Hence, the mapping t→ hn(z, t) is continuous.

c) Let z0 ∈ Z(X)\X and Uz0 be an arbitrary neighborhood of the point z0 in Z(X)\X. Consider suppz0 =
= {x1, x2, . . . , xk} the support of the point z0 of the space Z(X)\X. Then z0 ∈ ⟨x1, x2, . . . , xk⟩ = σ. By the
definition of topology in the space Z(X)\X, the set V 1 = σ

∩
Uz0 is open. Consider a set V of the form

{z ∈ σ∩Uz0 = V 1 : segment [z, z0] ⊂ V 1}. Obviously, the set V is open and convex. By definition, the following
takes place: V ⊂ V 1 ⊂ Uz0 . Note that if z ∈ (Z(X)\X)

n, z = (z1, z2, . . . , zn) and suppzi ⊂ A,A ⊂ X, then
supp hn(z, t) ⊆ A. If V is convex, then the maps hn(z, t) by definition maps V n×σn−1 to V . Therefore, the
following holds:

∪∞
n=1 hn(V

n × σn−1) ⊂ U . Hence, the space Z(X)\X is hyperslash. By virtue of R. Cauty’s
theorem [1], we obtain that Z(X)\X is AR(S). Theorem 1 is proved.

Theorem 2. The finite product of A(N)R(S) spaces is A(N)R(S) spaces. Theorem 2 is proved in [6].

Let X be a topological space, G is a topological group θ : G × X → X is a continuous mapping such
that

(1) θ(g, θ(h, x)) = θ(gh, x) for all h ∈ G and x ∈ X;
(2) θ(e, x) = x for all x ∈ X, where e is the unit of the group G.
The mapping θ is called the action of the group G on the space X. The space X with a fixed action

θ of the group G is called a G-space.
A set A is called invariant under the action of the group G (or G-invariant) if G(A) = A, where G(A) =

= {g(x) : g ∈ G, x ∈ A}.
For g ∈ G, we define the mapping θg : X → X by the formula θg(x) = g(x) = θ(g, x). By virtue of (1) or

(2) we have θg ◦ θh = θgh and θe is the identity mapping 1X of the space X into itself. Thus, θg ◦ θg−1 =
= θe = 1X = θg−1 · θg therefore, for g ∈ G, the mapping θg is a homeomorphism of the space X onto
itself.
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An action θ is called effective if Kerθ = e (i.e., the mapping θ is injective), where Kerθ = {g ∈ G : g(x) =
= x} for any x ∈ X the kernel of the action of θ, and is almost effective if Kerθ – is a discrete subgroup
of the group G. Obviously, the kernel Kerθ is a normal divisor of the group G and is closed in G.

We note, that some of the supporting statements were considered in the articles [10–14].
Definition [15]. Let X and Y be G−spaces.
The mapping φ : X → Y is called an equivariant mapping (or G-mapping) if φ commutes by actions,

i.e. φ(g(x)) = g(φ(x)) for all g ∈ G and all x ∈ X.
For a fixed group G, the class of G-spaces is a class of objects of a certain category, whose morphisms

are called equivariant maps.
An equivariant mapping φ : X → Y that is a homeomorphism is called the G -equivalence of G -spaces.
Note that if we denote by Homeo(X) the group (with respect to, composition) of all homomorphisms of

the space X onto itself. The mapping g → θg defines a homeomorphism θ : G→ Homeo(X).
Let X be some G space, and let x ∈ X. The set Gx = {g ∈ G : g(x) = x} of elements of the group, for

which x is a fixed point, is obviously a closed subgroup of the group G. This subgroup Gx is called the
stationary subgroup (or the stabilizer of the point x).

On the other hand, note that ker θ is exactly
∩
x∈X Gx, i.e. ker θ =

∩
x∈X Gx.

The action of the group G on the space X is called free if for any point x ∈ X the subgroup Gx is trivial.
An action is called semi-free if the stationary subgroup Gx of any point x ∈ X is either trivial or is the
whole of G. Take x ∈ X. The subspace G(x) = {g(x) : g ∈ G} is called the orbit of the point x (with respect
to the action of the group G). Note that G(x) ⊂ X for any x ∈ X and for points x and y the sets G(x) and
G(y) either do not intersect each other or coincide, i.e. G(x)

∩
G(y) = ∅ or G(x) = G(y) for any x, y ∈ X.

By X\G = {G(x) : x ∈ X} we denote the orbit set of G−space X. Let π = πX : X → X/G− be a natural
mapping, associating the point x and the orbit x∗ = G(x). Then X\G is endowed with the quotient topology
in the usual way (i.e., the set U ⊂ X\G is open if and only if π−1(U) is open in X ), and the resulting
topological space is called the orbit space. Note that if U ⊂ X is open, then the set G(U) =

∪
g∈G g(U) is

open, since each of the sets g(U) = θg(U) (recall that θg : X → X is a homeomorphism).
Therefore, for an open U ⊂ X, the set π−1π(U) = G(U) is also open, which by definition means that

the set π(U) is open in X\G. Hence the projection π : X → X/G is a continuous open map.

Theorem [15]. Let the group G be compact and X is some G− space. Then
(1) the space X\G is Hausdorff;
(2) The projection π : X → X/G is a closed map;
(3) The projection π : X → X/G is a proper mapping (that is, the preimage of any compact set is

compact);
(4) The compactness of the space X is equivalent to the compactness of the space X\G;
(5) The local compactness of the space X is equivalent to the local compactness of the space X\G.
Let X be a stratified G -space that is the topological group G acts on the space X, i.e. there is a

continuous mapping (G,X) : G×X → X defined by the formula: (g, x) = gx. On the test space Z(X), the
action of the group G is defined as follows: (G, Z(X)) : G×Z(X) → Z(X) g ∈ G, z ∈ Z(X), z =

∑k
i=1mixi,∑k

i=1mi = 1, mi > 0 (g, z) = g · z =
∑k
i=1mig(xi). Thus, the space Z(X) is a G− space. It is easy to see

that the space X in the G space Z(X) is an invariant G-subset, i. e. if x ∈ X, then g(x) = x ∈ X.
Thus, the following holds.

Theorem 3. A continuous action of the group G defined on the space X extends continuously to the
entire space Z(X). Take the point z =

∑k
i=1mixi, mi > 0,

∑k
i=1mi = 1,

then Gz =

{
gz : g ∈ G , gz = g

k∑
i=1

mixi =
k∑
i=1

migxi

}
.

Obviously, Gz = Gm1x1+...+mkxk = {m1gx1 + . . .+mkgxk : g ∈ G}.
Note that Z(X/G) ∼= Z(X)/G and is invariant in Z(X/G).

X
πG(x)−→ X /G x→ Gx

↓ i ↓ i
Z(X)−−−→πG(z)Z(X)/G z → Gz

In his paper [9] Cauty proved the following

Lemma 1.2 [1]. Let X be a topological stratified space. If Y ∈ S and A ⊂ Y− is closed and
f : A→ X is continuous, then the mapping f̃ has a continuous extension f̃ : Y → Z(X).

Lemma 1. Let X be a topological stratified G− space, A ⊂ Y a closed G− invariant subset, f : A→ X an
equivariant continuous mapping, when the mapping f has a continuous equivariant extension f̃ : Y → Z(X).
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Proof. Let A be a closed subset of the space X. We put W = X\A. W ′ = {x ∈W : x ∈ Uy, y ∈ A and
U is open in X} and m(x) = max{n(U, y) : y ∈ A and x ∈ Uy}. Obviously, W ′ ⊂W and for every x ∈W ′

there is m(x) < n(W,x) <∞.
Let W = Y \A, W ′ = {x ∈ W : x ∈ Uy, y ∈ A and U is open in X}. Consider the open covered W ∗ =

= {Wx : x ∈W} subspace W . Since the subspace W is paracompact, there exists a locally finite G− cover V
inscribed in W ∗.

For any v ∈ V , we fix a point (vertex) xv ∈W such that gxv = xgv, where g ∈ G. If a point xv ∈W ′ we
fix such a point (vertex) av ∈ A and an open set Sv, av ∈ Sv such that xv ∈ (Sv)av and n(Sv, av) = m(xv)
and gav = agv. If xv∈W ′ we put av fixed a0 ∈ A. Let {Pv : v ∈ V } be partition of unity subordinate to V
and Pv(x) = Pgv(gx). The required continuation F : Y → Z(X) is defined as follows:

F (x) =

{
f(x); if x ∈ A∑
Pv(x) · f (av) , if x ∈W

a) Now we show that the mapping F : Y → Z(X) is equivariant, i.e. gF (x) = F (gx), where g ∈ G.
1) If the point x ∈ A, due to the invariance of the set, we have, gF (x) = gf(x) = f(gx) = F (gx).
2) Let the point x ∈W then we have gF (x) = g

∑
(Pv(x) · f(av)) =

∑
Pv(x) · gf(av) =

∑
Pv(x)f(agv).

F (gx) =
∑
Pgvg(x) · f(agv) =

∑
Pv(x)f(agv).

Hence, gF (x) = F (gx) i.e. the mapping F is equivariant.
b) Due to the -invariance of the closed set A and the simpliciality of a certain mapping F : Y → Z(X),

the mapping F (x) is continuous.
Lemma 1 is proved.
By Lemma 1 and Theorem 1, we have

Theorem 4. The space X ∈ G A(N)R(S) if and only if there is a G−retraction r (neighborhood) G−
space Z(X) on the G− space X.

Lemma 2. Let X ∈ A(N)R(S). Then there is a G− retraction Rn : O(Xn) → Xn such that G ⊆ Sn

and n ∈ N such that O(Xn) is a neighborhood Xn to Z(Xn).

Proof. Let X be ANR(S)− space. It follows from the results of R. Cauty that there is a retraction
r : U → X, where U is a neighborhood of the space X in Z(X). We put V = (rn)

−1
(Un), where

V ⊂ (Z(X))
n, rn : Un → Xn, Un ⊂ (Z(X))

n.
Now we define the mapping φ : Z(Xn) → (Z(X))

n as follows: z ∈ Z(Xn), z =
∑k
i=1mixi, xi =

= (xi1, x
i
2, . . . , x

i
n). We put φ(z) = (

∑
mixi1

∑
mixi2, . . . ,

∑
mixin). Obviously, φ(z) ∈ (Z(X))

n. It is easy to
check that the mapping φ : Z(Xn) → (Z(X))

n is continuous. We put Rn = rn ◦φ and φ−1(V ) = O( Z(Xn)).
Hence Rn : Z(Xn) → Xn. Now we show that Rn is an equivariant mapping, i.e. the equality Rn(gz) =

= gRn(z) holds.
Rn(gz) = rn(φ(gz)) = rn(φ(

∑
migxi)) = rn(φ(

∑
mig(xi1 . . . , xin))) =

= rn(φ(
∑
mi(xig(1) . . . , xig(n)))) = rn((

∑
mi xig(j))) = rn(g(

∑
mi xij)) = g(rn

∑
mi xij) = gRn(z).

Hence, the mapping Rn is equivariant. It is easy to check that Rn is a continuous retraction.
Lemma 2 is proved.

Theorem 5. Let X ∈ A(N)R(S). Then Xn ∈ G − A(N)R(S), where G ⊆ Sn – is a subgroup of the
group of all permutations.

Proof. Let X ∈ A(N)R(S) and Y be a stratified G−space, A its closed invariant G− subset, f : A→ Xn

is an arbitrary continuous G−mapping. Let O = φ−1(O(Z(Xn))). We put Fg = F ◦rn, rn = Rnn− the Cartesian
product of retraction Rn defined by Lemma 2, F : Y → Z(Xn) mapping defined in Lemma 1.

Then the mapping Fg is a G extension, since Fg is the composition of two G mappings F and rU .
Obviously, Fg is an extension of the mapping f .The theorem is proved.

This theorem implies

Corollary 1. If X is a G− space and X ∈ A(N)R(S) then X ∈ G−A(N)R(S).

By virtue of Lemma 1, we can also assert.

Corollary 2. Let X be a topological stratifiable G−space. If Y is a stratified G−space A is an invariant
G−space, f : A→ X|G is an equivariant mapping. Then f has an equivariant continuous extension F : Y →
Z(X/G).

Corollary 1 implies.

Corollary 3. If X ∈ G−A(N)R(S), then X/G ∈ G−A(N)R(S).
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Fig. Illustrations to theorems: a — z0(x) – x; b — z1(x) — segments, vertices — point X (one-dimensional
simplices); c — z2(x) — triangles, vertices — points X (two-dimensional simplices; d — z3(x) — tetrahedra,

vertices – points X (three-dimensional simplices)
Рис. Иллюстрации к теоремам: a — z0(x) — x; b — z1(x) — отрезки, вершины — точки X (одномерные

симплексы); c — z2(x) — треугольники, вершины — точки X (двумерные симплексы; d — z3(x) —
тетраэдры, вершины — точки X (трехмерные симплексы)

Definition [13]. The set A ⊂ X is called homotopically dense in X if there exists a homotopy h(x, t):
X × [0, 1] → X such that h(x, 0) = idX and h(X × (0, 1]) ⊂ A.

Theorem 6. For any stratified space X and for any n ∈ N+ subspace Z(X)\Zn(X) is homotopically
dense in Z(X).

Proof. Let X is the stratified space and n ∈ N+. Fixing the point z0 ∈ Z(X)\Zn(X), where z0 ∈<
x1, x2, ..., xn+1 > and

z0 = m0
1x1 +m0

2x2 + ...+m0
n+1xn+1,

thus suppz0 = {x1, x2, ..., xn+1}. We will construct the homotopy h(z, t): Z(X) × [0, 1] → Z(X), assuming
h(z, t) = tz0 + (1− t)z.

By virtue of the convexity of the space Z(X) for any z ∈ Z(X) and t ∈ [0, 1] the point h(µ, t) belongs
to Z(X), that is h(µ, t) ∈ Z(X), ∀z ∈ Z and ∀t ∈ [0, 1].

If t = 0, then h(µ, 0) = z, that is h(µ, 0) = idZ(X).
If t > 0 and t 6 1, then h(µ, t) = tz0 + (1− t)z belongs to Z(X)\Zn(X) because the carriers supph(µ, t)

of point h(µ, t) consist of at least n+ 1 points, that is

h(µ, t) = tz0 + (1− t)z =

= t(m0
1x1 +m0

2x2 + ...+m0
n+1xn+1) + (1− t)(m0

1x
′
1 +m0

2x
′
2 + ...+m0

kx
′
k) ∈ Z(X)\Zn(X),

the point h(µ, t) carrier consists of points z and z0 carriers, and it consists of different (n+1) points. So the
point h(z, (0, 1])⊂Zn(X) and h(z, (0, 1]) ⊂ Z(X)\Zn(X), which was required to be proved. The theorem is
proved.

Conclusion

In this paper we consider that the functor Z is open, normal and monadic in the category of stratified
spaces and continuous maps to itself. The dimensional properties of the space Z(X) for the stratified space
X are also studied, the subfunctor of the functor Z with the corresponding nested dimension is determined
for each n.
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ЭКВИВАРИАНТНЫЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВА Z(X)
ДЛЯ СТРАТИФИЦИРУЕМОГО ПРОСТРАНСТВА X

АННОТАЦИЯ
В этой статье доказано, что действие компактной группы G, определяемой стратифицированным

пространством X, непрерывно для пространства Z(X), являющегося стратифицированным
пространством, содержащим самостратифицированное пространство X как замкнутое подмножество.
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Доказан эквивариантный аналог некоторых результатов Р. Коти относительно A(N)R(S)-пространств.
Также показано, что орбитальное пространство Z(X)/G под действием группы G является
пространством S.

Ключевые слова: эквивариантные отображения; стратифицированное пространство; действия
группы; орбитальное пространство; инвариантное множество; гомотопическая плотность; размерность;
абсолютный экстензор; окрестностный экстензор; ковариантный функтор; вероятностные меры.
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сказаний пертурбативной квантовой хромодинамики (КХД) и различных моделей адронизации тяжелых
кварков в кваркониум [1; 2], но и для получения информации о глюонных функциях распределения
(ГФР) в протоне, в том числе зависящих от поперечного импульса поляризованных ГФР [3; 4].

Малость константы сильного взаимодействия на масштабе массы очарованного кварка αS(mc) ≃ 0.3
позволяет проводить расчеты сечений рождения чармониев в рамках теории возмущений КХД. В на-
стоящее время достигнута точность, отвечающая следующей за лидирующим приближением (СЛП) по-
правке, см. например, работу [5].

Процесс адронизации cc̄-пары тяжелых кварков в конечный чармоний — непертурбативный процесс,
который может быть описан только в рамках феноменологических моделей. В модели цветовых син-
глетов (МЦС) [6; 7] предполагается, что кварк-антикварковая пара рождается с квантовыми числами
конечного чармония в синглетном состоянии по цвету. В более общем подходе нерелятивистской КХД
(НРКХД), в котором учитываются релятивистские поправки по степеням относительной скорости кварка
и антикварка, рождение чармония может происходить через промежуточные октетные по цвету состоя-
ния [8]. Другой подход к описанию адронизации, модель испарения цвета (МИЦ), предполагает, что все
кварк-антикварковые пары с инвариантной массой от порога рождения чармония C до порога рождения
открытого очарования с определенной вероятностью FC превращаются в этот чармоний [9; 10].

Принципиальную роль в описании спектров чармониев по поперечному импульсу играет выбор под-
хода факторизации эффектов физики жестких и мягких процессов. В области больших поперечных им-
пульсов pT > mC , когда можно пренебречь поперечными импульсами начальных партонов, процессы про-
тон-протонного взаимодействия адекватно описываются в коллинеарной партонной модели (КПМ) [11].
Однако для описания спектров в области малых поперечных импульсов pT ≪ mC необходимо учитывать
наличие малого поперечного импульса начальных партонов, непертурбативной природы, что достигается
в подходе так называемой TMD-факторизации, т. е. факторизации, зависящей от поперечного импуль-
са или в неколлинеарной партонной модели (нКПМ) [12]. Для описания экспериментальных данных в
промежуточной области поперечных импульсов pT ∼ mC используются различные процедуры "сшива-
ния" результатов расчетов в КПМ и нКПМ [15] или феноменологический вариант нКМП – обобщенная
партонная модель (ОПМ) [16].

В настоящее время накоплено большое количество экспериментальных данных по рождению
J/ψ-мезонов в адронных взаимодействиях от энергий

√
s = 19 ГэВ до

√
s = 13 ТэВ. В программу

экспериментальных исследований коллаборации SPD NICA входит измерение сечений и спектров чар-
мониев в поляризованных протон-протонных столкновениях при энергиях до

√
s = 27 ГэВ [13]. Рождение

одиночных прямых фотонов в неполяризованных адронных взаимодействиях экспериментально хорошо
изучено в широком диапазоне энергий [14] и планируется для изучения в столкновениях поляризован-
ных протонов в экспериментах SPD NICA [13]. Однако до настоящего времени сечение ассоциативного
рождения J/ψ-мезонов и прямых фотонов не было измерено ни в одном эксперименте.

В настоящей статье мы оцениваем возможность измерения сечения ассоциативного рождения
J/ψ-мезонов и фотонов при энергии

√
s = 27 ГэВ в эксперименте SPD NICA. Сравниваются пред-

сказания, полученные в ОПМ при использовании различных моделей адронизации тяжелых кварков
в чармоний, а именно МЦС и МИЦ.

1. Партонная модель жестких процессов
Описание сечений жестких процессов (процессов с большой передачей импульса) основывается на

факторизации процессов партон-партонного взаимодействия с большими передачами импульсов и мяг-
ких (непертурбативных) процессов в начальном состоянии, которые описываются партонными функци-
ями распределения (ПФР). Энергетический масштаб факторизации в процессах рождения чармониев
определяется массой c-кварка или чармония µF ≃ mψ. Здесь и ниже в качестве чармония рассматри-
вается J/ψ-мезон. В области больших поперечных импульсов чармония, pT > µF , процессы рождения
описываются в КПМ [11] с использованием формулы коллинеарной факторизации

dσ(pp→ J/ψX) =

∫
dx1

∫
dx2f

(p)
g (x1, µF )f

(p)
g (x2, µF )dσ̂(gg → J/ψg), (1.1)

где f
(p)
g (x, µF ) – коллинеарные ПФР глюонов в протоне, dσ̂(gg → J/ψg) – дифференциальное сечение

партонного подпроцесса рождения пары cc̄-кварков, из которых формируется конечный J/ψ-мезон с
большим поперечным импульсом. Наряду с подпроцессом глюон-глюонного слияния gg → J/ψg в КПМ
учитываются также и подпроцессы кварк-антикварковой аннигиляции qq̄ → J/ψg и кварк-глюонного
рассеяния q(q̄)g → J/ψq(q̄).

В области малых поперечных импульсов, pT << mψ, КПМ, с одной стороны, предсказывает расходя-
щееся при pT → 0 дифференциальное сечение рассеяния, а с другой стороны, уже нельзя пренебрегать
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малыми поперечными импульсами партонов в протоне, которые имееют принципиально непертурбатив-
ную природу. В этой кинематической области используется нКПМ [12], в которой формула факториза-
ции записывается как свертка зависящих от поперечного импульса ПФР и сечения партонного процесса

dσ(pp→ J/ψX) =

∫
dx1

∫
d2qT1

∫
dx2

∫
d2qT2F

(p)
g (x1, qT1, µF , µY )×

× F (p)
g (x2, qT2, µF , µY )dσ̂(gg → J/ψ), (1.2)

где F
(p)
g,q (x, qT , µF , µY ) — зависящие от поперечного импульса qµT = (0,qT , 0)

µ глюонов или квар-
ков(антикварков), µY — жесткий масштаб, регуляризующий быстротные расходимости в нКПМ. Так
как начальные партоны в нКМП имеют ненулевые поперечные импульсы, то поперечный импульс па-
ры cc̄ или J/ψ-мезона тоже ненулевой и имеет непертурбативную природу. Известно, что при высоких
энергиях основной вклад дает подпроцесс глюон-глюонного слияния gg → J/ψ, но в области энергий√
s = 10−40 ГэВ вклад кварк-антикварковой аннигиляции qq̄ → J/ψ становится соизмеримым с вкладом

глюон-глюонного слияния. Партонные подпроцессы с испусканием дополнительных конечных партонов
с большими поперечными импульсами в нКПМ не учитываются, т. к. вносят вклад в область больших
поперечных импульсов pT >> mψ, и их учет нарушает факторизацию нКПМ. Для описания сечений в
кинематической области промежуточных поперечных импульсов, pT ∼ mψ используются различные про-
цедуры "сшивания" [15]. Другой подход для единого описания сечений рождения при малых и больших
поперечных импульсах основан на ОПМ [16], в которой используется формула факторизации (1.2), но в
качестве зависящих от поперечного импульса ПФР рассатриваются феноменологические распределения:

F (p)
g,q (x,qT , µ) = f (p)g,q (x, µ)G

(p)
g,q(qT ), (1.3)

где f
(p)
g,q (x, µ) — коллинеарная ФР глюонов или кварков в протоне, а зависимость от поперечного им-

пульса аппроксимируется нормированным на единицу гауссианом

G(p)
g,q(qT ) =

1

πa
exp

(
−q2

T

a

)
,∫

d2qTG
(p)
g,q(qT ) = 1, (1.4)

где a = ⟨q2
T ⟩ — средний квадрат поперечного импульса партона в протоне, который рассматривается

как свободный параметр модели и определяется из сравнения с экспериментальными данными. В каче-
стве коллинеарных ПФР глюонов и кварков в протоне в наших расчетах используется параметризация
MSTW [17].

Несмотря на наличие у начальных партонов в ОПМ поперечных импульсов, они остаются на мас-
совой поверхности, что достигается путем введения связанных между собой положительной и отрица-
тельной конусных компонент в 4-импульсы партонов:

qµ1 = x1P
µ
1 + x̃1P

µ
2 + qµ1T , (1.5)

qµ2 = x2P
µ
2 + x̃2P

µ
1 + qµ2T , (1.6)

где

Pµ1 =

√
s

2
(1, 0, 0, 1), Pµ2 =

√
s

2
(1, 0, 0,−1)µ,

q1,2T = (0,q1,2T , 0)
µ, x̃1 = q2

1T /(x1S), x̃2 = q2
2T /(x2S)

.

2. Модель цветовых синглетов

В рамках НРКХД [8] сечение рождения чармония C в партонном подпроцессе a + b → C + X мо-
жет быть представлено как сумма членов, в которых эффекты физики больших и малых расстояний
факторизованы следующим образом:

dσ̂(a+ b→ C +X) =
∑
n

dσ̂(a+ b→ QQ̄[n] +X)⟨OC [n]⟩, (2.1)

где n обозначает набор квантовых чисел: цвет, спин, орбитальный и полный момент cc̄ пары с 4-импуль-
сом равным 4-импульсу физического чармония C. Сечение подпроцесса dσ̂(a + b → QQ̄[n] + X) может
быть рассчитано в пертурбативной КХД как ряд по степеням αs, используя нерелятивистское прибли-
жение для относительного движения тяжелых кварков в cc̄-паре. Непертурбативный переход cc̄-пары в
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чармониум C описывается непертурбативными матричными элементами (НМЭ) ⟨OC [n]⟩, которые могут
быть извлечены их экспериментальных данных.

В работе [18] было показано, что экспериментальные данные коллаборации PHENIX [19] для спек-
тра по поперечному импульсу прямых J/ψ-мезонов в области pT 6 1 GeV хорошо описываются в МЦС,
и вклад октетных НМЭ должен быть малым. Как будет показано ниже, если фитировать эксперимен-
тальные данные по pT -спектрам прямых J/ψ-мезонов в области pT 6 3 ГэВ в МЦС и ОПМ, варьируя
только параметр a в ПФР, можно получить хорошее согласие с экспериментом. При этом будут учи-
тываться вклады партонных подпроцессов прямого рождения J/ψ-мезонов, каскадного рождения через
распад состояния ψ(2S) и через распады P -волновых чармониев χcJ

g + g → cc̄[3S
(1)
1 ] + g, (2.2)

g + g → cc̄[3P
(1)
1 ] + g, (2.3)

g + g → cc̄[3P
(1)
0 ], (2.4)

g + g → cc̄[3P
(1)
2 ], (2.5)

квадраты модулей амплитуд которых впервые были получены в работе [21] и представлены ниже:

|M(g + g → cc̄[3S
(1)
1 ] + g)|2 =

320π3α3
sM

81(M2 − t)2(M2 − u)2(t+ u)2
× (2.6)

×[M4
(
t2 + tu+ u2

)
−M2(t+ u)

(
2t2 + tu+ 2u2

)
+
(
t2 + tu+ u2

)2
]

|M |(g + g → cc̄[3P
(1)
1 ] + g)|2 =

128π3α3
s

(
−
(
M2(t+ u)

)
+ t2 + tu+ u2

)2
3M3 (M2 − t)

4
(M2 − u)

4
(t+ u)4

× (2.7)

×(M10
(
t2 + u2

)
− 2M8(t+ u)

(
3t2 − tu+ 3u2

)
+M6(13t4 + 20t3u+

+10t2u2 + 20tu3 + 13u4)− 4M4(t+ u)
(
3t4 + 5t3u+ t2u2 + 5tu3 + 3u4

)
+

+M2 +
(
4t6 + 18t5u+ 25t4u2 + 20t3u3 + 25t2u4 + 18tu5 + 4u6

)
−

−2tu(t+ u)
(
t2 + tu+ u2

)2
),

|M(g + g → cc̄[3P
(1)
0 ])|2 =

8π2α2
s

3M3
, (2.8)

|M(g + g → cc̄[3P
(1)
2 ])|2 =

32π2α2
s

45M3
, (2.9)

где M−масса чармония в нерелятивистском приближении M = 2mc. Как будет показано ниже, для
согласованности результатов расчета при энергии

√
s = 19.4 ГэВ с экспериментальными данными кол-

лаборации NA3 [20] необходимо учитывать дополнительные октетные вклады

q + q̄ → cc̄[3S
(8)
1 ], (2.10)

g + g → cc̄[1S
(8)
0 ], (2.11)

g + g → cc̄[3P
(8)
0 ] (2.12)

g + g → cc̄[3P
(8)
2 ] (2.13)

с матричными элементами

|M(q + q̄ → cc̄[3S
(8)
1 ])|2 =

16π2α2
s

27M
, (2.14)

|M(g + g → cc̄[1S
(8)
0 ])|2 =

5π2α2
s

12M
, (2.15)

|M(g + g → cc̄[3P
(8)
0 ])|2 =

5π2α2
s

M3
, (2.16)

|M(g + g → cc̄[3P
(8)
2 ])|2 =

4π2α2
s

3M3
. (2.17)

Ассоциативное рождение J/ψ + γ в ОПМ и МЦС в лидирующем приближении (ЛП) описывается
только процессами, идущими через синглетное по цвету состояние

g + g → cc̄[3S
(1)
1 ] + γ, (2.18)

g + g → cc̄[3P
(1)
1 ] + γ. (2.19)
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Однако вклад каскадных процессов рождения через распады ψ(2S) и χc1 оказывается пренебрежимо
малым [1] и основной вклад дает процесс прямого рождения (2.18), квадрат модуля амплитуды которого
равен

|M(g + g → cc̄[3S
(1)
1 ] + γ)|2 =

1024π3αα2
s

243M (M2 − t)
2
(M2 − u)

2
(t+ u)2

×

×
(
s3

(
t2 + tu+ u2

)
+ s2(t+ u)3 + stu

(
t2 + 3tu+ u2

)
+ t2u2(t+ u)

)
. (2.20)

3. Модель испарения цвета
Другая популярная модель адронизации пары cc̄ в чармониум – МИЦ [9; 10]. Актуальный статус

МИЦ представлен в работе [22]. В ОПМ начальные партоны имеют поперечный импульс, поэтому опи-
сание спектров по поперечному импульсу J/ψ-мезонов возможно уже в лидирующем приближении по
константе сильного взаимодействия с учетом партонных подпроцессов

g + g → c+ c̄→ J/ψ (3.1)

и
q + q̄ → c+ c̄→ J/ψ. (3.2)

В МИЦ сечение рождения прямых J/ψ-мезонов связано с сечением рождения cc̄-пар следующим
образом:

σ(pp→ J/ψX) = Fψ

∫ 4m2
D

m2
ψ

dσ(pp→ cc̄X)

dM2
cc̄

dM2
cc̄, (3.3)

где Mcc̄ — инвариантная масса cc̄-пары с 4-импульсом pµcc̄ = pµc +p
µ
c̄ , mD – масса легчайшего D-мезона.

Для учета кинематического эффекта, связанного с разницей масс промежуточного состояния и ко-
нечного чармония, 4-импульс cc̄-пары и J/ψ-мезона связан соотношением pµ = (mψ/Mcc̄)p

µ
cc̄. Универ-

сальный параметр Fψ рассматривается как вероятность превращения cc̄-пары с инвариантной массой
mψ < Mcc̄ < 2mD в J/ψ-мезон.

Протон-протонное сечение связано с партон-партонным сечением по формуле (1.2), где дифферен-
циальное сечение рождения cc̄-пары с импульсом pcc̄ = pc + pc̄ в партонном подпроцессе имеет вид

dσ̂(gg → cc̄)

d3pcc̄dM2
cc̄

= δ(ŝ−M2
cc̄)δ

(3)(pcc̄ − pc − pc̄)σ̂(gg → cc̄). (3.4)

Здесь

σ̂(gg → cc̄) =
πα2

s

3ŝ

[
(1 + w +

w2

16
) ln

1 +
√
1− w

1−
√
1− w

− (
7

4
+

31

16
w)

√
1− w

]
и в случае рождения cc̄-пары в кварк-антикварковой аннигиляции

σ̂(qq̄ → cc̄) =
8πα2

s

27ŝ

(
1 +

w

2

)√
1− w,

где w = 4m2
c/ŝ, ŝ = (pc + pc̄)

2.
Для описания ассоциативного рождения J/ψ + γ ОПМ и МИЦ учитываются процессы

g + g → c+ c̄+ γ (3.5)

и
q + q̄ → c+ c̄+ γ. (3.6)

Амплитуды процессов (3.5) и (3.6) рассчитываются аналитически с помощью программных пакетов
FeynArts и FeynCalc [23] в системе Mathematica. Дифференциальное сечение рождения пары J/ψ + γ
в ОПМ и МИС может быть представлено в виде

dσ(pp→ cc̄γX)

dycc̄dp2Tcc̄dyγdp
2
Tγdϕγ

= Fψ

∫ 4m2
D

m2
ψ

dM2
cc̄

∫
dx1d

2qT1

∫
dx2d

2q2T × (3.7)

× F (p)
g (x1, q1T , µF )F

(p)
g (x2, q2T , µF )

dσ̂(gg → cc̄γ)

dM2
cc̄dycc̄dp

2
Tcc̄dyγdp

2
Tγdϕγ

,

где партонное сечение записывается как
dσ̂(gg → cc̄γ)

dM2
cc̄dycc̄dp

2
Tcc̄dyγdp

2
Tγdϕγ

=
1

(8π)4

∫
dΩδ(4)(q1 + q2 − pcc̄ − pγ)×

×

√
1− 4m2

c

M2
cc̄

|M(gg → cc̄γ)|2
x1x2s

. (3.8)
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Здесь используется ковариантный способ интегрирования по относительному 4-импульсу kµ между c
и c̄ кварками, когда квадрат модуля амплитуды подпроцесса gg → cc̄γ, усредненный по поляризаци-
ям начальных партонов и просуммированный по поляризациям конечных частиц, представляется как
функция релятивистских инвариантов и углов Коллинза — Сопера (dΩ = sin θdθdϕ) в системе центра
масс cc̄-пары:

|M(gg → cc̄γ)|2 = Φ(ŝ,M2
cc̄, t̂, û,W1,W2, θ, ϕ,mc), (3.9)

где

ŝ = (q1 + q2)
2, M2

cc̄ = (pc + pc̄)
2,

t̂ = (q1 − pγ)
2, û = (q2 − pγ)

2,

W1 = (q1 − pc)
2, W2 = (q2 − pc̄)

2. (3.10)

При этом

pµc =
pµcc̄
2

+ kµ, pµc̄ =
pµcc̄
2

− kµ

и
kµ =

1

2

√
M2
cc̄ − 4m2

c (X
µ sin θ cosϕ+ Y µ sin θsinϕ+ Zµ cos θ) . (3.11)

В системе центра масс сталкивающихся протонов базисные единичные 4-векторы заданы следующим
образом:

Xµ =
1

Mcc̄

(
|pTcc̄| cosh(y),

√
|pTcc̄|2 +M2

cc̄, 0, |pTcc̄| sinh(y)
)µ

, (3.12)

Y µ = sgn(y)(0, 0, 1, 0)µ, (3.13)
Zµ = sgn(y)(sinh(y), 0, 0, cosh(y))µ. (3.14)

4. Результаты расчетов
В первую очередь был проведен расчет сечений рождения и спектров по поперечному импульсу пря-

мых J/ψ-мезонов в области 0 < pTψ < 3 ГэВ при энергиях
√
s = 200 ГэВ [19] и

√
s = 19.4 ГэВ [20] в

ОПМ и МЦС. При этом были фиксированы параметры моделей: параметра a в гауссовском распределе-
нии глюонов и кварков по поперечному импульсу и вероятности адронизации cc̄-пары в J/ψ-мезон Fψ.
Результаты фита представлены в таблице. Полученные значения параметров при энергии NA3 исполь-
зуются ниже при расчетах сечения и различных спектров при энергии эксперимента SPD NICA.

Таблица

Результаты фитирования параметров ОПМ и МИЦ
Table

The results of fitting the parameters of OPM and MIC

Эксперимент Энергия,
√
s, ГэВ Fψ ⟨q2T ⟩g, ГэВ2 ⟨q2T ⟩q, ГэВ2

PHENIX [19] 200 0.05 2.09+0.13
−0.07 0.45+0.48

−0.18

NA3 [20] 19.4 0.33 0.960.05−0.04 0.29+0.04
−0.03

На рис. 4.1–4.10 серым выделены области неопределенности теоретических расчетов в зависимости
от выбора жесткого масштаба µF = ξmψ, где ξ = 0.5, 1.0, 2.0. Как видно, на рисунках 4.1 и 4.2 в
ОПМ экспериментальные данные для pT -спектров прямых J/ψ-мезонов очень хорошо описываются, если
область фитирования параметров моделей ограничена областью 0 < pT < 3 ГэВ. Причем параметр a
для глюонных и кварковых функций распределения получается разным и сильно зависящим от энергии
сталкивающихся протонов. Расчеты показывают, что при энергии 200 ГэВ вкладом кварк-антикварковой
аннигиляции можно пренебречь (см. рис. 4.1), но при энергии 19.4 ГэВ вклад кварк-антикварковой
аннигиляции в рождение J/ψ-мезонов становится существенным, особенно в области малых поперечных
импульсов.

На рис. 4.3 показаны предсказания для зависимости дифференциального сечения ассоциативного
рождения J/ψ + γ как функции суммарного поперечного импульса J/ψ-мезона и фотона в МИЦ и
МЦС, а на рис. 4.4 как функции инвариантной массы системы J/ψ + γ, Mψγ . Наблюдается хорошее
согласие между результатами расчетов в различных моделях адронизации.

На рис. 4.5 и 4.6 показаны, соответственно, дифференциальные спектры по разности быстрот ∆yψγ =
= |yψ − yγ | и разности азимутальных углов ∆ϕψγ = |ϕψ − ϕγ |. Угловые корреляции особенно чувстви-
тельны к выбору зависящих от поперечного импульса ПФР.
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Рис. 4.1. Дифференциальное сечение рождения J/ψ-мезонов как функция поперечного импульса при энергии√
s = 200 ГэВ, |y| < 0.35 [19]. Сплошная кривая – в МЦС, штрих-пунктирная – в МИЦ, пунктирная — вклад

кварк-антикварковой аннигиляции
Fig. 4.1. Differential cross-section of the J/ψ-mesons production as a function of the transverse momentum, at an

energy of
√
s = 200 GeV, |y| < 0.35 [19]. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM, the dotted line –

the contribution of quark-antiquark annihilation

Рис. 4.2. Дифференциальное сечение рождения J/ψ-мезонов как функция поперечного импульса при энергии√
s = 19.4 ГэВ, y > 0 [20]. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ, пунктирная – вклад

кварк-антикварковой аннигиляции
Fig. 4.2. Differential cross-section of the J/ψ-mesons production as a function of the transverse momentum, at an

energy of
√
s = 19.4 GeV, y > 0 [20]. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM, the dotted line –

the contribution of quark-antiquark annihilation
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Рис. 4.3. Дифференциальное сечение рождения J/ψ + γ пары как функция их суммарного поперечного
импульса при энергии

√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС,

пунктирная – в МИЦ
Fig. 4.3. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of their total transverse

momentum, at an energy of
√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed –

in iCEM

Рис. 4.4. Дифференциальное сечение рождения J/ψ + γ пары как функция инвариантной массы пары Mψγ

при энергии
√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ

Fig. 4.4. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the invariant mass of a pair
Mψγ , at an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM
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Рис. 4.5. Дифференциальное сечение рождения J/ψ + γ пары как функция разности быстрот ∆yψγ при
энергии

√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ

Fig. 4.5. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the rapidity difference ∆yψγ ,
at an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM

Рис. 4.6. Дифференциальное сечение рождения J/ψ + γ пары как функция разности азимутальных углов
∆ϕψγ при энергии

√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная –

в МИЦ
Fig. 4.6. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the azimuthal angles difference
∆ϕψγ , at an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM
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Рис. 4.7. Дифференциальные сечения рождения J/ψ + γ пары как функции поперечных импульсов pTψ при
энергии

√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ

Fig. 4.7. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the J/ψ-meson transverse
momentum pTψ, at an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve — in CSM,

dashed — in iCEM

Рис. 4.8. Дифференциальные сечения рождения J/ψ + γ пары как функции поперечных импульсов pTγ при
энергии

√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ

Fig. 4.8. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the photon transverse
momentum pTγ , at an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed –

in iCEM
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Рис. 4.9. Дифференциальные сечения рождения J/ψ + γ пары как функции быстроты yψ при энергии√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая – в МЦС, пунктирная – в МИЦ

Fig. 4.9. Differential cross-section of the J/ψ + γ pairs production as a function of the J/ψ-meson rapidity yψ, at
an energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM

Рис. 4.10. Дифференциальные сечения рождения J/ψ + γ пары как функции быстроты yγ при энергии√
s = 27 ГэВ, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Сплошная кривая — в МЦС, пунктирная — в МИЦ

Fig. 4.10. Differential cross-section of the J/ψ+ γ pairs production as a function of the photon rapidity yψ, at an
energy of

√
s = 27 GeV, |yψ| < 3, |yγ | < 3, pTγ > 0.5 ГэВ. Solid curve – in CSM, dashed – in iCEM

Спектры по поперечному импульсу J/ψ-мезонов и фотонов в процессах ассоциативного рождения
J/ψ+ γ показаны на рис. 4.7 и 4.8. На рис. 4.9 и 4.10 изображены спектры по быстроте J/ψ-мезона и
фотона, соответственно. При расчетах предполагалось, что на поперечные импульсы фотонов наложено
ограничение pTγ > 0.5 ГэВ, которое связано с возможностью экспериментальной регистрации прямых
фотонов.
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Заключение
При энергиях коллайдера NICA проведен расчет дифференциальных сечений ассоциативного рож-

дения J/ψ-мезонов и прямых фотонов в ОПМ и в рамках моделей адронизации МЦС и МИЦ. Пара-
метры моделей были фиксированы из сравнения с экспериментальными данными по спектрам прямых
J/ψ-мезонов при энергиях экспериментов PHENIX [19] и NA3 [20]. Рассчитанные спектры для ассоци-
ативного рождения J/ψ + γ слабо зависят от выбора модели адронизации, МЦС или МИЦ. Основная
погрешность теоретических расчетов, как это обычно наблюдается в расчетах в ЛП по константе силь-
ного взаимодействия, обусловлена неопределенностью в выборе жесткого масштаба и может достигать
100 %. Однако предсказываемые нами величины сечения ассоциативного рождения J/ψ + γ при энер-
гии эксперимента SPD NICA достаточно велики, что позволяет надеяться на возможность их экспери-
ментального измерения, т. к. рождения прямых J/ψ-мезонов и прямых фотонов характеризуются по
отдельности достаточными для выделения сигнала отношениями "сигнал-фон". Анализ этого отноше-
ния в случае совместного рождения J/ψ + γ требует специального исследования, которое планируется
сделать в будущем.
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ПЕРЕПУТЫВАНИЕ ДВУХ СВЕРХПРОВОДЯЩИХ ЗАРЯДОВЫХ
КУБИТОВ

АННОТАЦИЯ
В настоящей статье исследована динамика перепутывания двух идентичных зарядовых кубитов

с джозефсоновскими переходами в случае, когда на один из кубитов действует микроволновое
поле в когерентном или тепловом состоянии. Найдено точное решение квантового временного
уравнения эволюции рассматриваемой системы для статистического оператора в случае начальных
сепарабельных и перепутанных состояний кубитов. Точное решение для полного статистического
оператора использовано для вычисления критерия перепутавания кубитов – согласованности.
Результаты численного моделирования временной зависимости согласованности в случае когерентного
поля показали, что при определенном выборе параметров модели в системе возможна реализация
долгоживущих перепутанных состояний. Также показано, что для теплового состояния поля и
перепутанного начального состояния кубитов они сохраняют опеределенную степень перепутывания в
процессе эволюции даже в случае весьма интенсивных полей. При этом для любых интенсивностей
теплового шума отсутствует эффект мгновенной смерти перепутывания.

Ключевые слова: зарядовые кубиты; микроволновое поле; когерентное состояние; тепловое
состояние; перепутывание; согласованность; мгновенная смерть перепутывания.

Цитирование. Башкиров Е.К. Перепутывание двух сверхпроводящих зарядовых кубитов //
Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2023. Т. 29, № 2. С. 62–71.
DOI: http://doi.org/10.18287/2541-7525-2023-29-2-62-71.

Информация о конфликте интересов: автор и рецензенты заявляют об отсутствии конфликта
интересов.

c⃝ Башкиров Е.К., 2023
Евгений Константинович Башкиров — доктор физико-математических наук, профессор кафедры общей
и теоретической физики, Самарский национальный исследовательский университет имени академика
С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.

Введение
Квантовые перепутанные состояния естественных и искусственных двухуровневых атомов (кубитов)

в настоящее время являются незаменимым ресурсом для различных квантовых информационных про-
цессов [1–5]. В настоящее время перепутанные состояния получены экспериментально для кубитов раз-
личной физической природы: нейтральных атомов, ионов в магнитных ловушках, примесных спинов,
квантовых точек и др. При этом особое внимание уделяется теоретическому и экспериментальному изу-
чению перепутанных состояний сверхпроводящих колец с джозефсоновским переходом, поскольку имен-
но они оказались наиболее удобными квантовыми объектами при использовании в качестве логических
элементов квантовых компьютеров [1]. Cреди сверхпроводящих кубитов одним из наиболее интересных
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объектов для изучения являются зарядовые сверхпроводящие кольца с джозефсоновскими переходами
[6–8]. Важным свойством сверхпроводящих кубитов является возможность контролируемого изменения
ширины энергетической щели между основным и первым возбужденным энергетическим уровнями ку-
бита. В частности, в случае зарядового сверхпроводящего кубита таким воздействием являются напря-
жение на емкостном порте и постоянный магнитный момент. Динамика перепутывания многокубитных
систем исследовалась в большом количестве работ [6–14]. Строгие количественные критерии перепутыва-
ния в настоящее время удалось ввести только для двухкубитных систем. К таким критериям относится
согласованность (критерий Вуутерса) [15] и отрицательность (критерий Переса — Хородецких) [16; 17].
Поэтому в настоящее время при теоретическом описании динамики систем сверхпроводящих кубитов осо-
бое внимание уделяется рассмотрению двухкубитных систем. Так, в работе [18] рассмотрена интересная
модель, состоящая из двух связанных посредством большого джозефсоновского перехода сверхпроводя-
щих зарядовых кубитов, при наличии не только постоянного магнитного поля, но и микроволнового
электромагнитного поля. При этом микроволновое поле действует на один кубит и большой джозеф-
соновский переход. При выполнении условия ω = ω1 + ω2 где ω — частота микроволнового поля, а ω1

и ω2 — резонансные частоты переходов в кубитах (в этом случае оба кубита могут одновременно со-
вершать "перевороты" , т. е. одновременно переходить из основного состояния в первое возбужденное и
обратно), рассматриваемой системе можно сопоставить достаточно простую модель, допускающую ана-
литическое решение. Представляет интерес рассмотреть особенности перепутывания кубитов в рамках
такой модели.

В настоящей статье исследована динамика перепутывания двух идентичных сверхпроводящих за-
рядовых кубитов, связанных большим джозефсоновским переходом, в предположении, что магнитный
поток, пронизывающий контур, включающий первый кубит и большой джозефсоновский переход, со-
стоит из постоянного магнитного потока и магнитного потока, индуцируемого микроволновым полем с
варьируемой частотой. Рассмотрены когерентное и тепловое начальные состояния микроволнового поля.

1. Модель и ее точное решение
Рассмотрим два идентичных сверхпроводящих зарядовых кубита Q1 и Q2, связанных между собой

большим джозефсоновским переходом. Предположим, что магнитный поток, пронизывающий контур,
включающий первый кубит и большой джозефсоновский переход, состоит из двух частей: cтатического
постоянного магнитного потока и магнитного потока, создаемого микроволновым полем с варьируемой
частотой. Микроволновое поле будем считается квантованным. Положим также, что частота одномодо-
вого микроволнового квантованного поля подобрана так, что оба кубита могут одновременно совершать
переход из основного в возбужденное состояние и обратно. В этом случае эффективный гамильтони-
ан взаимодействия квантового магнитного потока с двумя зарядовыми кубитами можно представить в
виде [18]

H = ~γ12(a+σ−
1 σ

−
2 + σ+

1 σ
+
2 a), (1)

где a+ (a ) – оператор рождения (уничтожения) фотонов моды микроволнового поля, σ+
i и σ− – повы-

шающий и понижающий оператор в i-м кубите (i = 1, 2) и g12 – эффективная константа взаимодействия
кубитов с полем.

Обозначим через |+⟩i и |−⟩i возбужденное и основное состояние i-го кубита. Выберем в качестве
начального состояния подсистемы кубитов перепутанное состояние вида

|Ψ(0)⟩Q1Q2 = cos θ|−,−⟩+ eiϕ sin θ|+,+⟩, (2)

где θ – параметр, определяющий начальную степень перепутывания кубитов и ϕ – относительная фаза
для векторов состояния основного и возбужденного состояния кубитов.

В качестве начального состояния микроволнового поля будем выбирать когерентное и тепловое со-
стояние. Заметим, что для когерентного начального состояния микроволнового поля динамика кубитов
с гамильтонианом (1) исследовалась ранее в работе [19]. Однако авторы получили неверное решение
квантового уравнения Шредингера. Поэтому представляет интерес найти верное решение уравнения эво-
люции и на его основе исследовать временное поведение параметра перепутывания кубитов – согласо-
ванности.

A. Когерентное состояние микроволнового поля

Для рассматриваемого случая начальную волновую функцию микроволнового поля выберем в виде

|Ψ(0)⟩F =
∞∑
n=0

Fn|n⟩, (3)
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где |n⟩ (n = 0, 1, 2, · · ·) — фоковские состояния поля. Весовые коэффициенты Fn для когерентного со-
стояния есть

Fn = e−n̄/2
n̄n/2√
n!
.

Решение временного уравнения Шредингера для волновой функции в момент времени t имеет вид

|Ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

(X1,n(t)|+,+, n⟩+X2,n|−,−, n+ 1⟩+X0(t)|−,−, 0⟩, (4)

где

X1,n(t) = −iFn+1

√
1 + n cos θ sin(Ωnt) + Fn sin θe

iϕ(Ωn cos(Ωnt),

X2,n(t) = −iFn
√
1 + n sin θeiϕ sin(Ωnt) + Fn+1 cos θ(Ωn cos(Ωnt),

X0(t) = cos θF0

и

Ωn =
√
n+ 1g12.

В качестве критерия перепутывания кубитов выберем согласованность. Для ее вычисления нам по-
требуется редуцированная кубит-кубитная матрица плотности. Имея явный вид временной волновой
функции (4), мы можем представить временной статистический оператор полной системы "два куби-
та+поле"как

ρQ1Q2 F (t) = |Ψ(t)⟩⟨Ψ(t)|. (5)

Редуцированный двухкубитный статистический оператор мы можем вычислить, усредняя выражение
(5) по переменным поля

ρQ1Q2
(t) = SpF ρQ1Q2 F (t). (6)

В базисе двухкубитных состояний

|+,+⟩, |+,−⟩, |−,+⟩, |−,−⟩

двухкубитному статистическому оператору соответствует матрица плотности вида

ρQ1Q2(t) =


ρ11 0 0 ρ14
0 0 0 0
0 0 0 0
ρ∗14 0 0 ρ44

 , (7)

где

ρ11(t) =
∞∑
n=0

|X1,n(t)|2, ρ44(t) =
∞∑
n=0

|X2,n(t)|2 + |X0(t)|2,

ρ14(t) =
∞∑
n=0

X2,n+1(t)X
∗
2,n(t) +X1,0(t)X0(t)|2.

Согласованность C(t), введенную Вуутерсом [7], вычисляем стандартным образом как

C(t) = max[0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4],

где λi – собственные значения в убывающем порядке эрмитовой матрицы

[
√
ρQ1Q2 ˜ρQ1Q2

√
ρQ1Q2 ]

1/2.

Здесь
ρ̃Q1Q2

= σy ⊗ σyρ
∗
Q1Q2

σy ⊗ σy,

где σy — матрица Паули.
Согласованность меняется в пределах от 0 до 1. Для сепарабельных состояний C = 0. Для пере-

путанных состояний 0 < C 6 1. Для максимально перепутанных состояний C = 1. Для двухкубитной
системы, описываемой матрицей плотности вида (7), согласованность может быть представлена простой
аналитической формулой

C(t) = 2|ρ14|. (8)
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B. Тепловое состояние микроволнового поля

Для рассматриваемого случая начальный статистический оператор для одномодового поля есть

ρF (0) =
∑
n

pn |n⟩ ⟨n| . (9)

Весовые коэффициенты в (9) равны

pn =
n̄n

(1 + n̄)
n+1 ,

где n̄ – среднее число тепловых фотонов.
В рассматриваемом случае удобно вначале найти временную волновую функцию системы для фоков-

ского начального состояния поля |n⟩ (n = 0, 1, 2, · · ·). А затем обобщить результаты на случай теплового
поля.

Для числа фотонов в моде n > 1 решение квантового уравнения Шредингера для волновой функции
в момент времени t можно представить как

|Ψ(t)⟩n = Y1,n−1|−,−n⟩+ Y2,n−1|+,+n− 1⟩+ Y3,n|−,−n+ 1⟩+ Y4,n|+,+, n⟩, (10)

где
Y1,n = cos θ cos(Ωnt), Y2,n = −i cos θ cos(Ωnt),

Y3,n = −ieiϕ sin θ sin(Ωnt), Y4,n = eiϕ sin θ cos(Ωnt).

Для числа фотонов в моде n = 0 соответствующее решение есть

|Ψ(t)⟩0 = Z1|−,−0⟩+ Z2|−,−1⟩+ Z3,n|+,+, 0⟩, (11)

где
Z1 = cos θ, Z2,n = −ieiϕ sin θ sin(g12t), Z3 = eiϕ sin θ cos(g12t).

Имея формулы (10), (11), мы можем вычислить временной статистический оператор полной системы
в случае теплового поля

ρQ1Q2 F (t) =
∞∑
n=1

pn|Ψ(t)⟩n n⟨Ψ(t)|+ p0|Ψ(t)⟩0 0⟨Ψ(t)|. (12)

Духкубитный редуцированный статистический оператор получаем, усредняя (12) по переменным
поля:

ρQ1Q2(t) = SpF ρQ1Q2 F (t). (13)

В двухкубитном базисе матрица плотности, соответствующая статистическому оператору (13), также
имеет вид (7), где

ρ11 =
∞∑
n=1

pn|Y1,n−1(t)|2 +
∞∑
n=1

pn|Y3,n(t)|2 + p0(|Z1(t)|2 + |Z2(t)|2),

ρ44 =

∞∑
n=1

pn|Y2,n−1(t)|2 +
∞∑
n=1

pn|Y4,n(t)|2 + p0|Z3(t)|2,

ρ14 =

∞∑
n=1

pnY1,n−1(t)Y
∗
4,n(t) + p0Z1(t)Z

∗
3 (t).

Согласованность для рассматриваемого случая также задается аналитической формулой (8).

2. Численное моделирование согласованности и обсуждение
результатов

На рис. 1–2 представлена временная эволюция параметра перепутывания двух джозефсоновских ку-
битов в случае, когда на область, содержащую один из кубитов и большой джозефсоновский переход,
действует одномодовое микроволновое поле в когерентном состоянии. Рисунок 1 представляет зависи-
мость согласованности для начального сепарабельного состояния кубитов |−,−⟩ (|+,+⟩) от приведенного
времени g12t для коротких и длинных временных интервалов. Вычисления показывают, что в рассмат-
риваемой модели имеет место сильная корреляция состояний двух кубитов в процессе их эволюции.
Из рис. 1, а видно, что поведение согласованности, отражающее поведение перепутывания кубитов,
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для сепарабельных состояний на коротких временах для любых средних чисел фотонов носит осцил-
ляторный характер, что соответствует процессам поглощения и испускания фотонов. Кроме того, на
коротких временах согласованность уменьшается с течением времени и обращается в нуль для неко-
торых времен. В эти моменты времени состояния двух зарядовых кубита оказываются распутанными.
При увеличении среднего числа фотонов в моде распутывание состояний кубитов поисходит на меньших
временах. На рис. 1, b представлена длинновременная эволюция согласованности для тех же сепара-
бельных состояний кубитов. Среднее число фотонов выбрано равным n̄ = 30. Из рисунка видно, что
осцилляции согласованности быстро распадаются, после чего кубиты оказываются в смешанном состо-
янии с максимальной степенью перепутывания. Через некоторое время согласованность вновь возвра-
щается в осцилляторный режим, что указывает на то, что информация о начальном состоянии возвра-
щается к кубитам от микроволнового поля. На рис. 2 представлена зависимость согласованности для
начального перепутанного состояния кубитов 1/

√
2(|−,−⟩+ eiϕ|+,+⟩) от приведенного времени g12t для

различных значений параметров модели. Рисунок 2, a показывает, как временная эволюция параметра
перепутывания зависит от относительной фазы ϕ. Для выбрвнного начального состояния кубитов на-
чальное значение согласованности для всех знвчений параметра ϕ равно единице, то есть соответствует
максимальной степени перепутывания. Поведение согласованности имеет осцилляторный характер. При
этом с течением времени степень перепутывания кубитов уменьшается. Из рисунка также видно, что
с ростом относительной фазы от 0 до π/2 наблюдается существенное увеличение скорости уменьшения
степени перепутывания. Для значения относительной фазы ϕ = π/2 состояние двух зарядовых кубитов
распутывается для некоторых определенных моментов времени. При уменьшении относительной фазы
процесс распутывания происходит для больших времен. Для значения относительной фазы ϕ = 0 зна-
чение согласованности на достаточно длительных временах остается практически равным единице, т.
е. для такого значения начальной фазы мы имеем дело с долгоживущим максимально перепутанным
состоянием кубитов. Такой результат показывает возможность использования определенных начальных
состояний кубитов для контроля и управления степенью перепутывания кубитов. На рис. 2, b показа-
на зависимость согласованности для начального перепутанного состояния кубитов 1/

√
2(|−,−⟩+ |+,+⟩)

от приведенного времени g12t для различных значений среднего числа фотонов микроволнового поля.
Хорошо видно, что увеличение среднего числа фотонов в поле приводит к уменьшению скорости зату-
хания параметра перепутывания в процессе эволюции. Таким образом, контроль и управление степенью
перепутывания кубитов могут быть осуществлены не только с помощью адекватного выбора отности-
тельной фазы, но и интенсивности микроволнового поля.

a b

Рис. 1. Зависимость согласованности C(t) от приведенного времени g12t для сепарабельного начального
состояния кубитов |+,+⟩ (|−,−⟩) и когерентного состояния микроволнового поля. Случай (a) соответ-
ствует коротким приведенным временам. Среднее число фотонов n̄ = 5 (сплошная линия), n̄ = 30 (штри-
ховая линия) и n̄ = 60 (точечная линия) . Случай (b) соответствует длинным приведенным временам.
Среднее число фотонов n̄ = 30

Fig. 1. Сoncurrence C(t) vs scaled time g12t for initial separable qubits state |+,+⟩ (|−,−⟩) and coherent
microwave field. Case (a) corresponds to short scaled times. Mean photon number n̄ = 5 (solid), n̄ = 30 (dashed)

and n̄ = 60 (dotted). Case (b) corresponds to long scaled times. Mean thermal photon number n̄ = 30

На рис. 3 представлена временная эволюция параметра перепутывания двух джозефсоновских куби-
тов в случае, когда одномодовое микроволновое поле находится в тепловом состоянии. Отметим, что в
рассмариваемом случае для кубитов, приготовленных в сепарабельных состояниях |−,−⟩ и |+,+⟩, пере-
путывание кубитов в процессе эволюции не возникает ни для каких значений среднего числа тепловых
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a b

Рис. 2. Зависимость согласованности C(t) от приведенного времени g12t для перепутанного начально-
го состояния кубитов 1/

√
2(|+,+⟩+ |−,−⟩) и когерентного состояния микроволнового поля. Случай (a)

соответствует коротким приведенным временам. Среднее число фотонов n̄ = 30. Параметр ϕ = 0 (сплош-
ная линия), ϕ = π/4 (штриховая линия) и ϕ = π/2 (точечная линия). Случай (b) соответствует длинным
приведенным временам. Среднее число фотонов n̄ = 10 (сплошная линия), n̄ = 30 (штриховая линия)
и n̄ = 60 (точечная линия)
Fig. 2. Сoncurrence C(t) vs scaled time g12t for initial entangled qubits state 1/

√
2(|+,+⟩ + |−,−⟩) and coherent

microwave field. Case (a) corresponds to short scaled times. Mean photon number n̄ = 30 Parameter ϕ = 0 (solid),
ϕ = π/4 (dashed) and ϕ = π/2 (dotted). Case (b) corresponds to long scaled times. Mean thermal photon number

n̄ = 10 (solid), n̄ = 30 (dashed) and n̄ = 60 (dotted)

a b

Рис. 3. Зависимость согласованности C(t) от приведенного времени g12t для перепутанного начального
состояния кубитов 1/

√
2(|+,+⟩ + |−,−⟩) и теплового состояния микроволнового поля. Для случая (a)

среднее число тепловых фотонов n̄ = 1 (сплошная линия, n̄ = 5 (штриховая линия) и n̄ = 20 (точечная
линия). Для случая (b) среднее число фотонов n̄ = 5. Параметр θ = π/6 (сплошная линия), θ = π/4
(штриховая линия) и θ = 5/12π (точечная линия)
Fig. 3. Сoncurrence C(t) vs scaled time g12t for initial entangled qubits state 1/

√
2(|+,+⟩ + |−,−⟩) and thermal

microwave field. For case (a) the mean thermal photon number n̄ = 1 (solid), n̄ = 5 (dashed) and n̄ = 20

(dotted). Case (b) the mean thermal photon number =̄5. Parameter θ = π/6 (solid), θ = π/4 (dashed) and
θ = 5/12π (dotted)

фотонов. Для перепутанных состояний кубитов временная эволюция согласованности не чувствительна
к изменениям относительной фазы ϕ, а зависит от среднего числа тепловых фотонов в моде и пара-
мера θ. Рисунок 3, a демонстрирует временную зависимость согласованности. Из него хорошо видно,
что с увеличением интенсивности теплового поля для изначально максимально перепутанных кубитов
максимальная степень их перепутывания в последующие моменты времени уменьшается с ростом ин-
тенсивности теплового поля. Однако следует отметить, что в отличие от модели двух кубитов, кото-
рые взаимодействуют с общим тепловым полем [20], для рассматриваемой модели кубиты сохраняют
определенную степень перепутывания даже для достаточно больших интенсивностей теплового шума.
Еще одной интересной особенностью поведения параметра перепутывания в рассматриваемой модели



68
Башкиров Е.К. Перепутывание двух сверхпроводящих зарядовых кубитов
Bashkirov E.K. Entanglement between two superconducting charge qubits

является отсутствие паразитного эффекта мгновенной смерти перепутывания [21] для любой интенсивн-
сти теплового поля. На рис. 3, b показана временная зависимость согласованности для фиксированного
среднего числа фотонов n̄ = 5 и различных значений параметра θ, определяющего начальную степень
перепутывания кубитов. Из рисунка видно, что для значений параметра θ вблизи значения θ = π/4,
соответствующего максимальному начальному перепутыванию, существенно отличаются только началь-
ные значения согласованности. В процессе эволюции различия в значениях параметра перепутывания
сглаживаются. Такие различия в поведении согласованности имеют место только при приближении па-
раметра θ к нулю (нулевому значению соответствует сепарабельное состояние |−,−⟩) или к значению
θ = π/2 (этому значению θ соответствует сепарабельное состояние |+,+⟩). Для сепарабельных состоя-
ний, как уже отмечалось выше, перепутывания состояний кубитов в процессе эволюции не возникает.

Выводы

Таким образом, в данной статье нами была найдена точная динамика системы, состоящей из двух
идентичных зарядовых кубитов, соединенных большим джозефсоновским переходом. Рассмотрен случай,
когда на один из кубитов и большой джозефсоновский переход действует одномодовое микроволновое
поле в когерентном или тепловом состоянии. На основе точного решения уравнения эволюции найде-
на временная матрица плотности рассматриваемой системы. Полученное явное выражение для полной
матрицы плотности использовано для вычисления критерия перепутывания кубитов для начальных се-
парабельных и перепутанных состояний кубитов. В качестве количественного критерия перепутывания
кубитов выбрана согласованность. Результаты численного моделирования временного поведения согласо-
ванности показали, что на коротких временах состояния двух зарядовых кубитов оказываются распутан-
ными для некоторых выделенных моментов времени. На длинных временах кубиты вновь оказываются в
состоянии с максимальной степенью перепутывания. Для начальных сепарабельных состояний кубитов в
случае теплового поля перепутывания кубитов не возникает в процессе эволюции. Для начальных пере-
путанных состояний кубитов в случае когерентного поля показано, что при уменьшении относительной
фазы процесс распутывания состояний кубитов происходит существенно быстрее. Для значения отно-
сительной фазы ϕ = 0 реализуются долгоживущие перепутанные состояния, для которых начальная
степень перепутывания остается постоянной. Наиболее интересными результатами для перепутанного
начального состояния кубитов и теплового поля является то, что кубиты сохраняют опеределенную
степень перепутывания даже для больших интенсивностей теплового шума. Еще одной интересной осо-
бенностью поведения параметра перепутывания в рассматриваемой модели является отсутствие эффекта
мгновенной смерти перепутывания [21] для любой интенсивности теплового поля.

В результате показано, что, выбирая определенным образом тип состояния микроволного поля, сред-
нее число фотонов и начальные состояния кубитов, мы можем контролировать и управлять эволюцией
кубитов, а также степенью их перепутывания. Полученные в работе результаты могут быть использо-
ваны в области квантовой обработки информации.
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ENTANGLEMENT BETWEEN TWO SUPERCONDUCTING CHARGE
QUBITS

ABSTRACT
In this paper, we investigated the dynamics of entanglement of two identical charge qubits with Josephson

junctions in the case when one of the qubits is exposed to a microwave field in a coherent or thermal state.
We have found the exact solution of the quantum time equation of evolution of the system under consideration
for the statistical operator in the case of initial separable and entangled states of qubits. The exact solution
for the complete statistical operator is used to calculate the qubit entanglement criterion - concurrence. The
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results of numerical simulation of the time dependence of the concurrence in the case of the coherent field
showed that, with a certain choice of model parameters, the system can realize long-lived entangled states.
It is also shown that for the thermal state of the field and the entangled initial state of qubits, the qubits
retain a certain degree of entanglement during evolution even in the case of very intensive fields. In this
case, for any intensities of thermal noise, there is no effect of the sudden death of entanglement.

Key words: charge qubits; microwave field; coherent state; thermal state; entanglement; concurrence;
sudden death of entanglement.
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Введение
Одной из наиболее изученных модельных систем в квантовой оптике является двухуровневый атом,

взаимодействующий с выделенной модой электромагнитного поля резонатора без потерь. Эта предель-
но простая квантовая система имеет тем не менее нетривиальную квантовую динамику, описываемую
гамильтонианом Джейнса — Каммингса [1]. Экспериментальная реализация такой модели на микровол-
новых частотах позволила наблюдать все основные эффекты квантовой оптики, такие как коллапс и
восстановлеие осцилляций Раби, сжатие и антипуассоновскую статистику поля, резонаторы и др. [2].
Многоатомное расширение модели также часто называют моделью Тависа — Каммингса. Новый им-
пульс к изучению модели Джейнса — Каммингса и ее обобщений, в частности многоатомной модели
Джейнса — Каммингса, связан с ее использованием в квантовой информатике, а именно для описа-
ния динамики сверхпроводящих колец с джозефсоновскими переходами, примесных спинов и других
искусственных атомов в резонаторах [3–9]. Такие искусственные атомы могут использоваться в качестве
логических элементов квантовых компьютеров и квантовых сетей. Поля резонаторов при этом исполь-
зуются для генерации, контроля и управления перепутанными состояниями сверхпроводящих кубитов и
других искусственных атомов. В этой связи представляет большой интерес исследовать случай, когда ре-
зонатор, с которым связан кубит, обладает нелинейностью, вызывая неэквидистантность энергетических
уровней поля резонатора. Кубиты в нелинейном резонаторе описываются нелинейным гамильтонианом
многоатомной модели Джейнса — Каммингса. Включение нелинейности значительно обогащает физи-
ку системы, позволяя, в частности, значительно более эффективно использовать поле резонатора для
управления степенью перепутывания кубитов. Динамика кубитов в нелинейных резонаторах активно ис-
следовалась в последнее время в большом количестве теоретических и экспериментальных работ [10–17].
В частности, в работе П. Бертета с соавторами [18] теоретически и экспериментально изучена динами-
ка сверхпроводящего кубита в резонаторе с нелинейностями третьего и пятого порядка. Представляет
интерес обобщить указанную модель на случай двух кубитов в неидеальном резонаторе. В настоящей
статье нами исследована динамика перепутывания двух сверхпроводящих кубитов, взаимодействующих
с полем идеального нелинейного комланарного резонатора в рамках нелинейной двукубитной модели
Тависа — Каммингса.

1. Модель и точное решение квантового уравнения Лиувилля
Рассмотрим систему, состоящую из двух джозефсоновских сверхпроводящих кубитов, вставленых в

середине линии передачи компланарного резонатора. Джозефсоновские кубиты могут рассматриваться
с электротехнической точки зрения как сосредоточенная бездиссипативная нелинейная индуктивность.
В результате модовая структура резонатора глубоко модифицируется. В пределе, когда частоты управ-
ляющих сигналов генерируют гармоники, резонансные с высшими модами резонатора, резонатор можно
аппроксимировать только одной нелинейной модой. В этом случае, следуя работе [18], запишем гамиль-
тониан нашей системы в резонансном приближении в виде

H = ~γ
2∑
i=1

(a+σ−
i + σ+

i a)−Ka+2a2 − K̃a+3a3, (1)

где a+ (a ) – оператор рождения (уничтожения) фотонов резонаторной моды поля, σ+
i и σ− – по-

вышающий и понижающий оператор в i-м кубите и γ – константа взаимодействия кубитов с полем
резонатора и K и K̃ – константы нелинейности соответственно третьего (постоянная Керра) и пятого
порядка, имеющие вид

K =
πp3ωrZe

2

h
,

K̃ =
2K2(9− 10p)

3pωr
.

Здесь ωr = 1/
√
LC, где Lt – полная индуктивность системы, равная Lt = Lq + Lc, где = Lq и Lc –

индуктивности кубитов и резонатора соответственно и p = Lq/Lt. Z – импеданс резонатора.
В частности, в работе П. Бертета с соавторами [18] рассматриваемая модель была реализована со

следующими параметрами в Гц

K

2π
≈ 7 · 105, ωr

2π
≈ 6 · 109, γ

2π
≈ 4 · 107.

Таким образом, отношение константы нелинейности третьего порядка к константе кубит-полевого вза-
имодействия составляло K/g ≈ 2 · 10−2. Константа K̃ в работе [18] не измерялась. Проведем оценку
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возможных значений константы нелинейности пятого порядка. Индуктивности сверхпроводящих куби-
тов лежат в интервале от 1 до 10 нГн, а индуктивности компланарных резонатов в интервале от 100
до 1000 нГн. Тогда значения безрамерного параметра p лежат в интервале от 0.001 до 0.1. В резуль-
тате для минимального значения параметра p отношение констант пятого и третьего порядков K̃/K
может достигать значений порядка 10−2.

Обозначим через | +⟩i и | −⟩i возбужденное и основное состояние i-го кубита. Выберем в качестве
начальных состояний подсистемы кубитов сепарабельные состояния вида

|Ψ(0)⟩Q1Q2 = |+,−⟩, (2)

|Ψ(0)⟩Q1Q2 = |+,+⟩, (3)

а также перепутанные состояния вида

|Ψ(0)⟩Q1Q2 = cos θ|+,−⟩+ sin θ|+,−⟩, (4)

где параметр θ определяет начальную степень перепутывания кубитов.
В качестве начального состояния поля резонатора выберем фоковские состояния вида

|Ψ(0)⟩F = |n⟩ (n = 0, 1, 2, · · ·),

где n – число фотонов в резонаторной моде.
Для исследования динамики перепутывания кубитов найдем вначале временную волновую функцию

системы для фоковского начального состояния поля. Для это необходимо решить квантовое уравнение
Шрёдингера

ı
∂|Ψ(t)⟩
∂t

= [H, |Ψ(t)⟩ (5)

с начальным условием
Ψ(0)⟩ = |Ψ(0)⟩Q1Q2 |Ψ(0)⟩F .

Решение уравнения (5) будем искать в виде

|Ψ(t)⟩n = X1,n(t)|−,−, n+ 2⟩+X2,n(t)|+,−, n+ 1⟩+X3,n(t)|−,+, n+ 1⟩+

+X4,n(t)|+,+, n⟩. (6)

Для коэффициентов Xi из (6) получаем уравнения

i ˙X1,n(t) = −µn(n+ 2)(n+ 1)X1,n(t)− χ(n+ 2)(n+ 1)X1,n(t) +
√
n+ 2X2,n(t) +

√
n+ 2X3,n(t),

i ˙X2,n(t) =
√
n+ 2X1,n(t)− µn(n+ 1)(n− 1)X2,n(t)− χ(n+ 1)nX2,n(t) +

√
n+ 1X4,n(t),

i ˙X3,n(t) =
√
n+ 2X1,n1(t)− µn(n+ 1)(n− 1)X3,n(t)− χ(n+ 1)nX3,n(t) +

√
n+ 1X4,n(t),

i ˙X4,n(t) =
√
n+ 1X2,n(t) +

√
n+ 1X3,n(t)− µn(n− 2)(n− 1)X4,n(t)− χn(n− 1)X4,n(t). (7)

Решение системы уравнений (7) имеет чрезвычайно громоздкий вид. Поэтому мы ограничимся в даль-
нейшем численным решением.

Имея явный вид временной волновой функции системы (6), мы можем вычислить параметр перепу-
тывания кубитов – отрицательность. Для этого необходимо найти редуцированную двухкубитную мат-
рицу плотности. Найдем вначале временную матрицу плотности полной системы "два кубита+мода по-
ля"стандартным для чистых состояний образом

ρn(t) = |Ψ(t)⟩n n⟨Ψ(t)|. (8)

Редуцированную матрицу плотности двух кубитов мы можем вычислить, усредняя (8) по переменным
поля

ρn,qubit−qubit(t) = SpF ρn(t).

Перейдем к вычислению критерия перепутывания кубитов.

2. Вычисление отрицательности и обсуждение результатов
Определим отрицательность для двух кубитов стандартным образом [19; 20]

N(t) = −2
∑
k

w−
k , (9)

где w−
k – отрицательные собственные значения частично транспонированной по переменным одного ку-

бита редуцированной двухкубитной матрицы плотности. Для неперепутанных состояний N = 0. Для
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перепутанных состояний 0 < N 6 1. Максимальной степени перепутывания соответствует значение N =
= 1.

Для сепарабельных начальных состояний кубитов (2) и (3) и перепутанного состояния (4) двухку-
битная редуцированная матрица плотности имеет вид

ρn,qubit−qubit(t)(t) =


ρn,11 0 0 0
0 ρn,22 ρn,23 0
0 ρ∗n,23 ρn,33 0
0 0 0 ρn,44

 . (10)

Матричные элементы (10) для начальных состояний (2)–(4) имеют вид

ρn,11(t) = |X1,n(t)|2, ρn,22(t) = |X2,n(t)|2, ρ33(t) = |X3,n(t)|2,

ρn,44(t) = |X4,n(t)|2, ρn,23(t) = X2,n(t)X
∗
3,n(t).

Частично транспонированная по переменным одного кубита редуцированная матрица плотности ку-
битов для (10) может быть представлена в виде

ρT1

n,qubit−qubit(t) =


ρn,11 0 0 ρ∗n,23
0 ρn,22 0 0
0 0 ρn,33 0

ρn,23 0 0 ρn,44

 . (11)

Матрица (11) имеет всего одно собственное значение, которое может быть отрицательным. В резуль-
тате отрицательность (9) может быть записана как

N(t) =
√

(ρn,44 − ρn,11)2 + 4 · |ρn,23|2 − ρn,11 − ρn,44.

a b

Рис. 1. Зависимость отрицательностей N(t) от приведенного времени gt для начального состояния
кубитов |+,−⟩. Число фотонов в моде n = 2. Значения нелинейностей χ = µ = 0 (сплошная линия)
и χ = 0.1, µ = 0 (штриховая линия) (а) и χ = µ = 0 (сплошная линия) и χ = 0, µ = 0.1 (штриховая

линия) (b)
Fig. 1. The negative dependence N(t) on the time gt for the initial state of qubits |+,−⟩. Number of photons in

mode n = 2. Mode of nonlinearities χ = µ = 0 (solid line) and χ = 0.1, µ = 0 (dashed line) (a) and χ = µ = 0

(solid line) and χ = 0, µ = 0.1 (dashed line) (b)

Результаты компьютерного моделирования временной зависимости отрицательностей N(t) для на-
чального состояния кубитов |+,−⟩ и различных значений параметров нелинейности χ и µ представлены
на рис. 1, a, b и рис. 2, a. Число фотонов в резонаторной моде для этих графиков и всех последу-
ющих выбрано равным n = 2. Из графиков хорошо видно, что при включении нелинейности степень
перепутывания кубитов резко возрастает, достигая для некоторых времен максимального значения N =
= 1. Интересно отметить, что такое поведение параметра перепутывания кубитов характерно для любых
значений параметров нелинейности. При этом при увеличении параметров нелинейности времена, для
которых отрицательность достигает максимального значения, уменьшаются в случае фоковских состоя-
ний поля резонатора. Например, для значений параметров нелинейностей, достигнутых в эксперименте
П. Бертета с соавторами [18] (χ = 0.02, µ = 0), время, для которого наблюдается первый максимум
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a b

Рис. 2. Зависимость отрицательностей N(t) от приведенного времени gt для начального состояния
кубитов |+,+⟩ (а) и перепутанного состояния 1/

√
2(|+,−⟩+ |−,+⟩ (b). Число фотонов в моде n = 2

(a) и n = 10 (b). Значения нелинейностей χ = 1, µ = 0 (сплошная линия) и χ = 0, µ = 0.5 (штриховая
линия) (a) и χ = µ = 0 (сплошная линия), χ = 1, µ = 0 (штриховая линия) и χ = 0, µ = 0.2 (точечная

линия)
Fig. 2. The negative dependence N(t) on the time gt for the initial state of qubits |+,+⟩ (a) and entangled
state 1/

√
2(|+,−⟩ + |−,+⟩ (b). Number of photons in mode n = 2 and n = 10 (b). Meaning of non-linearity

χ = 1, µ = 0 (solid line) and χ = 0, µ = 0.5 (dashed line) (a) and χ = µ = 0 (solid line), χ = 1, µ = 0 (dashed
line) and χ = 0, µ = 0.2 (dotted line)

отрицательности, составляет t ≈ 450 g, что значительно превосходит время когерентности в рассмат-
риваемых системах кубитов в резонаторе. Таким образом, для наблюдения предсказываемого эффекта
необходимо добиться экспериментально увеличения параметров нелинейностей более, чем на порядок.
В силу вышесказанного численное моделирование временного поведения отрицательности проводилось
для таких значений параметров нелинейности. Заметим также, что с увеличением числа фотонов в
резонаторной моде времена, для которых наблюдаются максимумы отрицательности, увеличиваются.

На рис. 2, a представлена временная зависимость отрицательности от приведенного времени gt для
начального состояния кубитов |+,+,−⟩ и различных значений параметров нелинейности. Заметим, что
в отсутствие нелинейности резонатора для такого начального состояния кубитов перепутывание не воз-
никает ни для каких начальных состояний кубитов [21]. При учете нелинейности появляется перепуты-
вание кубитов. Расчеты показывают, что зависимость максимальной степени перепутывания кубитов от
нелинейности третьего порядка χ немонотонная. В интервале значений безразмерного параметра нели-
нейности 0 < χ < 1 с увеличением нелинейности χ максимальная степень перепутывания кубитов растет,
а для χ > 1, наоборот, уменьшается. Для нелинейности пятого порядка µ ситуация иная. С увеличением
параметра µ растет и максимальная степень перепутывания кубитов, достигая максимальных значений
при µ > 5. На рис. 2, b показана временная зависимость отрицательности от приведенного времени gt
для начального перепутанного состояния кубитов (4) при θ = π/4 и различных значений параметров
нелинейности. Число фотонов в моде равно n = 10. Для выбранного начального состояния кубитов нели-
нейности третьего и пятого порядков приводят к уменьшению амплитуд колебаний отрицательности и,
соответственно, к стабилизации перепутывания кубитов в резонаторе. Кроме того, они способствуют
исчезновению эффекта мгновенной смерти перепутыавния кубитов, т. е. исчезновению перепутывания
кубитов на временах меньших времени декогеренции [22; 23]. Описанные эффекты характерны для состо-
яний поля с большим числом фотонов. Для малых чисел фотонов влияние нелинейностей на поведение
отрицательности незначительно.

Выводы

Таким образом, в данной статье мы рассмотрели динамику системы, состоящей из двух идентичных
кубитов, взаимодействующих с модой поля идеального резонатора с нелинейностямя третьего и пятого
порядков. Для количественной оценки меры перепутывания кубитов использовалась отрицательность.
Вычисления отрицательности произведены для сепарабельных и белловских начальных состояний куби-
тов и фоковского состояния поля резонатора. Показано, что для сепарабельного состояния |+,−⟩ учет
нелинейностей как третьего, так и пятого порядков приводит к существенному увеличению степени пе-
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репутывания кубитов. Хорошо известно, что для резонансной модели Тависа — Каммингса в случае
начального состояния |+,+⟩ перепутывание состояний кубитов не возникает ни для каких начальных
состояний поля резонатора [21]. При включении нелинейности резонатора возможно перепутывание ку-
битов в процессе их дальнейшей эволюции. Для фоковских состояний поля резонатора расчеты пока-
зывают, что для малых значений безразмерного параметра нелинейности третьего порядка χ < 1 увели-
чение параметра нелинейности приводит к увеличению максимальной степени перепутывания кубитов,
а для больших значений безразмерного параметра нелинейности χ > 1 имеет место обратная зависи-
мость. С увеличением безразмерного параметра нелинейности пятого порядка µ растет максимальная
степень перепутывания кубитов, достигая максимальных значений при µ > 5. Для белловского началь-
ного перепутанного состояния кубитов (4) учет нелинейностей третьего и пятого порядков приводит
к уменьшению амплитуд колебаний отрицательности и, соответственно, к стабилизации перепутывания
кубитов в резонаторе. Наличие нелинейностей способствуют также исчезновению эффекта мгновенной
смерти перепутывания кубитов. Указанные эффекты проявляются заметным образом лишь для состоя-
ний поля с большим числом фотонов. Для малых чисел фотонов влияние нелинейностей на поведение
отрицательности незначительно.
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