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Аннотация. Актуальность и цели. Разработку математических моделей сложных 

объектов принято сопровождать анализом их допустимости с привлечением как стро-
гих формальных критериев и процедур, так и различных эвристических приемов. Это 
касается моделей любых типов, в том числе регрессионных. Целью исследования яв-
ляется разработка алгоритмического способа идентификации параметров кусочно-ли-
нейной регрессионной модели Леонтьева, обладающей максимальным числом допу-
стимых ошибок аппроксимации. Это число может являться одним из критериев оценки 
адекватности (допустимости) регрессионных моделей. Материалы и методы. Для до-
стижения поставленной цели применялся математический аппарат решения задач ли-
нейно-булева программирования. Результаты. Сформулированная задача сведена  
к задаче линейно-булева программирования приемлемой для реальных объектов раз-
мерности. Выводы. Описанный в работе подход позволяет обеспечить требуемый уро-
вень допустимости ошибок аппроксимации кусочно-линейной регрессионной модели. 
Построена адекватная регрессионная модель алюминиевой промышленности Россий-
ской Федерации. 
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Abstract. Background. The development of mathematical models of complex objects is 

usually accompanied by an analysis of their admissibility using both strict formal criteria and 
procedures, and various heuristic techniques. This applies to models of any type, including 
regression. The aim of the study is to develop an algorithmic method for identifying param-
eters of the Leontiev piecewise linear regression model with the maximum number of admis-
sible approximation errors. This number can be one of the criteria for assessing the adequacy 
(admissibility) of regression models. Materials and methods. To achieve the stated goal, the 
mathematical apparatus for solving linear Boolean programming problems was used. Results. 
The formulated problem is reduced to a linear Boolean programming problem of a dimension 
acceptable for real objects. Conclusions. The approach described in the work allows for an 
acceptable level of admissibility of approximation errors in a piecewise linear regression 
model. An adequate regression model of the aluminum industry of the Russian Federation 
has been constructed. 
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Введение 
Разработку математических моделей сложных объектов принято сопро-

вождать анализом их допустимости с привлечением как строгих формальных 
критериев и процедур, так и различных эвристических приемов. Это касается 
моделей любых типов, в том числе регрессионных. Так, в работе [1] исследу-
ется широкое кластерное решение и показывается, что оно не является допу-
стимым в некоторых моделях транспортных потоков. Для тех же моделей 
транспортных потоков, которые допускают такое решение, подробно обсуж-
дается взаимосвязь между двумя важными параметрами управления и крити-
ческими плотностями, которые разделяют равновесное решение на устойчи-
вые и неустойчивые области. В работе [2] рассматриваются проблемы асимп-
тотической устойчивости, экспоненциальной устойчивости и допустимости 
для математической модели сингулярных систем с постоянным запаздыва-
нием. При этом сингулярная система преобразуется в нейтральную дифферен-
циальную систему. Получены некоторые достаточные условия устойчивости 
и допустимости решений новой нейтральной дифференциальной системы  
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с использованием интегральных неравенств, техники линейных матричных не-
равенств и содержательных функционалов Ляпунова – Красовского. В статье 
[3] рассматривается проблема асинхронной допустимости и обнаружения не-
исправностей для неявных марковских коммутационных систем с переменной 
задержкой в рамках скрытой модели. Основная цель – разработать асинхрон-
ный фильтр, чтобы такая система была стохастически допустимой (включая 
регулярную, безымпульсную и стохастически устойчивую допустимость)  
и имела приемлемое значение индекса производительности. Исследование [4] 
посвящено анализу восприятия студентами-математиками допустимости вы-
водов, основанных на графических рассуждениях для доказательств исчисле-
ния. В работе [5] отмечается, что в иерархическом байесовском моделировании  
нормальных средних предварительную спецификацию обычно завершают, вы-
бирая постоянную предварительную плотность для немоделируемых гиперпа-
раметров (например, дисперсий и средних наивысшего уровня). При этом 
иерархические априорные вероятности для нормальных средних классифици-
руются с точки зрения допустимости и приемлемости результирующих оценок 
для довольно общего сценария.  

В работе [6] рассматривается проблема допустимости среднего квадрата 
для класса стохастических сингулярных систем с переключением Пуассона. 
Доказывается эквивалентность между допустимостью среднего квадрата  
и надежной допустимостью детерминированной системы, что является рас-
ширением результата в этом случае. В исследовании [7] предлагается новое 
понятие допустимости в математическом моделировании финансовых рынков.  
Для функций полезности предлагается выделять минимальный набор простых 
стратегий при условиях, которые являются более мягкими, чем известное 
асимптотическое условие эластичности.  

В статье [8] исследуется допустмость в двумерных сингулярных непре-
рывно-дискретных линейных системах, описываемых моделью Роессера. Вы-
ведены достаточные условия для существования контроллера обратной связи 
по состоянию, который гарантирует, что замкнутые системы являются допу-
стимыми и надежно допустимыми. В исследовании [9] изучается модель ли-
нейной регрессии Гаусса (с неизвестными средним значением и дисперсией). 
Показывается, что стандартный доверительный набор для одного или двух ко-
эффициентов регрессии допустим в смысле Джоши, что имеет важные послед-
ствия для производительности современных процедур вывода после выбора 
модели, особенно в ситуациях, когда число параметров больше длины вы-
борки.  

В работах [10, 11] используется понятие допустимой регрессионной  
модели – ее параметры должны быть согласованы с содержательным смыслом 
переменных, т.е. иметь соответствующие ему знаки, и, кроме того, значения 
критериев адекватности должны попадать в заданные диапазоны. К этим кри-
териям, в частности, относятся: критерии Стьюдента, Фишера, множественной 
детерминации, смещения, Дарбина – Уотсона, Белсли – Ку – Велша, значения 
инфляционных факторов (для выявления мультиколлинеарности) и многие 
другие. 

Интересные результаты, связанные с анализом допустимости математи-
ческих моделей сложных систем, получены в работах [12] (анализ допустимо-
сти упрощения модели управления с запаздыванием при ее идентификации), 
[13] (задачи проверки допустимости и устранения особенностей входов арифме-
тических выражений на основе эквивалентных преобразований представляющих 
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их полиномов), [14] (исследование допустимости равновесного моделирова-
ния необратимых процессов, явлений деградации и самоорганизации), [15] 
(проблемы алгоритмического распознавания допустимых правил вывода во 
временных многоагентных логиках), [16] (cинтез ограниченных локально до-
пустимых управлений динамического объекта, заданного стационарным нели-
нейным разностным оператором). 

Целью настоящей работы является разработка алгоритмического спосо-
ба идентификации параметров кусочно-линейной регрессионной модели Ле-
онтьева, обладающей максимальным числом допустимых ошибок аппрокси-
мации. 

Материалы и методы 

Рассмотрим кусочно-линейную регрессионную модель (функцию) Леон-
тьева (см., например, [17–19]): 

1 1 2 2min{ , ,..., } , 1, ,k k k m km ky a x a x a x k n= + ε =    (1) 

где y  – зависимая переменная; , 1,ix i m=  – независимые переменные; 
, 1,ia i m= – оцениваемые параметры; , 1,k k nε = – ошибки аппроксимации; n – 

количество наблюдений (длина выборки данных). Все переменные в (1) детер-
минированы. 

Модель (1) характерна в первую очередь тем, что значение выходной пе-
ременной определяется значением входного фактора, на котором сработал ми-
нимум, при этом увеличение других переменных не приводит к росту выход-
ной переменной. 

В работе [17] показано, что если определение оценок параметров модели 
(1) осуществляется по методу наименьших модулей (МНМ), т.е. минимиза-
цией функции потерь 

1
( ) | |,

n

k
k

J a
=

= ε     (2) 

то эту задачу можно свести к задаче линейно-булева программирования (ЛБП). 
Действительно, введем следующие обозначения: 

, 0,
0 в противном случае,

k k
ku

ε ε >
= 


 

, 0,
0 в противном случае,

k k
kv

−ε ε <
= 


 

1, если минимум в (1) для -го наблюдения достигнут
на -й компоненте,
0 в противном случае,

ki

k
i


σ = 



 

1 1 2 2min{ , ,..., } , 1, .k k k m km kz a x a x a x k n= + ε =  

Легко видеть, что справедливы равенства: 
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, , 0, 1, .k k k k k k k ku v u v u v k nε = − ε = + = =  

Таким образом, задача минимизации функции (2) сводится к следующей 
задаче ЛБП: 

1 1
( ) min,

n m

k k i
k i

u v a
= =

+ + ρ →      (3) 

, 1, ,k k k kz u v y k n+ − = =     (4) 

, 1, , 1, ,k i kiz a x k n i m≤ = =     (5) 

M M, 1, , 1, ,i ki k kia x z k n i m− + σ ≤ = =    (6) 

1
1, 1, ,

m

ki
i

k n
=

σ = =     (7) 

{0,1}, 1, , 1, ,ki k n i mσ ∈ = =     (8) 

0, 0, 1, .k ku v k n≥ ≥ =     (9) 

Здесь М и ρ  – заданные большая и малая положительные константы. 
Второе слагаемое в целевой функции (3) обеспечивает единственность реше-
ния задачи (3)–(9) [18, 19]. 

Пусть в качестве одного из критериев допустимости модели (1) выде-
лено число ошибок аппроксимации, не превышающих некоторый заданный 
уровень d. Поставим задачу максимизации этого критерия для кусочно-линей-
ной регрессии (1). 

Результаты и обсуждение 

Формально эта задача может быть поставлена следующим образом. 
Сформируем множество S: 

{ {1,2,... } }.kS k n d= ∈ ε ≤  

Тогда задача максимизации числа допустимых ошибок аппроксимации 
для кусочно-линейной регрессии (1) может быть поставлена следующим об-
разом: 

max,S →     (10) 

где |S| – число элементов в множестве S. 
Для решения задачи (10) применим прием, использованный в работе [20] 

при решении задачи максимизации числа допустимых ошибок аппроксимации 
линейной регрессионной модели. 

Сформируем ограничения: 

M M + , 1, ,k k ku v d k n+ + δ ≤ =    (11) 

{0,1}, 1, .k k nδ ∈ =     (12) 
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Тогда задача (10) сводится к задаче ЛБП с ограничениями (4)–(9), (11), 
(12) и целевой функцией 

1
1 1 1

( ) min,
n n m

k k k i
k k i

u v a
= = =

− δ + ρ + + ρ →     (13) 

где 1ρ  – малая положительная константа. 
Эта задача имеет ( )4 1n m n+ +  переменных, из которых ( 1)n m + – бу-

левы, и 2 ( 1) 1n m + +  ограничений, не считая условий неотрицательности. 
Применим описанный выше алгоритмический способ для построения 

кусочно-линейной модели алюминиевой промышленности Российской Феде-
рации. Введем следующие обозначения: 

y  – производство первичного алюминия, тыс. т; 

1x  – производство глинозема, тыс. т; 

2x  – добыча бокситов, млн т. 
В табл. 1 приведены значения выделенных показателей за 2007–2023 гг. 

[21–25]. 

Таблица 1 

Исходные данные для моделирования 

y  
1x  2x  

4,202 11,347 18,5 
4,424 11,317 19,1 
3,946 7,278 11,3 
4,083 7,84 11,8 
4,123 8,154 13,5 
4,173 7,477 12,4 
3,857 7,31 11,9 
3,601 7,253 12,1 
3,645 7,402 12,1 
3,685 7,536 12,2 
3,707 7,773 11,6 
3,753 7,774 13,9 
3,757 7,858 16,1 
3,755 8,182 14,8 
3,764 8,304 15 
3,835 5,953 12,3 
3,848 5,134 13,4 

 
Будем строить модель 

1 1 2 2min{ , } , 1,17.k k k ky a x a x k= + ε =    (14) 

Вначале построим ее с помощью МНМ путем решения задачи ЛБП (3)–(9): 

1 2min{0,49 ,0,32 } , 1,17,k k k ky x x k= + ε =    (15) 

7 ,107,U =  
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где 
17 17

1 1
( ).k k k

k k
U u v

= =

= ε = +   

Анализ модулей ошибок аппроксимации модели (15) показывает, что 
они располагаются на отрезке [0, 1,34]. Зададим допустимый уровень ошибок 𝑑 = 0,2. Ему соответствуют 7 ошибок модели из 17, т.е. |S| = 7. Попытаемся 
увеличить это значение путем решения задачи ЛБП (4)–(9), (11), (12), (13).  
В результате получим модель 

1 2min{0,5 ,0,3 } , 1,17,k k k ky x x k= + ε =    (16) 

7,349, 9.U S= =  

Таким образом, при некотором росте (на 0,242, или на 3,4 %) суммы мо-
дулей ошибок модель (16) обладает девятью (увеличение на 2, или на 28,6 %) до-
пустимыми значениями ошибок. При этом сами оценки параметров измени-
лись весьма незначительно. 

Заметим, что время решения задачи ЛБП (4)–(9), (11), (12), (13) с помо-
щью специализированной программы LPsolve, размещенной в сети Интернет 
в свободном доступе, составило 0,5 с. 

Заключение 
В работе предложен алгоритмический способ максимизации числа допу-

стимых модулей ошибок аппроксимации кусочно-линейной регрессионной 
модели, сводящийся к решению задачи линейно-булева программирования 
приемлемой для реальных объектов размерности. Построена кусочно-линей-
ной модель алюминиевой промышленности Российской Федерации, в которой 
в качестве независимых переменных задействованы объемы производства гли-
нозема и добычи бокситов. 
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