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Аннотация: В работе исследованы квантовые характеристики широко используемого 
полупроводника арсенида галлия в современной перспективной области 
микроэлектроники. Для уровней энергии в треугольной потенциальной яме получены 
аналитические выражения с применением нулей функции Эйри. Кроме того, методом 
степенных рядов решено соответствующее уравнение Шрёдингера с этой 
потенциальной функцией и вычислены, как энергетический спектр нижних уровней, 
так и соответствующие волновые функции. Обнаружено удовлетворительное согласие 
значений энергетических уровней, полученных в обоих подходах, но отмечена 
перспективность расчетов квантовых характеристик непосредственно по уравнению 
Шрёдингера. Решение уравнения Шрёдингера ищется в виде линейной комбинации 
двух линейно независимых решений в виде степенных рядов. Коэффициенты этой 
линейной комбинации зависят от полной энергии как параметра. Учет граничных 
условий на границе отрезка интегрирования приводят к линейной алгебраической 
системе уравнений для этих коэффициентов. Нетривиальные решения этой системы 
определяют, как спектр энергий, так и соответствующие волновые функции. Из-за 
резкой зависимости уровней энергии от вида волновых функций необходим 
тщательный выбор граничных точек, а также числа членов в рядах волновых функций. 
Оптимальные значения указанных подгоночных параметров позволяют получить 
значения уровней энергии с высокой желаемой точностью.  
Ключевые слова: гетероструктуры, компьютерное моделирование, уравнение 
Шрёдингера, арсенид галлия, энергетический спектр, волновые функции, метод 
степенных рядов, функция Эйри. 
 

В последние несколько десятилетий во всем мире ведутся 
интенсивные теоретические и экспериментальные исследования 
микроскопических гетероструктур с целью создания приборов и 
устройств, которые станут элементами больших интегральных схем, 
способных с высокой скоростью перерабатывать и хранить огромные 
объёмы информации и составят основу нового поколения электронных и 
оптоэлектронных машин [1-8]. Наиболее удачной парой для наращивания 
квантовых ям является полупроводник GaAs  арсенид галлия и твердый 
раствор 1x xAl Ga As , в котором часть атомов галлия замещена атомами 
алюминия. Величина x  есть доля атомов галлия, замещенных атомами 
алюминия. Обычно x  изменяется от 0,15 до 0,35. Ширина запрещенной 
зоны в арсениде галлия составляет 1,5 эВ, а в твердом растворе 1x xAl Ga As  
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она растет с ростом x  и при x = 1 ширина равна 2,2 эВ [1]. Для 
теоретического описания движения электронов в арсениде галлия 
применяется уравнение Шрёдингера с треугольной потенциальной ямой 
[1]: 
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Таким образом, в области 0x   электрон движется в однородном 
электрическом поле с напряженностью E , а в начале координат имеется 
бесконечно высокая отражающая стенка, то есть имеется треугольная 
потенциальная яма ( )V x . Тогда соответствующее уравнение Шрёдингера в 
атомной системе единиц ( 1m e   ) (см., например, [9]) запишется в 
виде: 
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с граничными условиями: 
 (0) 0, ( ) 0    . (2б) 
функция ( )V x  образует треугольную потенциальную яму и является 
функцией разрывной. Значения параметров leftR  и rightR  можно оценить из 

асимптотик функции Эйри при x ¥ . Эти параметры представляют 
левые и правые краевые точки интервала интегрируемости уравнения 
Шредингера в виде степенных рядов. Их конкретные значения, как и 
параметр числа членов в степенных рядах, определяются методом их 
вариации, при которых значения уровней энергии практически не 
изменяются. В наших расчетах эти оптимальные значения равны  

leftR = -0,2810-26. rightR = 13,5, а число членов ряда находится в области  

150-200. При этом согласно вариационному принципу значения 
полученных уровней энергии будут собственными значениями краевой 
задачи (2а), (2б) с точностью 10-5. Уравнение (2а), (2б) решаем с 
применением обобщенных степенных рядов [10] при помощи 
разработанной компьютерной программы [11]. В Таблице 1 представлен 
вычисленный спектр энергий уравнения Шрёдингера (2а), (2б), 
полученный с помощью разработанной программы EWA [11], в атомных 
единицах энергии (а.е.э.) в первой колонке, и для удобства в практических 
единицах энергии во второй колонке. 

Волновые функции ( )n x  получены в виде степенных рядов. Для 
получения уровней энергии с высокой точностью требуются волновые 
функции с несколькими десятками членов в их рядах (примерно 100-200 
членов), поэтому из-за громоздкости ряды для волновых функций 
не приводятся. 
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Таблица 1. Энергетический спектр уравнения Шрёдингера (2а), (2б) при значении 
параметра  =1. 

№ nE , а.е.э. nE , эВ 
0 1,85575 50,4949575 
1 3,24446 88,2817566 
2 4,381671 119,2252679 
3 5,386613 146,5697397 
4 6,305263 171,5662062 

Уравнение (2а) перепишем в виде: 
 2 ( / ) ( ) 0xx x E x       . (3) 

В уравнении (2а) выполним замену независимой переменной: 
 ( / ), ( / ) /z x E x E z       , (4) 
в которой величину   подберем ниже. При этой замене уравнение 
Шрёдингера примет вид 
 3(2 / ) ( ) 0zz z z      . (5) 
Если положить 32  , то исходное уравнение Шрёдингера сведется к 
специальному уравнению Эйри [12]: 
 ( ) 0zz z z    . (6) 

Решением этого уравнения, убывающим до нуля при z ¥  является 
функция Эйри ( )Ai z , тогда  1/4 3/2( ) 1/ 2 exp 2 / 3 ,x x x       то есть решением 

исходного уравнения Шрёдингера (2а), (2б) является следующая функция: 
    ( ) ( ) ( / ) .x const Ai z x const Ai x E        (7) 

Такое представление волновой функции дает возможность записать 
собственные значения исходного уравнения Шрёдингера посредством 
значением нулей функции Эйри. В самом деле, условие ( 0)x   с учетом 
(7) приводит к уравнению 
  ( 0) ( / ) 0.x Ai E        (8) 

И если через nz  обозначить нули функции Эйри ( ) 0nAi z  , все 
которые есть отрицательные числа [12, 13], то из уравнения (8) 
непосредственно получаем следующую формулу для уровней энергии в 
атомной системе единиц: 

 3 2
1 / 2, 0,1, 2....n nE z n     (9) 

Так как основному состоянию с энергией 0E  соответствует первый 
корень 1z , то все остальные уровни энергии и будут вычисляться по 
формуле (9), которая совпадает, например, с подобной формулой из книги 
[4]. Значения уровней энергии, вычисленных методом степенных рядов и 
вычисленных по аналитической формуле (9) согласуются с точностью  
10-4%. 

Напомним, что в атомной системе единиц единица измерения 
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энергии равна 4,3610-11 эрг = 27,21 эВ. Сравнение уровней энергий nE , 
полученных из решения уравнения Шрёдингера (2а), (2б) и вычисленных 
по формуле (9) показывает, что значения уровней энергий согласуются с 
точностью порядка 10-4 процента. 

Однако этот описанный факт о связи уравнений Шрёдингера и Эйри 
и полученная формула (10) не дают никакой практической выгоды, так как 
расчеты нулей функции Эйри составляют достаточно сложную 
самостоятельную задачу [13]. И, без сомнения, более перспективнее и 
рациональнее, а также и быстрее вычислять спектр и волновые функции из 
уравнения Шрёдингера (2а), (2б) при любых  , например, прямым 
методом решения уравнения Шрёдингера, например, с применением 
метода степенных рядов [11] или другими имеющимися методами [14]. К 
сожалению, в текущей литературе не имеются сведения об 
экспериментальных значениях уровней энергии в арсениде галлия. 
Следует также отметить, что потенциальная функция в виде треугольной 
ямы построена только на качественном уровне на основе анализа 
электронных свойств и зонной структуры компонент арсенида галлия [15] 
и не содержит конкретных параметров этой гетероструктуры. Поэтому 
полученные результаты следует рассматривать как модельные, хотя 
разработанная программа решения уравнения Шредингера достаточно 
точно вычисляет энергетический спектр и волновые функции. 
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Calculation of the spectrum of a gallium arsenide semiconductor with a triangular potential 

function by the power series method 
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Abstract: The paper investigates the quantum characteristics of the widely used semiconductor 
gallium arsenide in the modern promising field of microelectronics. For the energy levels in a 
triangular potential well, analytical expressions are obtained using the zeros of the Airy function. In 
addition, the corresponding Schrödinger equation with this potential function is solved by the power 
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series method and both the energy spectrum of the lower levels and the corresponding wave functions 
are calculated. Satisfactory agreement between the values of the energy levels obtained in both 
approaches is found, but the prospects of calculating the quantum characteristics directly using the 
Schrödinger equation are noted. The solution of the Schrödinger equation is sought as a linear 
combination of two linearly independent solutions in the form of power series. The coefficients of this 
linear combination depend on the total energy as a parameter. Taking into account the boundary 
conditions on the boundary of the integration segment leads to a linear algebraic system of equations. 
Nontrivial solutions of this system determine both the energy spectrum and the corresponding wave 
functions. Due to the sharp dependence of the energy levels on the type of wave functions, a careful 
choice of boundary points is necessary, as well as the number of terms in the series of wave functions. 
Optimal values of the specified fitting parameters allow us to obtain the values of the energy levels 
with the desired high accuracy.  
Keywords: heterostructures, computer modeling, Schrödinger equation, gallium arsenide, energy 
spectrum, wave functions, power series method, Airy function. 
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