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Аннотация. Рассмотрено влияние анизотропных свойств конструкционных сталей, на изменение теплопро-

водности в различных областях зоны контакта в процессе термофрикционного резания. Получены математиче-
ские модели, которые позволяют построить векторные уравнения теплопроводности для среды с неодинаковыми 
свойствами в различных направлениях. Разработанные математические зависимости позволили получить модель 
скалярного температурного поля, приведены результаты расчета температурного поля по плоскости заготовки 
с учетом анизотропии теплофизических свойств обрабатываемого материала. Решение уравнений позволило по-
строить поля температур в системе относительных и физических координат. Результаты измерений изотерм 
совпадают с экспериментальными данными можно сделать вывод об их соответствии. В результате выполнен-
ных исследований было доказано, что в анизотропной среде изменяются направления и ориентация тепловых 
потоков в сторону более холодных частей заготовки и инструмента из-за разницы коэффициентов теплопровод-
ности холодного и разогретого материалов. Вышеуказанный процесс способствует выравниванию температуры 
в зоне контакта инструмента с заготовкой. 
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Abstract. The influence of anisotropic properties of structural steels on the change in thermal conductivity in various 
areas of the contact zone under thermal friction cutting is viewed. Obtained mathematical models afford to construct vector 
equations of thermal conductivity for a medium with different properties in various directions. The developed mathematical 
dependences made it possible to obtain a model of a scalar temperature field, the results of calculating the temperature 
field along the workpiece plate are given, taking into account the anisotropy of the thermal properties of the work material.  
The solution of the equations made it possible to construct temperature fields in a system of relative and physical coordi-
nate systems. The measurement results of the isotherms coincide with the experimental data, so it can be concluded on 
their interrelationship.  As a result of the performed studies, it was proved that in an anisotropic medium, the directions 
and orientation order of heat flows change towards colder zones of the workpiece and tool due to the difference in the heat 
transfer coefficients for cold and heated materials. The above process helps to equalize the temperature in the contact 
area of the tool and the workpiece. 
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Введение 
 

В настоящее время для обработки заго-
товок с плоскими поверхностями используется 
метод термофрикционного резания, позволяю-
щий осуществлять высокопроизводительную 
обработку поверхностей, за счет снятия 
стружки с разогретой поверхности металла 
вследствие теплоты, выделяющейся при тре-
нии поверхностей инструмента о материал за-
готовки. Для реализации данного способа ис-
пользуются инструменты, изготовленные из 
легированных сталей, что позволяет суще-
ственно экономить дорогостоящие инструмен-
тальные материалы. Кроме того, металличе-
ские диски проще в изготовлении и имеют бо-
лее высокую стойкость по сравнению с абра-
зивными кругами и фрезами. Применение ме-
таллических дисков эффективно при черновой 
обработке плоских поверхностей с неравномер-
ным припуском и заготовок, содержащих в 
своем составе различные включения. 

Интенсивное выделение теплоты при-
водит к повышению температуры в зоне кон-
такта поверхностей инструмента с материалом 
заготовки. Под действием высоких температур 
и приложенных сил поверхности трения де-
формируются, и материал в зоне трения пере-
ходит в пластическое состояние. Глубина пла-
стических деформаций, зависит, в основном, 
от величины удельного давления, скорости от-
носительного движения, продолжительности 
процесса трения и физико-механических 
свойств, трущихся тел. Теплота в зоне трения 
выделяется неравномерно. Анализ 

современных исследований в области термо-
фрикционного резания показывает, что в зоне 
обработки наблюдается анизотропия теплофи-
зических свойств [1 – 7]. В исследованиях, про-
веденных авторами установлено, что в непо-
средственной близости от зоны обработки 
имеют место значительные градиенты темпе-
ратур [8]. Экспериментальные исследования, 
полученные в работах [9, 10] позволили дать 
количественную оценку изменения теплопро-
водности обрабатываемого материала от  
температуры, так, например, при термофрик-
ционном резании заготовок из стали 45 при 
нагреве металла от 100 °С до 800 °С коэффици-
енты теплопроводности изменяются в  
2,3 – 3,5 раза (рис. 1). 

Таким образом, в результате изменения 
температур в зоне термофрикционного резания 
изменяется теплопроводность участков зоны 
контакта в разных направлениях. Например, 
аналитический расчет коэффициентов тепло-
проводности показал, что для зон, расположен-
ных вдоль касательной поверхности диска, 
численные значения коэффициентов меньше, 
чем значения коэффициентов теплопроводно-
сти для зон, изменяющихся в радиальном 
направлении, что убедительно доказывает ани-
зотропию теплофизических свойств материа-
лов инструмента и заготовки.  

Для прогнозирования величины дефект-
ного слоя, возникающего в поверхностном 
слое заготовки после термофрикионного реза-
ния необходимо наличие адекватного описа-
ния тепловых процессов, происходящих в зоне 
контакта, учитывающего изменение 
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направлений основных тепловых потоков с их 
ориентацией, что является целью данной  
статьи.  
 

 
 
Рис. 1. Зависимости коэффициента  
теплопроводности стали 45 от температуры 
 
Fig. 1. Dependences of the thermal conductivity  
coefficient of steel 45 on temperature 

 
Материалы и методы 

 
Для моделирования тепловых процес-

сов и явлений при термофрикционном резании, 
например, процессов теплопроводности, век-
тора переноса тепла удобно использовать аппа-
рат тензорного исчисления. 

Для построения математической мо-
дели рассмотрим схему процесса термофрик-
ционного резания рис. 2. На схеме указаны от-
клонения вектора теплового потока от вектора-
градиента температуры, имеющего место на 
грани режущего диска вследствие разности ко-
эффициентов теплопроводности металла. 

 

 
 
Рис. 2. Схема отклонения вектора теплового потока 
от вектора-градиента температуры, имеющего место 
на грани режущего диска вследствие разности  
коэффициентов теплопроводности металла 
 
Fig. 2. Diagram of the deviation of the heat flow vector 
from the temperature gradient vector occurring on the 
edge of the cutting disc due to the difference in the  
thermal conductivity coefficients of the metal  

На схеме, представленной на рис. 2 
видно, что между вектором теплового потока  
ℎ�⃗ і и градиентом температуры 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔����������⃗ Θ образован 
угол, значения которого определяются соотно-
шением теплопроводностей холодного и 
нагретого металла (рис. 3). 

 

 
а) 
 

 
б) 
 

Рис. 3. Схема связи вектора теплового потока с гра-
диентом температуры для изотропной теплопровод-
ной (а) и анизотропной (б) сред 
 
Fig. 3. Diagram of the connection of the heat flux vector 
with the temperature gradient for an isotropic heat-con-
ducting (a) and anisotropic (b) media  

 
Известно, что вектор переноса тепла мо-

делируется зависимостью вида: 
 

ℎ�⃗ = −λ ∙ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔����������⃗ Θ,                     (1) 
 

ℎ𝑖𝑖 = −�λ𝑖𝑖1
𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ λ𝑖𝑖2
𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ λ𝑖𝑖3
𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝜕𝜕
�,  (2) 

где 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. 
Выражение (2) может быть представ-

лено в индексном виде: 
 

ℎ𝑖𝑖 = −∑ λ𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

3
𝑗𝑗=1 ,              (3) 

 
где λ𝑖𝑖𝑖𝑖 – тензор теплопроводности анизотроп-
ной среды: 
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�λ𝑖𝑖𝑗𝑗� = �
λ11    λ12    λ13
λ21    λ22    λ23
λ31    λ32    λ33

�.              (4) 

 
Экспериментальные исследования 

показывают, что тензор теплопроводности 
обладает свойством симметричности: 

 

λ𝑖𝑖𝑖𝑖 = λ𝑗𝑗𝑗𝑗 . 
 

Такой вектор, путем ортогональных 
преобразований, может быть представлен в 
виде диагональной матрицы 

 

�λ𝑖𝑖𝑗𝑗� = �
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

� = �
λ𝑥𝑥 0 0
0 λ𝑦𝑦 0
0 0 λ𝑧𝑧

�, 

 
где λ𝑥𝑥, λу, λ𝑧𝑧 – главные коэффициенты или соб-
ственные значения тензора теплопроводности 
анизотропной среды.  

Направления, соответствующие соб-
ственным значениям тензора теплопроводно-
сти анизотропной среды  

 
𝑒𝑒𝑖𝑖0, ³ = 1, 2, 3, 

 
являются собственными направлениями 
тензора теплопроводности. 

Для дальнейшего описания введем 
обозначение 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖 – тензора второго ранга, и 
обратного ему λ𝑖𝑖𝑖𝑖 – тензора теплового 
сопротивления. 

После решения уравнения (3) с учетом 
вышеизложенного получим: 

 
𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= −∑ 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖3
𝑖𝑖=1 ,   j = 1, 2, 3,         (5) 

 
где 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖 – тензор теплового сопротивления 
который характеризуется матрицей вида: 
 

�𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖� = �
𝑟𝑟11 𝑟𝑟12 𝑟𝑟13
𝑟𝑟21 𝑟𝑟22 𝑟𝑟23
𝑟𝑟31 𝑟𝑟32 𝑟𝑟33

�,   (6) 

где  𝑟𝑟12 = 𝑟𝑟21;  𝑟𝑟32 = 𝑟𝑟23;  𝑟𝑟13 = 𝑟𝑟31. 
 
 

Процедура приведения к диагональ-
ному виду, матрицы вектора теплопроводно-
сти осуществляется аналогично для матрицы 
вектора теплового сопротивления: 

 
𝑟𝑟𝑖𝑖 = 1

𝜆𝜆𝑖𝑖
, 𝑖𝑖 = 1,  2,  3,                      (7) 

 
где 𝑟𝑟𝑖𝑖 – собственные значения вектора тепло-
вого сопротивления. 

С учетом вышеизложенного уравнение 
характеристической поверхности вектора теп-
лопроводности λ𝑖𝑖𝑖𝑖 моделируется выражением:  

 
∑ ∑ λ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗3

𝑗𝑗=1
3
𝑖𝑖=1  = 1, 

 
которое после приведения к главным осям при-
мет вид: 
 

λ𝑥𝑥𝑥𝑥02 + λ𝑦𝑦𝑦𝑦02 + λ𝑧𝑧𝑧𝑧02 = 1             (8) 
 

или 
 

𝑥𝑥02

� 1
�λ𝑥𝑥

�
2 + 𝑦𝑦02

� 1

�λ𝑦𝑦
�

2 + 𝑧𝑧02

� 1
�λ𝑧𝑧

�
2 = 1,       (9) 

 
где 𝑎𝑎 = 1

�λ𝑥𝑥
;    𝑏𝑏 = 1

�λ𝑦𝑦
;    𝑐𝑐 = 1

�λ𝑧𝑧
 – полуоси 

эллипсоида теплопроводности (рис. 4). 
С учетом соотношения (7), получим 

уравнение вектора теплового сопротивления: 
 

𝑥𝑥12

(√𝑟𝑟1)2 + 𝑥𝑥22

(√𝑟𝑟2)2 + 𝑥𝑥32

��𝑟𝑟3�
2 = 1.          (10) 

 
Полученное выражение позволяет по-

строить векторные уравнения теплопроводно-
сти для среды с неодинаковыми свойствами в 
различных направлениях. 

Рассмотрим процесс распространения 
тепла в среде с плотностью ρ и удельной теп-
лоемкостью c.  Такой процесс моделируется 
выражением вида [4]: 

 
ρс 𝜕𝜕Θ

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑                        (11) 
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а) 

 

 
б) 
 

Рис. 4. Эллипсоид теплопроводности анизотропной 
среды (а) и графическая интерпретация тензора  
теплопроводности (б) 
 
Fig. 4. Ellipsoid of thermal conductivity of anisotropic 
medium (a) and graphical interpretation of the thermal 
conductivity tensor (b) 
 

Для описания установившегося про-
цесса приравняем правую часть уравнения (11) 
к нулю: 

𝜕𝜕ℎ1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+ 𝜕𝜕ℎ2
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝜕𝜕ℎ3
𝜕𝜕𝑥𝑥3

= 0. 
 

Известно, что координаты тензора теп-
лового потока связаны вектором тензор тепло-
проводности: 

 
ℎ𝑖𝑖 = −∑ λ𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

3
𝑗𝑗=1 .                   (12) 

 
Соответственно получим: 
 

∑ ∑ λ𝑖𝑖𝑖𝑖3
𝑗𝑗=1

3
𝑖𝑖=1

𝜕𝜕2Θ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= 0.               (13) 
 
Чтобы решить уравнение (13) необхо-

димо осуществить переход вектора 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑖𝑖, к си-
стеме главных координат: 

 
λ1

𝜕𝜕2𝛩𝛩
𝜕𝜕𝑥𝑥12

+ λ2
𝜕𝜕2𝛩𝛩
𝜕𝜕𝑥𝑥22

+ 𝜆𝜆3
𝜕𝜕2𝛩𝛩
𝜕𝜕𝑥𝑥32

= 0          (14) 
где λ1, λ2, λ3 – главные коэффициенты тепло-
проводности.  

После замены переменных в уравнении 
(14) получим:   
  

𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕ξ𝑖𝑖

𝜕𝜕ξ𝑖𝑖
𝜕𝜕x𝑖𝑖

= 𝜕𝜕Θ
𝜕𝜕ξ𝑖𝑖

1
�λ𝑖𝑖

;  𝜕𝜕
2Θ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

2 = 𝜕𝜕2Θ
𝜕𝜕ξ𝑖𝑖

2
1
λ𝑖𝑖

,      (15) 

 
где ξ1 = 𝑥𝑥1

�λ1
; ξ2 = 𝑥𝑥2

�λ2
; ξ3 = 𝑥𝑥3

�λ3
; і = 1, 2, 3.

  
С учетом вышерассмотренных преобра-

зований уравнение (16) приводится к виду 
уравнения Лапласа: 

 
𝜕𝜕2Θ
𝜕𝜕ξ1

2 + 𝜕𝜕2Θ
𝜕𝜕ξ2

2 + 𝜕𝜕2Θ
𝜕𝜕ξ3

2 = 0.             (16) 
 

Аналитическое решение уравнения (16) 
возможно лишь для некоторых частных слу-
чаев. Например, для условий термофрикцион-
ного резания, при которых источник тепла в 
неограниченной анизотропной среде может 
рассматриваться, как точечный, расположен-
ный на границе расплавленного металла и 
главной режущей кромки инструмента в точке 
с координатами (xт; yт; zт). 

 Пусть источник тепла расположен в 
начале координат, тогда после решения урав-
нения (16) получим результат: 

 
Θ = Θ∞ + 𝑄𝑄

�ξ1
2+ξ2

2+ξ3
2
,                  (17) 

 
где Θ∞, 𝑄𝑄 – постоянные температуры среды и 
производительности источника тепла соответ-
ственно.  
 

Результаты и их обсуждение 
 

 Полученное выражение позволяет по-
лучить модель скалярного температурного 
поля, путем перехода от системы координат ξ1 
ξ2 ξ3 согласно (12) к системе координат x1 x2 x3: 

 
Θ = Θ∞ + 𝑄𝑄

�𝑥𝑥1
2

λ1
+
𝑥𝑥2
2

λ2
+
𝑥𝑥3
2

λ3

.                    (18) 

 
Определим изотермические 

поверхности, возникающие вокруг из 
источника тепла. Они соответствуют 
уравнению (16).  

Для графического представления 
изотермических поверхностей обозначим 
разность температур: 

 
Θ − Θ∞ = const = C.   (19) 

 
После подстановки (20) в (19) и неслож-

ных преобразований получим уравнение изо-
термических поверхностей: 
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𝑥𝑥12

λ1
+ 𝑥𝑥22

λ2
+ 𝑥𝑥32

λ3
= 𝑄𝑄2

(Θ−Θ∞)2 = 𝑄𝑄
2

𝐶𝐶2
 = const.    (20) 

  
Изотермические поверхности 

представляют собой эллипсоиды с 
соответствующими полуосями (рис. 5) 

 
𝑎𝑎 = �λ1

(Θ−Θ∞)
𝑄𝑄

;𝑏𝑏 = �λ2
(Θ−Θ∞)

𝑄𝑄
; 𝑐𝑐 = �𝜆𝜆3

(Θ−Θ∞)
𝑄𝑄

.   (21) 
 

Графические интерпретации   процесса 
теплопередачи, построенные путем аналитиче-
ского решения уравнения теплопроводности 
для малоподвижного и подвижного источни-
ков тепла приведены на рис. 6. 

Результаты расчета температурного 
поля по плоскости заготовки с учетом анизо-
тропии теплофизических свойств по уравне-
нию (20) приведены на рис. 7. Расчет выполнен 
численными методами, при решении назна-
чена область интегрирования ABCD. 
 

   
a) 

 
б) 

Рис. 5. Распространение тепла из точечного  
источника, расположенного на периферии  
инструмента:  
а – принципиальная схема распространения тепла;  
б – ориентация осей эллипс 
 
Fig. 5. Heat propagation starting from a point source lo-
cated on the periphery of the tool:  
a – schematic diagram of heat propagation; b – orientation 
of the axes of the ellipse 

 

 
а) 
 

 
б) 

 
в) 

Рис. 6. Распространение тепла от точечного 
источника, находящегося в слое жидкого металла:  
а – для малоподвижного источника теплоты; б – для 
движущегося источника теплоты; в – для источника, 
движущегося с большой скоростью 
 
Fig. 6. Heat propagation starting from a point source  
located in a layer of liquid metal:  
a – for inactive (slow) heat source; b – for a moving heat 
source; c – for a source moving at high speed 
 

На участке АВ распределение темпера-
туры принято в виде параболической зависи-
мости с максимумом Θ = 150 °С на расстоянии 
АВ/3 от точки А. Для участка ВС и AD  
приняты краевые условия Неймана в виде  
grad Θ = 0.  На участке СD принято условие 
Θ = Θ 0 = const = 30 ℃.  

Решение уравнения (20) позволило  
построить поля температур в системе относи-
тельных ζ1 ζ2 и физических координат 
𝑥𝑥 = �Λ1ζ1, 𝑦𝑦 = �Λ2ζ2. 
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В результате расчетов определено тем-

пературное поле в заготовке. Расчет темпера-
турного поля сравнивался с результатами экс-
периментальных измерений (см. рис. 6 и 7).  
Результаты измерений изотерм показаны на  
рис. 7 знаками (Δ, 0, +, �). Из сравнения расчетов 
с экспериментальными данными можно сделать 
вывод об их соответствии. Из сравнения рас-
четных значений с результатами эксперимен-
тальных исследований следует, что точность 
расчета поля температур по предложенной ме-
тодике составляет 2...4 %. Это подтверждает 
необходимость учета анизотропии теплофизи-
ческих свойств инструмента и металла. Таким 
образом, установлено, что в центральной части 
заготовки формируется тепловой поток h1,  
который приводит к разогреву центральной ча-
сти заготовки и локализует нагрев металла в 
центральной части заготовки. Тепловые по-
токи h2, h3, которые распространяются пер-
пендикулярно направлению подачи, менее ин-
тенсивны. Это уменьшает теплоотдачу от зоны 
контакта в окружающее пространство. 

 

 
 

Рис. 7. Результаты расчета температурного поля по 
плоскости заготовки с учетом анизотропии  
теплофизических свойств и результатов  
экспериментальных измерений 
 
Fig. 7. Calculating results for the temperature field along 
the plane of the workpiece, taking into account the  
anisotropy of thermal physical properties and  
experimental results measurements 
 

Заключение 
 

Анализ полученных результатов позво-
ляет сделать заключение, что нагрев зоны кон-
такта зависит от физико-механических свойств 
материала заготовки и инструмента, а также 
режимов резания.  

Установлено, что в анизотропной среде 
изменяются направления и ориентация тепло-
вых потоков в сторону более холодных частей 
заготовки и инструмента из-за разницы коэф-
фициентов теплопроводности холодного и 
разогретого материалов. Вышеуказанный про-
цесс способствует выравниванию температуры 
в зоне контакта инструмента с заготовкой. 
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