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В работе предложены точные формулы для вычисления электромиграционных, диффузионных и
конвективных чисел переноса противоионов в ячеечной модели заряженной мембраны в зависимо-
сти от физико-химических параметров и равновесной концентрации электролита. Ячеечная модель
была ранее развита для вычисления всех кинетических коэффициентов матрицы Онзагера и уста-
новлена асимметрия перекрестных коэффициентов. Подробно исследован предельный случай иде-
ально-селективной мембраны, для которого получены приближенные формулы для чисел переноса.
Полученные зависимости проиллюстрированы графиками на примере катионообменной мембраны
МК-40 после кондиционирования при комнатной температуре. Предложенная методика расчета чисел
переноса применима любым однослойным мембранам в растворах бинарного электролита.
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ВВЕДЕНИЕ
Числа переноса противоионов (ЧПП) являют-

ся важными характеристиками ионообменных
мембран, обычно определяемыми в процессе их
исследования и паспортизации. В этой связи про-
гнозирование поведения ЧПП в зависимости от
концентрации используемого электролита и дру-
гих физико-химических характеристик мембраны
представляет собой интересную как с фундамен-
тальной, так и с практической точек зрения задачу.
Знание аналитической зависимости чисел переноса
противоионов от 6 физико-химических параметров
и равновесной концентрации электролита позво-
ляет с помощью модификации мембраны целена-
правленно изменять эти параметры с тем, чтобы
достичь ее лучшей пермселективности.

Экспериментальное определение чисел пере-
носа проводят потенциометрическим методом,
основанным на измерении мембранных потен-
циалов (ЭДС), или электроаналитически (метод
Гитторфа) с помощью фиксации концентраци-
онных изменений в растворах электролитов в при-
мембранных камерах при протекании через систе-
му известного количества электричества [1, 2]. При
этом числа переноса, полученные методом ЭДС,
являются “кажущимися”, поскольку они не учи-
тывают перенос воды с противоионами [2, 3].
Электромиграционные (“истинные”) числа пе-
реноса ионов в мембране можно рассчитать с ис-

пользованием экспериментальных данных по ка-
жущимся числам переноса ионов и числам перено-
са воды с помощью уравнения Скачарда, а также с
использованием экспериментальных данных по
концентрационным зависимостям удельной элек-
тропроводности и диффузионной проницаемости
мембран [3]. Хорошо зарекомендовавшая себя
трехпроводная модель [4] в своем расширенном
варианте также дает возможность рассчитать ис-
тинные числа переноса ионов на основании явно
используемой экспериментальной зависимости
удельной электропроводности от концентрации [5].

В данной работе получены точные и прибли-
женные формулы для электромиграционных,
диффузионных, конвективных и эффективных
чисел переноса противоионов через катионооб-
менную мембрану, основываясь на ячеечной мо-
дели заряженной мембраны [6], содержащей

6 физико-химических параметров:   –

макроскопическую пористость и обменную ем-
кость,   – коэффициенты диффузии
ионов электролита в матрице мембраны,  – ко-
эффициент равновесного распределения молекул
электролита в порах мембраны и характерную об-

менную емкость  Последний параметр

появляется естественным образом при решении
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задачи и является комплексом, объединяющим ди-
намическую вязкость раствора , коэффициент
диффузии противоиона в разбавленном растворе
(в данном случае катиона ) и удельную гидроди-
намическую проницаемость зерна ионита (геля) –

 Фактически  это обратная гидродинамическая
проницаемость зерна ионита (константа Дарси),
которую трудно определить в эксперименте. Ячееч-
ная модель позволяет прогнозировать поведение
чисел переноса на основании единого подхода,
позволяющего на базе упомянутых 6 физико-хи-
мических параметров, извлеченных из эксперимен-
тальных данных по концентрационным зависимо-
стям любой пары транспортных характеристик:
(1) диффузионной проницаемости и электропро-
водности мембранной системы [7], или (2) элек-
троосмотической проницаемости и электропро-
водности [8], или же (3) осмотической и электро-
осмотической проницаемости [9]. При этом
поведение остальных транспортных характери-
стик мембраны при росте концентрации может
быть воспроизведено аналитически без проведе-
ния отдельного эксперимента. Отметим, что из
6 параметров, перечисленных выше, три могут быть
определены в независимых экспериментах – это
обменная емкость  [10], макроскопическая по-
ристость  – методом эталонной контактной по-
рометрии [11] и коэффициент равновесного рас-
пределения  – титрованием [12]. Остальные
три параметра – коэффициенты диффузии ионов

  в мембране и характерная обменная ем-
кость  могут быть найдены подгонкой упомяну-
тых пар теоретических кривых к эксперименталь-
ным значениям транспортных характеристик
мембраны в зависимости от равновесной концен-
трации электролита . Определение коэффици-
ентов диффузии   в ионообменных мем-
бранах представляет собой сложную задачу. В
частности, с помощью ЯМР можно косвенно
определить значения коэффициентов самодиф-
фузии противоионов с довольно большим раз-
бросом в зависимости от модификации метода
[13]. Во всяком случае считается, что эти коэффи-
циенты в мембране на один-два порядка ниже сво-
их значений в разбавленном растворе электролита.
Что касается характерной обменной емкости  то
ее значение можно определить, поставив экспери-
мент по барофильтрации растворителя (дистилли-
рованной воды) через ионообменную мембрану.

ЧИСЛА ПЕРЕНОСА 
В ЯЧЕЕЧНОЙ МОДЕЛИ МЕМБРАНЫ

На основе подхода Онзагера и ячеечной моде-
ли [6] рассчитаем числа переноса ионов через ка-
тионообменную мембрану. В рамках этой модели
мембрана представляется как упорядоченная со-
вокупность пористых заряженных сферических ча-
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стиц радиуса a, заключенных в концентрическую
сферическую жидкую оболочку бинарного элек-
тролита радиуса b, выбираемого так, чтобы макро-
скопическая пористость модели  рав-
нялась активной пористости реальной мембраны
(рис. 1). Взаимовлияние соседних частиц учиты-
вается заданием специальных граничных условий
на поверхности жидких оболочек [6]. Предпола-
гается также, что внешние градиенты давления,
электрического и химического потенциалов сов-
падают с их ячеечными аналогами. Известно, что
согласно линейной неравновесной термодина-
мике скорость потока растворителя U, плотность
электрического тока I и плотность потока соли J
через мембрану выражаются линейным образом
через градиенты давления 
электрического  и химического

 потенциалов:

(1)

Здесь  – эквивалентная концентрация равно-
весного с мембраной электролита, μ0 – стандарт-
ный химический потенциал, h – толщина мем-
браны. Электрокинетические коэффициенты Lij,
входящие в систему (1) были вычислены в рабо-
тах автора [6, 14–16]. Позже было показано [17],
что при таком выборе потоков и внешних сил,
матрица Онзагера Lij не является симметричной.
Это обстоятельство будем иметь в виду при вы-
числении чисел переноса в данной работе.

Поскольку поток соли J определяется в ячееч-
ной модели через плотности потоков индивиду-

альных ионов по формуле  где

 Z± > 0 – зарядовые числа ионов

[14, 15], а плотность тока равна 
где F – постоянная Фарадея, то для числа перено-
са катионов получаем выражение:

(2)

Известно [4], что электромиграционные числа пере-
носа вычисляют при отсутствии градиентов давле-
ния и концентрации на мембране и постоянном
градиенте электрического потенциала, поэтому из
системы (1) имеем   откуда

 и, соответственно,

(3)
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В частности, для 1 : 1 электролита получаем:

(3a)

Для идеально-селективной отрицательно заря-
женной мембраны в случае баромембранного
разделения раствора 1 : 1 электролита концентра-
ции C0, подставляя выражения L22 [14] и L32 [17] в
формулу (3а), имеем:

(4)

В формулу (4) входят кроме перечисленных выше
физико-химических параметров ячеечной моде-
ли [6–9, 14–17] также и коэффициенты диффузии
индивидуальных ионов электролита в разбавлен-
ном растворе  При этом выполняется неравен-
ство  Как видно, формула (4) не содержит
еще один важный параметр ячеечной модели –
коэффициент  равновесного рас-
пределения молекул электролита в порах мембра-
ны (Ф – потенциал взаимодействия молекул
электролита со стенками мембранных пор в еди-
ницах kBT, kB – постоянная Больцмана, T – абсо-
лютная температура). Для идеально селективной
мембраны (полностью задерживающей ионы)

этот безразмерный коэффициент принимает вы-
сокие значения (в случае обратноосмотической
мембраны он достигает сотен единиц), поэтому в
формуле (4) положен равным бесконечности.
При возрастании концентрации электролита
электромиграционное число переноса противо-
иона, как это следует из (4), стремится к своему
асимптотическому значению:

(4a)
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Рис. 1. Мембранный слой и единичная ячейка и для исследования неравновесных процессов: 1 и 3 – отдающая и при-
нимающая камеры; 2 – мембрана.
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Совершенно аналогично диффузионные числа пе-
реноса ионов вычисляют при отсутствии градиен-
тов давления и электрического потенциала на
мембране и постоянном градиенте химического
потенциала (концентрации), поэтому 

 откуда  и, соответ-

ственно, получаем:

(5)

Отметим, что кинетические коэффициенты L33 и
L23 вычислены в работе автора [15]. Для идеально-
селективной отрицательно заряженной мембра-
ны в случае раствора 1 : 1 электролита концентра-
ции C0, подставляя выражения L23 и L33 из [15] в
формулу (5), где Z± = 1, имеем:

(6)

При возрастании концентрации электролита
диффузионное число переноса противоиона, как
это следует из (6), также стремится к своему
асимптотическому значению, которое может
быть отрицательным в случае, когда коэффици-
ент диффузии коиона превосходит коэффициент
диффузии противоиона:

(6a)

И, наконец, конвективные числа переноса ионов
вычисляют при отсутствии градиентов электри-
ческого и химического потенциала (концентра-
ции) на мембране и постоянном градиенте давле-
ния, поэтому   откуда

 и, соответственно,

(7)

Коэффициент L31 вычислен в работе автора [16], а
L21 для идеально-селективной мембраны – в ра-
боте [17]. Конвективные числа переноса противо-
ионов могут достигать высоких значений (десят-
ки и сотни единиц) и связано это с тем, что пото-
ки катионов и анионов сонаправлены в случае
конвективного переноса раствора при действии
только градиента внешнего давления на мембра-
не. В этом случае числа переноса коионов будут
формально отрицательными и также являются
большими по абсолютной величине. При этом
плотность тока течения может быть невысокой.

Что касается эффективных чисел переноса про-
тивоионов, когда не накладывается никаких огра-
ничений на градиенты давления, электрического
потенциала и концентрации, то формула для них
содержит шесть кинетических коэффициентов:

(8)

а также градиенты внешних полей.

СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ
Отметим, что поскольку сопряженные коэф-

фициенты  и  а также  и  не равны (в
ячеечной модели мембраны нарушается принцип
взаимности Онзагера [16, 17]), то в формулах (3) и
(5) нельзя заменить  на  и наоборот. Это хо-
рошо видно из рис. 2, построенного на основе об-
работки экспериментальных данных для гетеро-
генной катионообменной мембраны МК-40 в вод-
ном растворе NaCl после кондиционирования в
течение 50 ч при 20°С, опубликованных в работах
[18, 19]. Кривая 1 на рис. 2 показывает зависимость

 вычисленную по формуле (3а), а кривая 2 –
отношение коэффициентов  в зависи-
мости от концентрации электролита C0, т.е. степень
асимметрии электродиффузионных коэффициен-
тов. Как видно,  и отношение этих коэффи-
циентов наиболее существенно изменяется при не-
высоких концентрациях электролита 
Отметим, что для приведенных здесь всех расче-
тов использовались точные значения кинетических
коэффициентов, формулы для которых здесь не
представлены ввиду их громоздкости.

Что касается числа переноса противоионов
 то из рис. 2 видно, что оно резко падает

при низких концентрациях NaCl (<0.05 M), а за-
тем остается практически постоянным.

На рис. 3 для сравнения представлено поведе-
ние электромиграционного и диффузионного чи-
сел переноса противоионов для уже упомянутой
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мембраны МК-40 в водном растворе NaCl. Из
рис. 3 следует, что зависимости электромиграци-
онного и диффузионного чисел переноса отлича-
ются особенно заметно при С0 < 0.05 M, причем
диффузионное число переноса больше электро-
миграционного и в малой окрестности нулевой
концентрации принимает значения больше еди-
ницы, т.е. направления потоков индивидуальных
ионов совпадают. Кривые на рис. 3 построены на
основании значений физико-химических пара-

метров ячеечной модели, извлеченных при мини-
мизации ошибки отклонения теоретических дан-
ных по интегральной диффузионной проницае-
мости мембраны МК-40,

от их экспериментальных значений – кривая и
точки на рис. 4 соответственно.

 = − 
 

23 32
33

0 22

,L LRTP L
C L

Рис. 2. Теоретические зависимости электромиграционного числа переноса катионов  – кривая 1 и коэффици-
ента асимметрии электродиффузионных коэффициентов  – кривая 2 для гетерогенной катионооб-
менной мембраны МК-40 в водном растворе NaCl после кондиционирования при 20°С: γ = 0.014, Dm– = 84 мкм2/с,
Dm+ = 140 мкм2/с, ρ = 1.52 М, ρ0 = 31.86 М, m0 = 6.5%, D+ = 1350 мкм2/с, D– = 2030 мкм2/с.
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Рис. 3. Теоретические зависимости электромиграционного  (кривая 1) и диффузионного  (кривая 2)
чисел переноса катионов для гетерогенной катионообменной мембраны МК-40 в водном растворе NaCl после конди-
ционирования при 20°С. Параметры те же, что и на рис. 2.
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Отметим, что контролируемая в процессе под-
гонки физико-химических параметров зависи-
мость чисел переноса от концентрации  по-
могает отбрасывать физически неприемлемые ва-
рианты параметров. Множественность наборов
физико-химических характеристик мембраны
возникает в силу большого количества подгоноч-
ных параметров (максимальное их число равно 5)
и недостатка экспериментальных данных или их
несогласованности. В качестве примера можно
привести данные по электропроводности, изме-
ренные с помощью разностного метода с исполь-
зованием пинцетной ячейки (метода “прищеп-
ки”) [20]. В этом случае одновременная подгонка
по диффузионной проницаемости и электропро-
водности на основе ячеечной модели не всегда
представляется корректной. На рис. 4 показаны
результаты подгонки и приведены найденные
значения физико-химических параметров ячееч-
ной модели: коэффициента равновесного рас-
пределения γm = 0.014 (потенциал взаимодей-
ствия отрицателен – Ф = –4.27kT, т.е. наблюдает-
ся положительная сорбция ионов из раствора в
теле катионообменной мембраны), коэффициен-
тов диффузии катионов Dm+ = 140 мкм2/с и анио-
нов Dm– = 84 мкм2/с в мембране, макроскопиче-
ской пористости m0 = 6.5%, характерной обмен-
ной емкости модели  = 31.86 М. Значение
обменной емкости было определено в независи-
мом эксперименте ρ = 1.52 М, а значения коэф-
фициентов диффузии катионов натрия D+ = 1350
и анионов хлора D– = 2030 мкм2/с были взяты из

+ 0( )n С

0ρ

монографии [21]. Интересно отметить, что полу-
ченное подгонкой значение коэффициента диф-
фузии иона натрия равное 140 мкм2/с в гетероген-
ной мембране МК-40 попадает в самую середину
интервала  мкм2/с, полученного методами
ЯМР в недавней работе [13] для гомогенной мем-
браны Nafion-117.

Из рис. 4 видно, что имеется хорошее соответ-
ствие теории и эксперимента. Особенностью яв-
ляется резкий рост коэффициента интегральной
диффузионной проницаемости в области малых
концентраций (С0 < 0.1 M) при ее стремлении к
нулю, как и для перфторированной гомогенной
мембраны МФ-4СК, отмеченный ранее [15]. По-
добное поведение диффузионной проницаемости
наблюдалось и другими исследователями: монотон-
но убывающие с ростом концентрации эксперимен-
тальные зависимости интегрального коэффициента
диффузионной проницаемости анионообменных
мембран АМХ и МА-41, в случае гидротартрата ка-
лия и натриевых солей угольной и фосфорной кис-
лот (NaHCO3 и NaH2PO4) приведены в статье [22].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная работа посвящена выводу точных и
приближенных расчетных формул для чисел пе-
реноса противоинов в случае катионообменной
мембраны с помощью определенных из сравне-
ния теории и эксперимента физико-химических
параметров ячеечной модели: коэффициентов диф-
фузии ионов в матрице мембраны, коэффициента
равновесного распределения молекул электролита

−80 200

Рис. 4. Результат подгонки (кривая) параметров ячеечной модели по экспериментальным данным (точки) для диффу-
зионной проницаемости гетерогенной катионообменной мембраны МК-40 в водном растворе NaCl после кондицио-
нирования при 20°С.
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в мембране, характерной обменной емкости и мак-
роскопической пористости – всего 5 параметров.
Предполагается, что 6-й параметр ячеечной мо-
дели – истинная обменная емкость мембраны из-
вестна из независимого эксперимента. Для опреде-
ления названных пяти параметров могут использо-
ваться пары концентрационных зависимостей
коэффициента интегральной диффузионной про-
ницаемости и электропроводности, или электро-
проводности и электроосмотической проницаемо-
сти, или же осмотической и электроосмотической
проницаемостей. Представлены также явные фор-
мулы для расчета чисел переноса в предельном
случае идеально-селективной мембраны, имею-
щей бесконечно большой коэффициент равно-
весного распределения – при этом число физико-
химических параметров сокращается до трех. Не-
смотря на то, что матрица кинетических коэффици-
ентов является несимметричной в рассматриваемом
случае выбора плотностей ячеечных потоков и обоб-
щенных внешних сил, все измеряемые величины
в общем случае зависят от 6 физико-химических
параметров модели, три из которых (обменная
емкость, макроскопическая пористость и коэф-
фициент равновесного распределения) могут
быть определены в независимых экспериментах.
В качестве наглядного примера представлены ре-
зультаты расчетов электромиграционного и диф-
фузионного чисел переноса для гетерогенной
мембраны МК-40 после кондиционирования при
температуре 20°С. Экспериментальные данные
для этой мембраны взяты из работы [18], а пара-
метры модели определены из зависимости инте-
грального коэффициента диффузионной прони-
цаемости от концентрации электролита и извест-
ных из независимого эксперимента обменной
емкости и макроскопической пористости.

Таким образом впервые выведены аналитиче-
ские формулы для расчета чисел переноса противо-
ионов при известных из эксперимента параметрах
модели. Мы показали ранее [16, 17], что в случае
ячеечной модели мембраны принцип взаимности
Онзагера нарушается. Известно, что Онзагер в 1931
году и позднее не привел феноменологического до-
казательства справедливости своей гипотезы и ссы-
лался на то, что экспериментальные данные могут
быть мерилом состоятельности принципа взаим-
ности [23]. В 2003 г. М.М. Мамедов такое доказа-
тельство представил и показал, что принцип Он-
загера строго выполняется только для систем с
нулевыми обобщенными потоками при ненуле-
вых обобщенных силах, т.е. фактически в состоя-
нии равновесия, что существенно снижает его
значимость [24]. В этой связи следует аккуратно
относиться к определению транспортных харак-
теристик мембран, зависящих от перекрестных
кинетических коэффициентов в силу возможной
несимметричности последних.

В заключение отметим, что микрогетероген-
ная модель ионообменной мембраны для случая
бинарного электролита также содержит 6 “вход-
ных” параметров: два термодинамических (об-
менную емкость мембраны и константу Донна-
на), два кинетических – коэффициенты диффу-
зии в гелевой фазе и два структурных – объемную
долю гелевой фазы и параметр α, отвечающий за
“взаимное расположение” фаз. Перечисленные
входные параметры могут быть найдены с помо-
щью экспериментально определяемой обменной
емкости и концентрационных зависимостей элек-
тропроводности и диффузионной проницаемости
[25]. Таким образом, микрогетерогенная и ячеечная
модели имеют практически совпадающие первые
4 из перечисленных параметров (константа Донна-
на и коэффициент распределения достаточно близ-
ки, но не совпадают по физическому смыслу). В
обеих моделях присутствует по паре коэффициен-
тов диффузии. Но, если в ячеечной модели они для
каждого сорта ионов являются осредненными по
всей матрице мембраны (эффективными), то в
микрогетерогенной модели относятся к гелевой
фазе только и к молекуле электролита в целом.
Таким образом, основное различие моделей за-
ключается в структурных параметрах. Если мак-
роскопическую пористость  ячеечной модели
можно связать с объемной долей геля или межге-

ля fi, то характерная обменная емкость 

ячеечной модели существенно отличается от име-
ющего смутный физический смысл параметра α
(взаимного расположения фаз) микрогетероген-
ной модели. Как уже было отмечено выше, пара-
метр  который обратно пропорционален удель-
ной гидродинамической проницаемости  (кон-
станте Дарси) зерна ионита (геля), может быть
найден в отдельном эксперименте по фильтрации
дистиллированной воды через мембрану под дав-
лением.

Отметим также, что в последней процитиро-
ванной работе [25] содержится большой обзор
теоретических моделей, описывающих транспорт
ионов и воды через ионообменные мембраны, а
также современные представления об их структуре.

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ
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h толщина мембраны, м
I плотность электрического тока, А/м2

J плотность диффузионного потока, 
моль/(м2 с)

kB постоянная Больцмана, Дж/К
kD удельная гидродинамическая проницае-

мость ионитового зерна по Дарси, м2

Lij кинетические коэффициенты матрицы 
Онзагера

 отношение вязкостей жидкости в пористой 
среде Бринкмана и чистой жидкости

 макроскопическая пористость мембраны

 диффузионное число переноса катиона

 электромиграционное число переноса 
катиона

 конвективное число переноса катиона

 эффективное число переноса катиона
p давление, Па
R универсальная газовая постоянная

 радиус Бринкмана (ширина зоны фильтра-
ции в пористой среде), м

 безразмерный параметр
T абсолютная температура, К
U скорость потока растворителя (воды), м/с
Z± зарядовые числа ионов (без знака)

Греческие символы

 безразмерный параметр
 безразмерный коэффициент равно-

весного распределения молекул 
электролита в матрице мембраны

 степень асимметрии электродиффу-
зионных коэффициентов

 вязкость чистой жидкости, Па с

 вязкость жидкости в пористой среде 
Бринкмана, Па с

μ химический потенциал, Дж/моль
ϕ электрический потенциал, В
ρV объемная плотность фиксирован-

ного заряда пористого скелета (кати-
онообменника), Кл/м3

 обменная емкость ионитового зерна 

(абсолютная величина), М

 характерная обменная емкость, М

Φ энергия взаимодействия молекулы 
электролита со стенками пор мем-
браны, Дж
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Индексы и операторы

“01” и “02” указывают на левую и правую стороны 
мембраны, находящейся в измерительной 
ячейке (рис. 1)

“o” указывает на величину, относящуюся к 
жидкой оболочке ячейки

“i”  указывает на величину, относящуюся к 
пористой частице в ячейке

m указывает на величину, относящуюся к 
мембране

± указывает на величину, относящуюся к 
катионам/анионам

 оператор набла, 1/м
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Counterion Transference Numbers in the Cell Model of a Charged Membrane
A. N. Filippov*

Gubkin University, Leninsky Prospect, 65, building 1, Moscow, 119991 Russia
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The paper suggests exact formulae for calculating the electromigration, diffusion and convective numbers of
counterion transport in the cell model of a charged membrane depending on the physicochemical parameters
and the equilibrium concentration of the electrolyte. The cell model was previously developed to calculate all
the kinetic coefficients of the Onsager matrix and the asymmetry of the cross coefficients was established.
The limiting case of an ideally selective membrane is studied in detail, for which approximate formulae for
transference numbers are obtained. The obtained dependences are illustrated by graphs using the example of
the MK-40 cation-exchange membrane after conditioning at room temperature. The proposed method for cal-
culating the transference numbers is applicable to any single-layer membranes in binary electrolyte solutions.
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