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Введение
Исходная задача является одной из первых 

моделей в математической биологии, которая была 
предложена и подробно проанализирована в клас-
сической работе [1]. В литературе предлагалось 
множество обобщений этих систем [2].

Один из важных классов таких обобщений 
включает уравнения типа реакции-диффузии, в ко-
торых нелинейность берется из исходной системы 
Лотки-Вольтерры для многих различных моделей 
[3]. Анализ решений вида бегущей волны для клас-
сической нелинейности и различных применимых 
наборов граничных условий обсуждался в [4]. В 
работе [5] рассматривается система:

 

 
Как обобщение диффузионных систем Лот-

ки-Вольтерры с модифицированной нелиней-
ностью. Было показано, что при 
в указанной системе динамика в окрестности ее 
термодинамической ветви – это динамика взаимо-
действия хищника (переменная ) и 
жертвы (переменная ).  Анализ в [5] 
ограничивался только решениями вида бегущей 

волны, где анализируется приведенная система из 
четырех ОДУ первого порядка. В этом исследова-
нии мы обращаемся ко всей системе с граничными 
условиями Неймана-Дирихле.

Работа имеет следующую структуру. Сначала 
сформулирована задача и проведен базовый анализ 
всей системы. Далее следует описание применяе-
мого спектрального численного метода. Представ-
лены результаты численного моделирования.

1. Постановка задачи и анализ основного 
решения

1.1. Формулировка задачи 
Мы рассматриваем следующую систему урав-

нений в пространственной области для 
двух независимых переменных u и v, описываю-
щих взаимодействие видов:

     (1.1)

            
 (1.2)

           (1.3)

,          (1.4)
где ,  – действительные коэффициен-
ты диффузии (описывающие диффузию каждого 
вида);  и  – действительные коэффици-
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енты, описывающие взаимодействие и естествен-
ное изменение численности видов. 

Некоторые из этих коэффициентов можно за-
фиксировать, а некоторые можно использовать при 
анализе бифуркаций. Такие параметры называют-
ся параметрами бифуркации.

1.2. Анализ устойчивости базового  
решения
Система (1) имеет однородное основное ба-

зовое решение  с краевыми 
условиями , которое в спец-
ифической литературе по уравнениям типа ре-
акции-диффузии называют термодинамической 
ветвью. Покажем, что краевая задача (1) на отрезке 

, для любого , имеет устойчивое перио-
дическое решение, которое бифурцирует от стаци-
онарного базового решения (термодинамической 
ветви) при некотором значении параметров бифур-
кации. Данный факт сформулирован в виде следу-
ющего утверждения.

Теорема 1. Краевая задача (1) на отрезке 
 имеет устойчивый цикл, бифурцирующий 

от основного базового решения (термодинамиче-
ской ветви) при значении параметра бифуркации:

.          (2)

Доказательство. Линеаризуем задачу (1) на 
термодинамической ветви, полагая 

 
и 

. Получим линейную систему урав-
нений:

      (3.1)

            (3.2)
с краевыми условиями Дирихле  

 и Неймана . 
Оператор в правой части системы (3), дей-

ствующий в пространстве Соболева  
с указанными выше граничными условиями, 
может быть представлен в виде ,  
 
где , ,  
 

Для области  и выбранных граничных 
условий оператор 

 
имеет собственные значения:

и собственные функции:

 n = 0,1,2,…

Мы можем показать, что собственные функ-
ции удовлетворяют граничным условиям. Дей-
ствительно:

,

Разложим компоненты собственного вектора 
Ψ оператора L с собственным значением λ по систе-
ме собственных функций пространственного опера-
тора. Поскольку , имеем:

.

Следовательно:

Таким образом, собственные значения опера-
тора L являются собственными значениями опера-
тора:

которые, в свою очередь, удовлетворяют уравнениям:

где

Чтобы бифуркация Хопфа произошла при не-
котором значении , необходимо иметь пару чисто 
мнимых собственных значений .  
Это означает, что след матриц 

 
исчезает, при 

этом определитель остается положительным. 
Далее, все остальные собственные значения опе-
ратора L должны иметь отрицательные действи-
тельные части. Другими словами, для некоторого 
n = m

 
необходимо, чтобы выполнялось следую-

щее соотношение:

.
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Если , тогда существует  для ко-
торого выполняется неравенство:

Тогда хотя бы одно собственное значение 
оператора L, соответствующее этому числу n, бу-
дет иметь положительную действительную часть. 
Следовательно, необходимо, чтобы m = 0 и

.
Тогда

.

Для n = 0 имеем:

.
Следовательно, если коэффициент диффузии 

d1 удовлетворяет:

,  (4)

тогда  для всех 
Таким образом, условия теоремы Андронова–

Хопфа [6] о спектре оператора L выполняются для 
 . Теорема доказана.

Замечание. При фиксированных параметрах 
численного исследования и l = 1, 
условие на коэффициент диффузии d1 принимает 
вид . При других 
значениях параметров указанные значения d1 при-
ведены ниже.

2. Численный метод и результаты

2.1. Численный метод
Задача (1) имеет пространственный линей-

ный оператор Лапласа при смешанных граничных 
условиях. В этом случае для такого класса задач 
целесообразно применить спектральные методы 
высокого порядка точности [7]. Мы используем 
метод коллокаций Чебышева, следуя [8]. Дискрет-
ный оператор диффузии можно построить с по-
мощью спектральной дифференциальной матри-
цы Чебышева. Рассмотрим отрезок . 

Конструкция пространственного оператора выво-
дится из дискретного решения задачи:

,                             (5)

при рассматриваемых граничных условиях, где 
 – дискретный оператор производной (матрица 

дифференцирования), u – вектор решения (для ко-
торого функция f является производной, заданной 
в дискретных точках), а f – вектор правой части, 
представляющий собой производную от u в дис-
кретных точках. Если такой дискретный оператор 

 найден, то производная второго порядка  ап-
проксимируется выражением  
в силу линейности.

Пусть  – решение (5). Интерполяцион-
ный полином Лагранжа используется в виде:

               (6)

для аппроксимации решения по некоторому мно-
жеству точек 

 
заданном отрезке. Базисный по-

лином Лагранжа  определяется как:

 ,  (7)

где  – общий полиномиальный множитель в 
каждой точке. 

Применим полиномы Чебышева первого рода 
 для общего полиномиального множителя:

Это дает нам

и тогда  если . Следовательно

.

Этот набор точек  известен как набор то-
чек Гаусса–Чебышева–Лобатто на рассматривае-
мом отрезке, определяемый как:

 (8)

Известно [9], что для такого набора точек на 
отрезке [-1,1] константа Лебега в (7) минимальна 
для функций из , т.е. множества n-раз 
дифференцируемых функций, n-ые производные 
которых ограничены по модулю положительной 
конечной константой M.

Суммируя все результаты, мы приходим к ин-
терполяционному базисному полиному (7), опре-
деляемому как:

   (9)

где ,  
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Теперь мы используем (9) в (6) и подстав-
ляем этот полином в (5). Полином обладает сле-
дующим свойством: он является единственным 
интерполяционным полиномом (в силу интер-
поляционной теоремы Лагранжа) степени не 
выше N и  для . Мы 
устанавливаем  в 
(5), где . Коэффици-
енты  являются постоянными вели-
чинами, не зависящими от x, поэтому получаем 

, которая определяется как:

 (10)

Численные выражения для элементов данной 
матрицы легко получить из (10) с помощью сим-
вольных вычислений и их можно, для некоторых 
случаев, найти в [8]. После формирования матри-
цы дифференцирования Чебышева  оператор 
Лапласа находится как:

.                          (11)

Граничные условия не учитываются в (11), 
где мы решаем эту проблему, используя тау-ме-
тод [10]. Обратите внимание, что из (8) мы имеем 

 и . Постанов-
ка граничного условия Неймана при  экви-
валентна замене первой строки матрицы  (для 
которой , т.е. j = 0) на первую строку матри-
цы  и соответствующему значению в правой ча-
сти системы до значения граничного условия, т.е. 
до 0. Установка граничного условия Дирихле при 

 
эквивалентна замене последней строки 

матрицы 
 
(для которой , т.е. ) на 

вектора-строку со всеми нулевыми элементами, 
кроме значения 1 в последней позиции. Соответ-
ствующее значение в правой части системы уста-
навливается равным значению граничного условия 
Дирихле.

Окончательный вид дискретного опе-
ратора Лапласа с учетом граничных условий 

 имеет следующую структуру 
по строкам:

                  (12)

Другую форму оператора можно получить, 
подставив заданные граничные условия Дирихле 

 и  в систему (1), сделав задачу однородной 
с нулевыми условиями Неймана и Дирихле. В этом 

случае последняя строка и последний столбец в 
(12) удаляются вместе с граничным значением в 
правой части. При этом нелинейная часть должна 
быть соответствующим образом модифицирована.

Известно, что системы типа реакции-диф-
фузии можно разделить на жесткую линейную 
часть уравнения, связанную с диффузией, и мяг-
кую локально-нелинейную часть уравнения. Ин-
тегрирование по времени таких систем с высокой 
точностью обычно выполняется с использованием 
явно-неявных методов Рунге-Кутты (IMEX-RK), 
где жесткая часть уравнения рассматривается не-
явно, а нелинейная – явно. В этом исследовании 
для численного интегрирования по времени мы 
применяем метод IMEX-4 из [11], в котором по-
стоянные значения выбраны так, чтобы метод был 
L-устойчивым и жестко-точным. Неявная часть 
метода представляет из себя единично-диагональ-
ный неявный метод Рунге-Кутты. Таким образом 
можно заранее обратить матрицу  и применять 
ее на каждом шаге. 

2.2. Результаты
Из выражения (4) можно заметить, что для 

многих наборов параметров базовое решение (тер-
модинамическая ветвь) линейно неустойчиво. Из-
вестно, что наиболее интересные режимы возника-
ют после бифуркации Хопфа. 

Результаты анализа устойчивости (на осно-
ве Теоремы 1) могут быть представлены в виде 
многомерной гиперповерхностной диаграммы, 
которая идентифицирует области устойчивого и 
неустойчивого поведения системы. Примеры диа-
грамм устойчивости для различных значений па-
раметров представлены на рис. 1. 

Численно анализируем бифуркацию перио-
дических решений и их устойчивость с помощью 
метода IMEX RK, описанного выше. Шаг интегри-
рования выбирался из условия минимума постоян-
ной Лебега и лежал в диапазоне [ , .  
Для анализа результатов построим проекции фа-
зовых пространств в точках , ). 
Фиксируем параметры , ,  
и модифицируем параметр . Примеры диаграм-
мы решения в пространстве  представлены 
на рис. 2. Выбранные области анализа параметров 
связаны с неустойчивостью части решений вблизи 
нейтральной прямой (см. отмеченную окрестность 
на рис. 1). 

Наблюдаемые периодические решения силь-
но прижаты к исходному циклу, и чтобы отличить 
период необходимо увеличить окрестность кривой. 
Результаты представлены на рис. 3 и 4, которые ука-
зывают на наличие каскада Фейгенбаума наряду с 
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периодическими предельными циклами из порядка 
Шарковского (периода 11, 7 и 3). Все предельные 
циклы, приведенные на Рис. 4, являются устойчи-
выми, что проверено путем анализа собственных 
значений матриц монодромии, которая строится как 
полный проход цикла периода 1 с временем, най-
денным по указанному количеству периодов.

На рис. 1 нулевые значения (темная залив-
ка) указывают на линейную устойчивость базо-
вого решения; значения 1 (серая заливка) ука-
зывают на линейную неустойчивость базового 
решения с действительными неустойчивыми 
собственными значениями матрицы Якоби; зна-
чения 2 (светлая заливка) указывают на бифур-
кацию Хопфа основного решения. Кружком обо-
значена окрестность параметров, по которым 
выполнялся численный анализ периодических 
решений. Черная нейтральная прямая задается 
(2). Точка на нейтральной прямой, если она пред-
ставлена, есть верхняя граница интервала (4),  
 
т.е.  .

Результирующую бифуркационную схему 
[12] в фазовом пространстве можно закодировать 
следующим образом:

,

где  – неустойчивая точка (термодинамическая 
ветвь);  – устойчивые периодические предельные 
циклы периодов j;  – хаотический аттрактор.

Рис.1. Диаграммы устойчивости основного базового решения (u,v) = (a,b/a) (термодинамической вет-
ви) для различных значений параметров

Рис.2. Визуализация неоднородного решения в 
пространстве t × x, u(t,x) слева и v(t,x) справа

Рис.3. Проекции периодических решений на пло-
скость устойчивого предельного цикла периода 3 
слева при d

2
 = 7.976 и хаотического аттрактора 
справа при d

2
 = 7.92
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Заключение

В статье мы рассмотрели модифицирован-
ную диффузионную модель типа Лотки-Вольтер-
ры, предложенную в [5]. Мы проанализировали 
устойчивость базового однородного решения, раз-
работали спектральный метод коллокации на ос-
нове полиномов Чебышева и использовали его для 
численного исследования хаотических режимов в 
указанной задаче. Было показано, что переход к ха-
осу осуществляется посредством последователь-
ностей бифуркаций на периодических предельных 
циклах, предсказанных теорией Фейгенбаума – 
Шарковского – Магницкого. В будущем исследова-

нии мы намерены построить полную бифуркаци-
онную диаграмму стационарных и периодических 
решений этой задачи для различных комбинаций 
граничных условий.
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