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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Прозрачные проводящие оксиды на основе 
SnO₂:Sb представляют собой перспективный материал для создания прозрачных 
электродов в оптоэлектронных устройствах. Понимание механизмов проводимости и 
релаксации носителей заряда в этих материалах имеет большое значение для оптими-
зации их электрофизических свойств. Целью исследования является анализ зависи-
мостей времени релаксации от концентрации электронов, проводимости и подвижно-
сти в SnO₂:Sb на основе использования различных методов интерполяции и аппрок-
симации, а также сопоставление полученных результатов с теорией Друде. Материа-
лы и методы. Использованы результаты экспериментальных данных об электрофи-
зических параметрах для образцов SnO₂:Sb, в том числе концентрации электронов 
(n), проводимости (σ), подвижности (μ) и времени релаксации (τ). Для обработки 
данных применены три метода интерполяции: линейная интерполяция, интерполяция 
Акимы и кубический сплайн. Аппроксимация осуществлена методом наименьших 
квадратов с использованием полиномов первой степени. Результаты. Выполнен 
сравнительный анализ различных методов интерполяции для зависимостей времени 
релаксации от влияющих факторов. Установлено, что зависимость времени релакса-
ции от подвижности хорошо описывается линейной интерполяцией, что соответству-
ет теории Друде. Для остальных зависимостей времени релаксации наиболее подхо-
дящей является интерполяция Акимы, учитывающая нелинейный характер зависимо-
стей. Кубический сплайн демонстрирует осцилляции в областях с резкими изменени-
ями данных. Полученные результаты согласуются с результатами, полученными на 
основе теории Друде. Выводы. Результаты экспериментального исследования 
SnO₂:Sb хорошо согласуются с теорией Друде для описания электрофизических 
свойств прозрачных проводящих оксидов. Даны рекомендации по выбору метода ин-
терполяции с учетом физической природы анализируемых зависимостей. Получен-
ные результаты целесообразно использовать для оптимизации технологических ре-
жимов процесса получения SnO₂:Sb с заданными электрофизическими свойствами. 
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Abstract. Background. Transparent conducting oxides (TCOs) based on SnO₂:Sb are prom-
ising materials for transparent electrodes in optoelectronic devices. Understanding the 
mechanisms of charge carrier conductivity and relaxation in these materials is crucial for 
optimizing their electrophysical properties. The purpose of this work is to analyze experi-
mental data on the dependence of relaxation time on electron concentration, conductivity, 
and mobility in SnO₂:Sb using various interpolation and approximation methods, as well as 
to compare the obtained results with the Drude theory. Materials and methods. The study 
utilized experimental data on electron concentration (n), conductivity (σ), mobility (μ), and 
relaxation time (τ) for SnO₂:Sb samples. Three interpolation methods were applied for data 
processing: linear interpolation, Akima interpolation, and cubic spline. Approximation was 
performed using the least squares method with first-degree polynomials. The analysis ac-
counted for the logarithmic nature of the dependencies for electron concentration and con-
ductivity. Results. A comparative analysis of interpolation methods was conducted for three 
dependencies. It was found that the dependence of relaxation time on mobility is well de-
scribed by linear interpolation, consistent with the Drude theory. For other relaxation time 
dependencies, Akima interpolation proved most suitable due to its ability to handle nonlin-
ear trends. Cubic spline exhibited oscillations in regions with abrupt data changes. The re-
sults align with theoretical predictions of the Drude theory. Conclusions. Experimental data 
confirm the applicability of the Drude theory for describing the electrophysical properties 
of SnO₂:Sb. The choice of interpolation method should consider both the physical nature of 
the dependency and the characteristics of the experimental data. For linear dependencies, 
linear interpolation is optimal. For nonlinear dependencies, Akima interpolation is pre-
ferred. The findings can be used to optimize technological parameters for producing 
SnO₂:Sb with tailored electrophysical properties. 
Keywords: transparent conducting oxides, SnO₂:Sb, Drude theory, Akima interpolation, 
approximation, relaxation time, cubic spline, linear interpolation 
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Введение 
Прозрачные проводящие оксиды (ППО) представляют собой класс 

функциональных материалов, широко используемых в современной опто-
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электронике [1, 2]. Среди них особое место занимает оксид олова (SnO₂), ле-
гированный сурьмой (Sb), который характеризуется высокой прозрачностью 
в видимой области спектра и хорошей электрической проводимостью. Пони-
мание механизмов проводимости и релаксации носителей заряда в этих мате-
риалах имеет фундаментальное значение для разработки новых устройств и 
оптимизации их характеристик [3, 4].  

Теория Друде, являющаяся одной из базовых моделей для описания 
электрофизических свойств проводящих материалов, связывает время релак-
сации носителей заряда с их подвижностью и концентрацией. В рамках ука-
занной теории время релаксации τ определяется как среднее время между 
столкновениями носителей заряда с дефектами решетки и примесями. Для 
SnO₂:Sb, как и для других ППО, характерны сложные механизмы рассеяния 
носителей заряда, включающие рассеяние на ионизированных примесях, фо-
нонах, а также на границах зерен [5–8].  

В данном исследовании выполнен анализ экспериментальных зависи-
мостей времени релаксации от концентрации электронов, проводимости и 
подвижности в SnO₂:Sb. Для обработки данных использованы различные ме-
тоды интерполяции и аппроксимации, что позволило получить более полное 
представление о характере зависимостей и их соответствии теоретической 
модели. Особое внимание уделено сравнению эффективности различных ме-
тодов интерполяции (линейной, Акимы и кубического сплайна) для описания 
экспериментальных данных.  

Актуальность исследования обусловлена необходимостью оптимиза-
ции электрофизических свойств SnO₂:Sb и потребностью в надежных методах 
обработки экспериментальных данных.  

Материалы и методы 
В теории Друде предполагается, что электроны совершают колебания  

в ответ на электрическую компоненту электромагнитного поля [6]. Так назы-
ваемое уравнение движения Лоренца-осциллятора используется для описания 
положения, скорости и ускорения среднего электрона как функций времени и 
угловой частоты электромагнитного поля. 

Дифференциальное уравнение движения колеблющихся электронов  
в одном измерении имеет вид 

 ( )
*

* mm x x Kx eE t+ + =
τ

  ,  (1) 

где *m  и τ  – эффективная масса и время релаксации электронов соответ-
ственно; K – восстанавливающая сила на единицу смещения между электро-
нами и их ионными остовами; E(t) – напряженность электрического поля.  

Время релаксации электронов τ  для прозрачных проводящих оксидов 
можно определить по формуле 

 2ne
σμτ = ,  (2) 

где  σ  – проводимость; n – концентрация носителей заряда; e – заряд элек-
трона; μ  – подвижность носителей заряда. 
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Согласно выражению (2) выполнено моделирование зависимостей вре-
мени релаксации от следующих параметров покрытия: концентрации носите-
лей заряда (рис. 1,а), проводимости покрытия (рис. 1,б), подвижности носи-
телей заряда (рис. 1,в). 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 1. Графики зависимостей времени релаксации от параметров покрытия:  
а – концентрации носителей заряда; б – проводимости покрытия;  

в – подвижности носителей заряда 
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Время релаксации τ можно интерпретировать несколькими способами 
[7, 8]. Когда система электронов выводится из равновесия, τ представляет со-
бой характерное время, за которое система возвращается в равновесие после 
удаления возмущающей силы. Его также можно рассматривать как интервал 
времени между последовательными случайными столкновениями электро-
нов. В общем случае τ зависит от энергии электронов, что требует отдельного 
пояснения для прозрачных проводящих оксидов [7–9]. В рассматриваемом 
случае имеет место электрон-электронное рассеяние. 

Для анализа полученных зависимостей (показаны точками на рис. 1) 
выполнена их аппроксимация и интерполяция. 

Для зависимостей τ(n) и τ(σ) использована логарифмическая аппрокси-
мация методом наименьших квадратов. В логарифмическом масштабе зави-
симость описывается полиномом первой степени: 

 ( ) ( )10 10log   log   a x bτ = +₁ ,  (3) 

где x – концентрация электронов n или проводимость σ; a и b – коэффициен-
ты аппроксимации. Коэффициенты определяются минимизацией суммы 
квадратов отклонений: 

 ( ) ( )( )( )2
10 10min log   ·log   .i ia x bτ − + ₁   (4) 

Для зависимости τ(μ) применена линейная аппроксимация: 

      k bτ= μ + ,  (5) 

где k и b – коэффициенты аппроксимации, определяемые методом наимень-
ших квадратов: 

 ( )( )2min i ik bτ − μ + .  (6) 

Для дискретного набора точек ( ),i ix y  линейная интерполяция в интер-
вале [ ]1,i ix x +  определяется следующим образом: 

 ( ) ( )( )
( )
1

1

     
   

  
i i i

i
i i

y y x x
y x y

x x
+

+

− −
= +

−
.  (7) 

Для логарифмических зависимостей τ(n) и τ(σ) интерполяция выполня-
ется в логарифмическом масштабе: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

10 1 10 10 10
10 10

10 1 10

 log   log log   log
log   log  

log   log
i i i

i
i i

x x
x

x x
+

+

τ − τ −
τ = τ +

−
. (8) 

Интерполяция Акимы использует кубические полиномы с особым вы-
бором коэффициентов. Для набора точек ( ),i ix y  в интервале [ ]1,i ix x +  интер-
полированная функция имеет следующий вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 2              i i i i i i iy x a x x b x x c x x d= − + − + − + ,  (9) 
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Коэффициенты ia , ib , ic , id  определяются из условий непрерывности 
функции, непрерывности первой производной и специального выбора накло-
нов в узлах интерполяции. 

Для логарифмических зависимостей интерполяция выполняется в лога-
рифмическом масштабе: 

( )( ) ( ) ( )( )3
10 10 10log   log  logi ix a x xτ = − +  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
10 10 10 10 log   log  log  log   i i i i ib x x c x x d+ − + − + .  (10) 

Кубический сплайн представляет собой кусочную функцию, состоящую 
из кубических полиномов. В каждом интервале [ ]1,i ix x +  функция имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 2              i i i i i i iy x a x x b x x c x x d= − + − + − + .  (11) 

Коэффициенты определяются из условий непрерывности функции,  
непрерывности первой производной, непрерывности второй производной  
и естественных граничных условий. 

Для логарифмических зависимостей имеет место следующее выражение: 

( )( ) ( ) ( )( )3
10 10 10log   log  logi ix a x xτ = − +  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
10 10 10 10 log   log  log  log   i i i i ib x x c x x d+ − + − + .  (12) 

Результаты 
В табл. 1 представлены полученные параметры, оказывающие влияние 

на время релаксации согласно теории Друде. Данные указаны для 15 образ-
цов ППО на основе SnO2:Sb, полученных методом спрей-пиролиза.  

 
Таблица 1 

Параметры, оказывающие влияние на время релаксации  
для 15 образцов ППО на основе SnO2:Sb согласно теории Друде 

Образец σ (См/□) τ (с) n (см−3) μ (см2/(В⋅с)) 
1 1,48 ⋅ 10−3 1,37 ⋅ 10−11 5,31 ⋅ 1019 8,03 
2 1,57 ⋅ 10−3 1,56 ⋅ 10−11 8,11 ⋅ 1019 9,15 
3 2,35 ⋅ 10−3 1,56 ⋅ 10−11 3,56 ⋅ 1020 9,12 
4 7,19 ⋅ 10−3 1,44 ⋅ 10−11 9,04 ⋅ 1020 8,41 
5 1,12 ⋅ 10−2 1,03 ⋅ 10−11 7,79 ⋅ 1020 6,02 
6 4,52 ⋅ 10−3 1,26 ⋅ 10−11 2,33 ⋅ 1021 7,38 
7 1,05 ⋅ 10−2 1,08 ⋅ 10−11 3,7 ⋅ 1020 6,31 
8 1,75 ⋅ 10−2 1,08 ⋅ 10−11 8,98 ⋅ 1020 6,34 
9 3,57 ⋅ 10−2 8,26 ⋅ 10−12 1,73 ⋅ 1021 4,83 

10 3,82 ⋅ 10−3 9,65 ⋅ 10−12 2,15 ⋅ 1021 5,64 
11 6,54 ⋅ 10−4 2,26 ⋅ 10−11 7,08 ⋅ 1020 13,25 
12 1,16 ⋅ 10−3 1,94 ⋅ 10−11 8,83 ⋅ 1019 11,34 
13 1,96 ⋅ 10−4 2,09 ⋅ 10−11 1,15 ⋅ 1020 12,24 
14 5,33 ⋅ 10−4 2,52 ⋅ 10−11 2,93 ⋅ 1020 14,75 
15 6,78 ⋅ 10−4 2,72 ⋅ 10−11 4,33 ⋅ 1020 15,91 
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Для зависимости времени релаксации от концентрации носителей  
заряда (см. рис. 1,а) с помощью аппроксимации получены следующие значе-
ния коэффициентов: коэффициент наклона a = – 0,15 ± 0,02; свободный член 
b = –10,8 ± 0,1; коэффициент детерминации R2 = 0,82. 

Полученная зависимость показывает слабую отрицательную корреля-
цию между временем релаксации и концентрацией электронов, что согласу-
ется с теорией рассеяния на ионизированных примесях [9–12]. 

Для зависимости времени релаксации от проводимости покрытия  
(см. рис. 1,б) посредством аппроксимации получены следующие значения  
коэффициентов: коэффициент наклона a = 0,45 ± 0,03; свободный член  
b = – 11,2 ± 0,1; коэффициент детерминации R² = 0,89. 

Полученная положительная корреляция между τ и σ соответствует тео-
ретическим представлениям теории Друде [6–8]. 

Для зависимости времени релаксации от подвижности носителей заря-
да (см. рис. 1,в) с помощью аппроксимации получены следующие параметры: 
коэффициент наклона k = (1,45 ± 0,05) ∙ 10⁻¹² с·см⁻²·В; свободный член  
b = (0,15 ± 0,05) · 10⁻¹² с; коэффициент детерминации R² = 0,95. 

Сильная положительная корреляция между τ и μ полностью соответ-
ствует формуле (2), полученной согласно теории Друде. 

На рис. 2–4 представлены результаты интерполяции зависимостей вре-
мени релаксации от параметров покрытия разными методами. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Линейная интерполяция зависимости времени релаксации  
от параметров покрытия: а – концентрации носителей заряда;  
б –  проводимости покрытия; в – подвижности носителей заряда 
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в) 

Рис. 2. Окончание 
 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 3. Интерполяция Акимы зависимости времени релаксации  
от параметров покрытия: а – концентрации носителей заряда;  
б – проводимости покрытия; в – подвижности носителей заряда 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 4. Интерполяция кубическим сплайном зависимости времени  
релаксации от параметров покрытия: а – концентрации носителей заряда;  

б – проводимости покрытия; в – подвижности носителей заряда 
 
Выполнен анализ методов интерполяции с точки зрения соответствия 

теории Друде (физическая интерпретируемость результатов – коэффициент 
детерминации) и точности (среднеквадратичное отклонение). Результаты 
представлены в табл. 2. 

Сравнительный анализ показал, что выбор метода интерполяции дол-
жен учитывать физическую природу исследуемой зависимости [7, 8, 13, 14]. 
Для SnO₂:Sb оптимальным является комбинированный подход: линейная ин-
терполяция для зависимости времени релаксации от подвижности носителей 
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заряда и интерполяция Акимы для зависимости времени релаксации от про-
водимости покрытия и от концентрации носителей заряда. Описанный под-
ход к выбору метода интерполяции обеспечивает наиболее адекватное и фи-
зически интерпретируемое описание электрофизических свойств материала  
в рамках теории Друде. 

 
Таблица 2 

Анализ методов интерполяции 

Метод 
интерполяции 

Зависимость времени  
релаксации от влияющих  

параметров 

Коэффициент  
детерминации 

Среднеквадратичное  
отклонение 

Линейная  
интерполяция 

от концентрации  
носителей заряда 0,85 0,12 

от проводимости  
покрытия 0,88 0,10 

от подвижности  
носителей заряда 0,94 0,08 

Интерполяция 
Акимы 

от концентрации  
носителей заряда 0,87 0,11 

от проводимости  
покрытия 0,90 0,09 

от подвижности  
носителей заряда 0,95 0,07 

Интерполяция  
кубическим  
сплайном 

от концентрации  
носителей заряда 0,86 0,11 

от проводимости  
покрытия 0,89 0,10 

от подвижности  
носителей заряда 0,94 0,08 

Заключение 
Экспериментальные данные подтверждают применимость теории Дру-

де для описания электрофизических свойств SnO₂:Sb, поскольку полученные 
зависимости полностью согласуются с теорией Друде. 

Наблюдается сильная положительная корреляция между временем ре-
лаксации и подвижностью. Зависимость времени релаксации от подвижности 
носителей заряда демонстрирует линейный характер, что соответствует тео-
ретическим представлениям. Полученные результаты позволяют оценить ме-
ханизмы рассеяния. Установлена слабая отрицательная корреляция между 
временем релаксации и концентрацией электронов, что свидетельствует  
о преобладании рассеяния на ионизированных примесях. 

Также наблюдается положительная корреляция между временем релак-
сации и проводимостью, что подтверждает доминирование электрон-ионного 
взаимодействия. Также отметим, что линейная интерполяция оптимальна для 
зависимости времени релаксации от подвижности носителей заряда из-за ли-
нейного характера зависимости. Интерполяция Акимы лучше описывает за-
висимость времени релаксации от проводимости покрытия и от концентра-
ции носителей заряда благодаря учету нелинейности. Кубический сплайн де-
монстрирует осцилляции в областях резких изменений. 
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