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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Строится теория дисковых галактик с нарушени-
ем цилиндрической симметрии, которая решает проблему спиральной структуры га-
лактик в рамках модели волны плотности общего вида. Материалы и методы. Тео-
рия строится на основе классической гидродинамики сплошной самогравитирующей 
среды с квазиклассическим полем тяготения, содержащим описание эффекта скры-
той массы (темной материи). Результаты. Выведены уравнения пространственного 
распределения параметров среды и поля тяготения, а также уравнения эволюции 
масштабных факторов в условиях динамического равновесия вращающейся среды  
с нарушением цилиндрической симметрии. Устанавливается аналогия между эффек-
том скрытой массы и гравитационной проницаемостью среды. Рассматривается опи-
сание взаимодействия дисковой структуры с внешним окружением. Выводы. Теория 
позволяет строить модели дисковых галактик со спиральной структурой при наличии 
эффекта скрытой массы. Такие модели включают описание собственной эволюции 
дисковых галактик при наличии внешнего воздействия. 
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скрытой массы, квазиклассическое поле тяготения, динамическое равновесие сплош-
ной самогравитирующей среды 
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Abstract. Background. A theory of disk galaxies with a violation of cylindrical symmetry 
is being constructed, which solves the problem of the spiral structure of galaxies within the 
framework of a general density wave model. Materials and methods. The theory is based 
on the classical hydrodynamics of a continuous self-gravitating medium with a quasi-
classical gravitational field containing a description of the effect of hidden mass (dark 
matter). Results. The equations of the spatial distribution of the parameters of the medium 
and the gravitational field, as well as the equations of the evolution of scale factors, are 
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derived under the conditions of dynamic equilibrium of a rotating medium with a violation 
of cylindrical symmetry. An analogy is established between the effect of hidden mass and 
the gravitational permeability of the medium. The description of the interaction of the disk 
structure with the external environment is considered. Conclusions. The theory allows us to 
build models of disk galaxies with a spiral structure in the presence of a hidden mass effect. 
Such models include descriptions of the intrinsic evolution of disk galaxies in the presence 
of external influences. 
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Введение 
В теории дисковых галактик имеются две важные проблемы. Первой 

является решение задачи объяснения плоской кривой вращения галактик на 
их периферии. Вторая – формирование и эволюция спиральных структур, ко-
торые обладают большим разнообразием их геометрической формы. Пробле-
му плоской кривой вращения дисковых галактик, находящихся в относитель-
ном равновесном состоянии, связывают обычно с эффектом «темной мате-
рии» или эффектом скрытой массы в зависимости от способа объяснения это-
го эффекта. Эффект «темной материи» связан с объяснением плоской кривой 
вращения как следствие присутствия в галактиках неидентифицированной  
в локальных экспериментах экзотической по свойствам формы материи, ко-
торая взаимодействует с обычной материей только за счет гравитации [1–3]. 
Эффект скрытой массы связан с объяснением плоской кривой вращения как 
проявление квазиклассического поля тяготения, отличающегося на масшта-
бах галактик и их скоплений от классического закона тяготения Ньютона. 
Примером такого подхода может служить теория MOND [4–6], а также пред-
ложенный в [7, 8] способ объяснения эффекта скрытой массы, опирающийся 
на новую теорию пространства и материи – Топологическую теорию фунда-
ментальных полей (ТТФП) [9–11]. 

Проблема теории спиральных галактик находится в разработке уже по-
рядка ста лет и связана с невозможностью объяснить все наблюдаемые фор-
мы их спиральной структуры с помощью какого-либо одного типа моделей 
[12–14]. Основная часть моделей относится к теории волны плотности  
[15–19], другая часть опирается на теорию динамических спиралей, связан-
ную с численными моделями задачи N  тел [20–22]. 

Модели теории волны плотности можно разделить на два класса. Это 
кинематический подход [15], опирающийся на модели орбитального движе-
ния отдельных звезд в галактиках и подход, основанный на уравнениях ди-
намики сплошной среды с использованием бесстолкновительного уравнения 
Больцмана [18, 19]. Кинематический подход является достаточно упрощен-
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ным способом описания структуры галактик и отражает лишь самые общие 
свойства их динамики [15]. Подход, основанный на использовании уравнения 
Больцмана, требует знания распределения звезд в галактике по скоростям, 
получить которые из экспериментальных данных достаточно сложно [18, 19]. 
Кроме этого, все имеющиеся варианты теории волны плотности при анализе 
пространственного распределения плотности массы вынуждены прибегать к 
линеаризации получающихся уравнений динамики, поскольку исходная зада-
ча оказывается существенно нелинейной. 

Новым подходом к теории спиральных структур является теория дина-
мического равновесия дисковых галактик [7, 8]. Этот подход опирается на 
гидродинамические модели сплошной самогравитирующей среды и вместо 
вероятностных уравнений Больцмана использует непосредственно гидроди-
намические уравнения Эйлера. Поскольку в таком подходе скорости точек 
среды детерминированы, то не возникает трудностей с вероятностным рас-
пределением звезд по скоростям. Важным элементом нового подхода, позво-
ляющим решать задачу без линеаризации исходных уравнений, является 
представление параметров среды и напряженности ее собственного поля тя-
готения с помощью лагранжевых переменных или маркеров. Это позволяет 
включить в общую схему моделей динамического равновесия и описание 
спиральных структур дисковых галактик. 

Еще одной важной частью предлагаемого подхода является использо-
вание квазиклассической теории тяготения для объяснения эффекта скрытой 
массы. В данной работе общая идеология квазиклассической теории гравита-
ционного поля [7, 8] обобщается, что позволяет использовать ее для описания 
спиральной структуры галактик в условиях динамического равновесия для 
более общих граничных условий, чем в работе [8]. Основной задачей данной 
работы является построение модели динамического равновесия галактик со 
спиральными структурами. 

1. Описание динамики сплошной среды  
в отсутствие цилиндрической симметрии 

В классической механике для описания среды, заполняющей трехмер-
ное пространство, с точки зрения лагранжева подхода необходимо вводить 
три лагранжевы переменные ( ), ,  1,2,3ae t a =x , называемые далее маркерами, 
которые удовлетворяют по определению трем однотипным уравнениям:   

 0, 1,2,3.
a a ade e eu a

dt t x
α

α
∂ ∂≡ + = =
∂ ∂

  (1) 

Здесь и далее ( )1 2 3, ,x x x=x . Следствием этой системы уравнений  

[7, 8, 23] является соотношение  

 
( ) ( )div 0,

M
M u

t
∂

+ =
∂
e J

J   (2) 

где ( ) ( )0M M= ℵe e , 0M  – постоянная размерности массы; ( )ℵ e  – произ-

вольная безразмерная дифференцируемая функция маркеров ( )1 2 3, ,e e e=e ; 
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( )1 2 3, ,u u u u=  – декартовы компоненты поля скоростей гидродинамического 

потока. Концентрация маркеров n  определяется соотношением 

 ˆdet ,n = =J J   (3) 

где ˆdet J  – якобиан преобразования e x→  с матрицей Якоби:   

 ˆ .
ae

xα

 ∂=   ∂ 
J   (4) 

Соотношение (2) в гидродинамике интерпретируется как уравнение  
неразрывности (сохранения массы)  

 ( )div 0u
t

∂ρ + ρ =
∂

  (5) 

при определении плотности среды ρ  в соответствии с формулой  

 ( )0 ,M Jρ = ℵ e   (6) 

здесь 0M  – постоянная размерности массы. Функция ( )ℵ e  описывает отно-
сительную массу отдельных частиц, помеченных различными маркерами e . 
Если все частицы среды имеют одинаковую массу, то 1ℵ =  и плотность сре-
ды просто пропорциональна концентрации n . Поэтому ( )ℵ e  будем называть 
относительной массивностью частиц среды. 

На основе (6) в работе [7] было показано, что точное решение обоб-
щенного уравнения Пуассона  

 ( )div 4 4 DGD G= − π ρ = − π ρ + ρg   (7) 

относительно напряженности g  поля тяготения с учетом эффекта скрытой 
массы с плотностью ( )1D Dρ = − ρ  можно в общем случае представить  
в следующем виде:   

 ( )0
4 Ξ , [rot ] ,

3
a

a
G xg M t J e

e

α
α απ ∂= − +

∂
e U   (8) 

здесь G  – постоянная тяготения Ньютона, а вспомогательная функция Ξ  
связана с функцией D  соотношением  

 ( )Ξ 11 lnΞ , .
3

a
aD e t

e
 ∂ = + ℵ ∂ 

e   (9) 

Для удобства введем векторное поле ( )1 2 3, ,K K K K=  с компонентами:  

 .a
a

xK e
e

α
α ∂=

∂
  (10) 
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Векторное поле U  является аналогом калибровочного поля, позволя-
ющего добиться того, что g  будет некоторым градиентным полем, что тре-
бует условие консервативности классического поля тяготения. Если 1D = , то 
уравнение Пуассона (7) будет совпадать с уравнением для классической тео-
рии тяготения, а поле (8) будет решением классического уравнения Пуассона 
при подходящем выборе поля rot ,Z =g U  компенсирующего вихревую со-
ставляющую этого поля [7]. В общем же случае (9) с 1D ≠  общее точное ре-
шение (8) позволяет использовать его для описания эффекта скрытой массы  
с плотностью «темной» массы Dρ  [7, 8]. 

2. Автомодельная эволюция сплошной среды 

По аналогии с работой [8] рассмотрим уравнения динамики пылевид-
ной среды в цилиндрической системе координат ( ), ,r zϕ , где r  – радиальная 
координата, z  – вертикальная, ϕ  – азимутальный угол. Уравнения Эйлера 
классической механики сплошной среды для компонентов скорости потока 

( ), ,v u w v=  ( u  – радиальная компонента, w  – вертикальная, а v  – зональная) 
будут иметь следующий вид:  

2
1 2 3, , ,d v d d vuu g w g v g

dt r dt dt r
− = = + =  

 ,d vu w
dt t r z r

∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ϕ

  (11) 

где ( )1 2 3, ,g g g=g  – компоненты напряженности гравитационного поля  

в цилиндрической системе координат ( 1g  – радиальная, 2g  – вертикальная, 
3g  – азимутальная).  

Уравнения (11) необходимо дополнить уравнением неразрывности (5) и 
уравнением Пуассона (7), решение которых уже получено в терминах марке-
ров ( ),ae tx  в виде соотношений (6) и (8). Поэтому для получения решений 
общей системы уравнений (11), (5) и (7) остается выразить также и скорость 
гидродинамического потока через маркеры. Это можно сделать в рамках 
предположения, что исследуемая система находится в динамическом равно-
весии [23]. 

Для описания динамического равновесия [23] используются автомо-
дельные переменные, которые по определению сами должны являться марке-
рами или функциями маркеров. Наиболее простым и полезным в рамках дан-
ной задачи способом введения автомодельных переменных является пред-
ставление соответствующих компонентов скорости потока в форме обобщен-
ного потока Хаббла:   

 ( ) ( ), ,dr dzu a v b
dt dt

= = ξ = = ζ e e   (12) 
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где ( )ξ = ξ e  и ( )ζ = ζ e  – автомодельные переменные; ( )a t  и ( )b t  – мас-

штабные факторы, ( )1 2 3, , .e e e=e  Если проинтегрировать эти соотношения 

по t  вдоль траекторий движения частиц, т.е. при условии const=e , получаем 
следующие соотношения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,r a t r z b t z= ξ + = ζ +e e e e  

где ( )0r e  и ( )0z e  – постоянные интегрирования.  

В простейшем случае ( ) ( )0 0 0r z= =e e  автомодельные переменные 
имеют стандартный вид [7, 8, 23]:   

 ( ) ( )/ , / .r a t z b tξ = ζ =   (13) 

Поскольку наличие спиральных рукавов в галактиках означает наруше-
ние цилиндрической симметрии, то в описание таких объектов необходимо 
ввести дополнительную автомодельную переменную ( ), , ,tθ = θ ξ ζ ϕ . Эта но-
вая автомодельная переменная должна отражать в условиях динамического 
равновесия зависимость параметров среды от азимутального угла ϕ . Чтобы 
ввести такую переменную, рассмотрим третье уравнение системы (11), пола-
гая 3 0g = . В этом случае приходим к уравнению сохранения удельного мо-
мента импульса:   

 ( ) 3 0.d rv rg
dt

= =   (14) 

 Это уравнение имеет общее решение:  

 ( ),vr L= e   (15) 

которое представляет собой закон сохранения удельного момента импульса 
L  частиц среды. Из (15) следует соотношение для азимутальной скорости:  

( )Ldv r
dt r
ϕ= =

e
. 

С учетом (13) приходим к уравнению для азимутального угла в следу-
ющем виде:  

( )
( ) ( ) ( )

0 02 2
1 Ω , Ω .

Ld
dt a t
ϕ = =

ξ

e
e e  

Функцию ( )0Ω e  будем называть коэффициентом локальной угловой 
скорости зонального потока. 

Интегрируя последнее соотношение по t , находим дополнительную 
автомодельную переменную θ , связанную с ϕ  следующим образом:   

 ( )Ω , ,tθ = ϕ − e   (16) 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2025;(3) 

 87

где   

 ( ) ( ) ( )
( )0 2Ω Ω , .dtc t c t

a t
= = e   (17) 

Именно эта автомодельная переменная будет описывать зависимость 
переменных среды от азимутального угла ϕ . 

3. Параметры среды и поля в автомодельных переменных 
Наличие дополнительной автомодельной переменной в описании ди-

намического равновесия среды с нарушенной цилиндрической симметрией 
требует дополнительных вычислений матрицы преобразования от простран-
ственных переменных к автомодельным. Имеем:   

0 0
ˆ 0 0

Ω Ω 1 Ω

r r r

a
z z z b

ξ ζ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ξ ∂ζ ∂θ   
   ∂ ∂ ∂= =   ∂ξ ∂ζ ∂θ   ξ ξ +  ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
 ∂ξ ∂ζ ∂θ 

I . 

 Соответственно, обратная матрица 1ˆ ˆ−=J I  имеет следующий вид:   

1 0 0

1ˆ 0 0 ,

Ω Ω 1

r z a

r z b

aC bC Cr z
ξ ζ

 ∂ξ ∂ξ ∂ξ  
   ∂ ∂ ∂ϕ   
 ∂ζ ∂ζ ∂ζ  = =   ∂ ∂ ∂ϕ   
 ∂θ ∂θ ∂θ  − −  ∂ ∂ ∂ϕ   

J  

где  

 Ω1 .C ∂= +
∂θ

  (18) 

Для того чтобы плотность допускала разделение переменных, необхо-
димо выполнение условия   

 Ω 0,∂ =
∂θ

  (19) 

что дает 1C = . Это важное условие означает, что коэффициент локальной уг-
ловой скорости ( )Ω Ω , ,t= ξ ζ  не зависит от азимутального угла. 

Учитывая (6), находим:  

( ) ( )2
1 ˆdet det ,J
r a t b t

∂ = = = ∂  ξ

JeJ J
x
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где  
1 1 1

2 2 2

3 3 3

det

E E E

E E E

E E E

 ∂ ∂ ∂
 

∂ξ ∂ζ ∂θ 
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ξ ∂ζ ∂θ
 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ξ ∂ζ ∂θ 

J  

является функцией только автомодельных переменных, поскольку 
( ) ( ), , , , ,a aE e r z tξ ζ θ = ϕ , а ( )N = J e  – представляет собой коэффициент 

плотности числа частиц. 
В новых переменных плотность среды будет иметь следующий вид:   

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 2 2 ,
M M RM
a t b t a t b t

ℵ
ρ = ℵ = =

ξ

e J
e J   (20) 

где R  – коэффициент плотности среды, 

 ( ) ( )N
R

ℵ
=

ξ
e e

.  (21) 

В результате вычисление компонентов напряженности поля тяготения 
строится на базе следующих соотношений:  

,a a
a a

x X xK e E
e E X

α β α
α

β
∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂

  

здесь и далее 1 2 3, , X X X= ξ = ζ = θ , ( )1 2 3, ,X X X=X .  

Введем дополнительно обозначения:   

 1 2 3, , .a a a
a a aK E K E K E

E E E
∂ξ ∂ζ ∂θ= = =

∂ ∂ ∂
  (22) 

Тогда имеем следующие соотношения:  

,K I Kα α β
β=  

где Iα
β  – компоненты матрицы Î .  
В покомпонентном виде последние соотношения с учетом формы мат-

рицы I


 имеют следующий вид:   

 ( ) ( )1 1 2 2, ,K a t K K b t K= =   (23) 

( )3 1 2 3Ω Ω .K a K K Kξ ζ= ξ + +  
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Прямой проверкой убеждаемся, что для компонентов вектора K  вы-
полняется тождество:   

 ( ) ( ) ( )1 2 3Ξ Ξ Ξ 3 ,K K K DR∂ ∂ ∂+ + = ξ
∂ξ ∂ζ ∂θ

J J J   (24) 

где D  определяется соотношением (9). 
Переход к записи поля rotU  в автомодельных переменных основыва-

ется на следующих общих соотношениях для любой функции ( ), , ,F r z tϕ =  

( ), , ,F t= ξ ζ θ :   

1 1 Ω ,F F F F F
r r r a a

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂= + = −
∂ ∂ξ ∂ ∂θ ∂ ∂ξ ∂ξ ∂θ

 

 1 1 Ω ,F F F F F
z z z b b

∂ ∂ ∂ζ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂= + = −
∂ ∂ζ ∂ ∂θ ∂ ∂ζ ∂ζ ∂θ

  (25) 

.F F∂ ∂=
∂φ ∂θ

 

 Используя эти соотношения, выражения для компонентов rot U  мож-
но представить в следующей форме:  

2 3 3
1 1 1 1 Ω[rot ] ,U U U

a b b
∂ ∂ ∂ ∂= − +

ξ ∂θ ∂ζ ∂ζ ∂θ
U  

3 3 1
2 31 1 Ω 1 1[rot ] ,U U UU

a a a a
∂ ∂ ∂ ∂= − + −
∂ξ ∂ξ ∂θ ξ ξ ∂θ

U  

1 1 2 2
3 1 1 Ω 1 1 Ω[rot ] ,U U U U

b b a a
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − − +
∂ζ ∂ζ ∂θ ∂ξ ∂ξ ∂θ

U  

здесь ,Uα  1,2,3,α =  – компоненты поля: ( ) ( ), , , , , ,U t U r z tξ ζ θ = ϕ . 

4. Разделение переменных 
Уравнения динамики в автомодельных переменных теперь можно 

представить следующим образом:   

 3 2 1 2 3
0Ω , , 0.a a g a g g−ξ − ξ = ζ = =    (26) 

 Подставляя в эти уравнения значения компонентов напряженности по-
ля тяготения, приходим к следующим уравнениям:   

22 3 3
10 0

3
Γ Ω1 1 1 ΩΞ ,U U Ua K
ab a b b a

ξ∂ ∂ ∂ ∂ξ = − + − + +
ξ ξ ∂θ ∂ζ ∂ζ ∂θ

 J  

 
3 3 1

2 30
2

Γ 1 1 Ω 1 1Ξ ,U U Ub K U
a a a aa

∂ ∂ ∂ ∂ζ = − + − + −
∂ξ ∂ξ ∂θ ξ ξ ∂θξ

 J   (27) 
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( )
1 1 2 2

1 2 30
2
Γ 1 1 Ω 1 1 ΩΞ Ω Ω 0.U U U UK K K

b b a aa b
ξ ζ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + + − − + =
∂ζ ∂ζ ∂θ ∂ξ ∂ξ ∂θξ

J  

Здесь введено обозначение: 0 0Γ 4 / 3GM= π . Компоненты векторного 

поля ( )1 2 3, ,K K K=K , а также J  являются функциями автомодельных пе-

ременных и не зависят от времени. В то же время компоненты векторного 
поля ( )1 2 3, ,U U U U=  могут зависеть от времени, как и функция Ξ . Поэтому 

требуется указать такое разделение последних на аддитивные слагаемые, за-
висящие от времени, при которых уравнения динамики позволяли бы прове-
сти разделение переменных по аналогии с работами [7, 23, 24]. Для получе-
ния замкнутой системы уравнений после разделения переменных потребуем, 
чтобы выполнялись следующие условия:   

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2 2
0 0

Ξ Ξ Ξ , ,j j j j
j j

b t b t
f t D D f t D

a t a t

∞ ∞

ω ω
= =

= + = + X X  

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )03 0
3

0

Γ Γ ,j j
j

b t
U Q f t Q

a ta t

∞

ω
=

= + X X   (28) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 0
11 12 11 123

0

Γ Γ1 1 ,j j j
j

b t
U U U f t V V

a t a t a ta t

∞

=

   
= + + +      

   
X X X X  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0

21 22 21 222
0

Γ Γ1 1 .j j j
j

U U U f t V V
a t b t a ta t

∞

=

   
= + + +      

   
X X X X  

Слагаемые в этих соотношениях, имеющие индекс ω , а также слагае-
мые с ( ) ,ijU X  1,2;i =  1,2,j =  относятся к составляющим поля тяготения, 
связанными с вращением среды. Дополнительные ряды с коэффициентами 

( )jf t  относятся к условно «невращающимся» параметрам поля. Подставляя 
эти соотношения в уравнения (24), (27) и проводя разделение переменных, 
приходим к системе уравнений для пространственных функций поля .g  

Из уравнения (24) следуют следующие соотношения:   

 ( ) ( ) ( )1 2 3Ξ Ξ Ξ 3 , 0, , ;j j j jJK JK JK D R j∂ ∂ ∂+ + = ξ = … ∞
∂ξ ∂ζ ∂θ

  (29) 

( ) ( ) ( )1 2 3Ξ Ξ Ξ 3 .JK JK JK D Rω ω ω ω
∂ ∂ ∂+ + = ξ
∂ξ ∂ζ ∂θ

 

Первое уравнение системы (27) приводит к следующим уравнениям:   

 211 2
1: Ξ 0, , ;j j j

j j
f V Q

JK j
ab

∂ ∂
− + − ξ = ϖ ξ = … ∞

∂θ ∂ζ
  (30) 
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1 2 2 221
0 13 0

1 1: Ξ Ω .
Γ

QUJK
a

ω
ω

∂∂
− + − ξ + ξ = κ ξ

∂θ ∂ζ
 

Второе уравнение системы (27) сводится также к двум уравнениям:  

 112
22 : Ξ , 0, , ;j j j

j j j
f Q V

JK Q j
a

∂ ∂
− + ξ + − = ϖ ξζ = … ∞

∂ξ ∂θ
  (31) 

2 11
24 : Ξ .Q Ub JK Q

a
ω

ω ω
∂ ∂− + ξ + − = κ ξζ
∂ξ ∂θ

 

В этих уравнениях , , 1,2,kj k kϖ κ =  – произвольные вещественные па-
раметры разделения переменных. Кроме этого, должны выполняться условия:   

 0, 0, 0, , ;jQ Q jω
∂ ∂= = = … ∞
∂θ ∂θ

  (32) 

12 2212 22 0,   0, 0, , .j jV VU U j
∂ ∂∂ ∂= = = = = … ∞

∂θ ∂θ ∂θ ∂θ
 

 Отсюда следуют соотношения:  

 ( ) ( ) ( )2 2 22 22, ; , , , ,l lQ Q U U U Uω ω= ξ ζ = ξ ζ = ξ ζ   (33) 

( ) ( )2 2, , , , 1,2, 0, , .j j k j k jQ Q V V k j= ξ ζ = ξ ζ = = … ∞  

Соответствующие соотношениям (30) и (31) уравнения для масштаб-
ных факторов принимают такой вид:  

 ( ) ( )1 21 2
3 4 2,     ,

F t F t
a b b

aba a a
μ μ

= + = +   (34) 

где  

 ( )
0

, 1,2; 0, , ,k kj j
j

F f t k j
∞

=
= ν = = … ∞   (35) 

 0Γ ,kj kjν = ϖ  0Γ ,k kμ = κ  1,2.k =   (36) 

Системы уравнений (30), (31) и (34) подобны системам уравнений, ко-
торые рассматривались в [7, 8]. Отличие заключается в появлении бесконеч-
ного числа слагаемых рядов разложения поля тяготения, что приводит к фак-
тически произвольным функциям ( ) ,  1,2kF t k = . Произвол в этих функциях, 
как будет показано далее, связан с произвольностью граничных условий для 
исходной системы уравнений. 

Третье уравнение системы (27) приводит к трем подсистемам. Первая 
из них может быть представлена в следующей форме:  

 11 21 11 210, 0, , ; 0.j jV V U Uj
∂ ∂ ∂ ∂

− = = … ∞ − =
∂ζ ∂ξ ∂ζ ∂ξ

  (37) 
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Вторая подсистема сводится к уравнениям:   

11 21
0, 0,Ω Ω 0, 0, , ;j jV V

jζ ξ
∂ ∂

− + = = … ∞
∂θ ∂θ

 

 11 21
0, 0,Ω Ω 0.U U

ζ ξ
∂ ∂− + =

∂θ ∂θ
  (38) 

Третья подсистема записывается следующим образом:   

12 223Ξ 0, 0, , ;j j
j

V VJ K j
∂ ∂

− + − = = … ∞
ξ ∂ζ ∂ξ

 

3 12 22Ξ 0,U UJ Kω
∂ ∂− + − =

ξ ∂ζ ∂ξ
 

 1 2
0, 0,Ω Ω 0.K Kξ ζ+ =   (39) 

Из первой подсистемы находим:   

 11 21 11 21
Φ Φ Φ Φ, , , ,j j

j jV V U Uω ω∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ξ ∂ζ ∂ξ ∂ζ
  (40) 

где ( )Φ Φ , ,j j= ξ ζ θ  и ( )Φ , ,ω ξ ζ θ  – некоторые новые функции.  
Из второй подсистемы получаем следующие соотношения:  

0 0 0 0Φ ΦΩ Ω Ω Φ Ω Φ 0,j j ω ω∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = − =   ∂θ ∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ ∂θ ∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ  
 

отсюда получаем 

( )0 0
1

Φ ΦΩ Ω , ,j j
jH

∂ ∂∂ ∂
− = ξ ζ

∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ
 

 ( )0 0Ω Φ Ω Φ , ,Hω ω
ω

∂ ∂ ∂ ∂
− = ξ ζ

∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ
  (41) 

где ( )1 ,jH ξ ζ  и ( ),Hω ξ ζ  – некоторые произвольные функции. 
Из систем (39) и (32) следует:   

( ) 12 22
3Ξ , , 0, , ,j j

j j
V V

J K W j
∂ ∂

= ξ ζ = − + = … ∞
∂ζ ∂ξ

 

 ( ) 12 22
3Ξ , ,U UJ K Wω ω

∂ ∂= ξ ζ = − +
∂ζ ∂ξ

  (42) 

Ξ / Ξ / , 0, , ,j jW W jω ω= = … ∞  

где ( ),jW ξ ζ  и ( ),Wω ξ ζ  – произвольные функции, определяющиеся  
в начальный момент времени.  
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Из последних соотношений системы (42) следует, что  

 Ξ Ξ , 0, , .j
j

W
j

Wω
ω

= = … ∞   (43) 

5. Анализ уравнений пространственного распределения полей 
Соотношения (40) позволяют системы (30) и (31) сгруппировать по-

новому и записать их в следующей форме:   

1 2
1

Ψ
Ξ ,j

j jJK
∂

− + = ϖ ξ
∂ζ

 

 2
2

Ψ
Ξ , 0, , ,j

j jJK j
∂

− − = ϖ ξζ = … ∞
∂ξ

  (44) 

и   

 1 2 2 2
0 1

0

Ψ 1Ξ Ω ,
Γ

JK ω
ω

∂
− + + ξ = κ ξ

∂ζ
  (45) 

2
2

ΨΞ ,JK ω
ω

∂
− − = κ ξζ

∂ξ
 

где введены обозначения:   

 
Φ ΦΨ , 1, , ;Ψ .j

j jQ j Qω
ω ω

∂ ∂
= − ξ = … ∞ = − ξ

∂θ ∂θ
  (46) 

Учитывая теперь последнее уравнение системы (39), получаем допол-
нительные ограничения на вид функций Ψ j  и Ψω , которые могут быть запи-
саны следующим образом:   

20 0 0 0
1 2

Ψ ΨΩ Ω Ω Ω ,j j
j j

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− = ϖ ξ − ϖ ξζ

∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ ∂ζ ∂ξ
 

2 20 0 0 0
1 0 2

0

Ω Ψ Ω Ψ Ω Ω1 Ω
Γ

ω ω  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = κ − ξ − κ ξζ ∂ζ ∂ξ ∂ξ ∂ζ ∂ζ ∂ξ 

. 

Учитывая (41), из этих соотношений получаем уравнения для функций 
jQ  и Qω  в следующей форме:   

( ) ( )2
1 0, 2 0,Ω Ω 0,j j

j j
Q Q

ξ ζ

   ∂ ξ ∂ ξ
   ϖ ξ + + ϖ ξζ − =
   ∂ζ ∂ξ
   

 

 ( ) ( )2 2 2
1 0 0, 2 0,

0

1 Ω Ω Ω 0.
Γ

Q Qω ω
ξ ζ

   ∂ ξ ∂ ξ
κ ξ + − ξ + κ ξζ − =   ∂ζ ∂ξ   

  (47) 
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Для выяснения свойств пространственного распределения поля тяготе-
ния вычислим дивергенцию поля K , используя уравнения (44) и (45). В ре-
зультате получаем следующие уравнения:   

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 2Ξ Ξ Ξ 2 ,j j j j jJ K J K J K∂ ∂ ∂+ + = − ϖ + ϖ ξ

∂ξ ∂ζ ∂θ
  (48) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 2
1 2 0

0

1Ξ Ξ Ξ 2  Ω .
Γ

J K J K J Kω ω ω
∂ ∂ ∂ ∂+ + = − κ + κ ξ + ξ
∂ξ ∂ζ ∂θ ∂ξ

 (49) 

Здесь учитывалось, что функции 12 22 12 22, , ,j jV V U U  не зависят от θ . 
Используя теперь тождество (24), уравнения (48) и (49) приводим к более 
простому виду:   

 ( )2 2
0

0

Λ Λ 1 1, Ω ,
3Γ

j
jD D

R R R
ω

ω
∂= − = − + ξ

ξ ∂ξ
  (50) 

здесь  

( ) ( )1 2 1 2
1 1Λ 2 ,Λ 2 .
3 3j j j ω= ϖ + ϖ = κ + κ  

Используя (28) и определение плотности (20), окончательно получаем:  

( ) ( ) ( )2
0

0

1 1 Ω
3Γ
f t

D F t
R

ω ∂= − + ξ = ξ ∂ξ 
 

 ( ) ( ) ( )2 20
02 0

1 1 Ω ,
3Γ
f tM F t

a b
ω ∂= − + ξ ρ ξ ∂ξ 

  (51) 

здесь  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )1 2 2

1 2 Λ , .
3

b t
F F t F t f t f t

a t
ω ω ω= + + =   (52) 

Из соотношений (43) и (50) следует, что функции Ξ j  можно предста-
вить в следующем общем виде:   

 ( ) ( ) ( )Ξ Ξ , , ,Ξ , Ξ , , ,j j s sWω ω= ϖ ξ ζ θ = ξ ζ ξ ζ θ   (53) 

где jϖ  – постоянные, при этом constj jW = ϖ = . Из этих соотношений и 

формы уравнений (44) следует, что функции Ψ j , а также постоянные 1 jϖ  и 

2 jϖ  должны иметь такой вид:   

 ( ) 1 1 2 2
1Ψ Ψ , , , , ,Λ Λ,
3j j s j j j j j j= ϖ ξ ζ θ ϖ = λ ϖ ϖ = λ ϖ = ϖ   (54) 

где 1λ  и 2λ  – некоторые произвольные постоянные и 1 2Λ 2= λ + λ . В резуль-
тате уравнения (44) сводятся к уравнениям для одной функции Ξs :  
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 1 2
1

ΨΞ ,s
sJK ∂

− + = λ ξ
∂ζ

 2
2

ΨΞ .s
sJK ∂

− − = λ ξζ
∂ξ

  (55) 

Соответственно функции jD  и jW  можно представить в аналогичной 
форме:  

 Λ, , .
3j j s s j j sD D D W W

R
= ϖ = − = ϖ   (56) 

Этот факт сводит систему уравнений для Ξs  и Ξω  в точности к си-
стеме уравнений, рассмотренной в [8] для дисковых галактик с цилиндриче-
ской симметрией. Соотношения (54) также модифицируют и функции 

( )1 ,F t  ( )2F t :  

( ) ( )0 0 0
0

, 1,2; Γ ,k k j j
j

F F t k F f t
∞

=
= λ = = ϖ  

 ( ) ( )0
1 Λ Λ .
3

F F t f tω ω= +   (57) 

Соответственно уравнения эволюции будут выглядеть теперь так:   

 ( ) ( )1 1 2 2
0 03 4 2, ,a F t b b F t

aba a a
μ ν μ ν= + = +   (58) 

где 0Γ , 1,2k k kν = λ = . 

6. Переход к классическому полю тяготения 
Как отмечалось ранее, случай 1D =  соответствует классическому 

уравнению Пуассона. Если это требование применить к соотношению (51), то 
из этого соотношения получаем связь между плотностью среды и коэффици-
ентом угловой скорости зонального потока 0Ω . Учитывая (20), эту связь 
удобно записать в следующей форме:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
0

0

1 Ω , .
3Γ
f t

R X F t ω ∂= − + ξ ξ ζ
ξ ∂ξ

  (59) 

 Поскольку функции R  и 0Ω  зависят только от автомодельных пере-
менных, то последнее соотношение может иметь место только в случае вы-
полнения двух условий:   

 ( ) ( )0 2const, const.bF t f t
a

ω= γ = = = ε =   (60) 

Отсюда следует, что ( ) Λ / 3 constF t = γ + ε = . При выполнении условий 
(60) уравнения эволюции масштабных факторов можно привести к следую-
щему виду:   
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 1 1 2 2
3 4 2, ,a b b

aba a a
μ ν γ μ ν γ= + = +   (61) 

который совпадает с уравнениями, исследованными в [8]. Кроме этого, при 
выполнении этих же условий связь между коэффициентом плотности R  и 

0Ω  примет такой вид:   

 ( )2 2
0

0

1Λ / 3 Ω .
3Γ

R ε ∂= − γ + ε + ξ
ξ ∂ξ

  (62) 

Фактически это соотношение в рамках данной теории может служить 
способом проверки новой теории и ее отличия от классической теории тяго-
тения. Самым простым выводом, который следует из соотношения (62), явля-
ется невозможность появления спиральной структуры в дисковых галактиках 
при его выполнении. Действительно, при наличии связи (62), поскольку 

( )0Ω Ω ,= ξ ζ  не зависит от угловой переменной θ , плотность среды также  
не будет зависеть от нее. Следовательно, динамическое равновесие при нали-
чии спиральной структуры невозможно в рамках классической теории тяго-
тения. Поэтому при условии классической формы уравнения Пуассона  
модель будет способна описывать лишь дисковые галактики с цилиндриче-
ской симметрией распределения плотности, которое определяется соотноше-
нием (62). 

Кроме требования выполнения уравнения (62) для полного перехода  
к классической теории тяготения в рамках рассматриваемой теории динами-
ческого равновесия необходимо еще одно требование. В рамках ньютонов-
ской теории тяготения требуется также, чтобы напряженность поля тяготения 
была градиентом некоторого потенциала:   

 .g = −∇φ   (63) 

Для проверки этого требования необходимо рассмотреть уравнения 
(26), которые для этого полезно представить в таком виде:   

 1 3 2 2
0Ω , .g a a g b−= ξ − ξ = ζ   (64) 

Для выполнения (63) необходимо, чтобы ротор от g  обращался в ноль. 
Единственная компонента ротора rot g , которая может быть отлична от нуля, 
имеет следующий вид:  

1 2 3 2
0Ω .g g a−∂ ∂ ∂− = − ξ

∂ζ ∂ξ ∂ζ
 

Отсюда следует, что вихревая составляющая поля тяготения обращает-
ся полностью в ноль при выполнении условия 

 0Ω 0,∂ =
∂ζ

  (65) 

т.е. в случае, если коэффициент угловой скорости не зависит от ( )/z b tζ = . 
Если же угловая скорость меняется в зависимости от расстояния до экватори-
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альной плоскости, то для существования динамического равновесия с ради-
альным потоком (12) и зональным потоком со скоростью 2

0Ωv a−= ξ  необхо-
дима неклассическая форма поля тяготения с вихревой составляющей, под-
держивающей дифференциальное вращение среды, зависящее от вертикаль-
ной координаты z . В силу этого в случае общей зависимости Ω  от ζ  полно-
го перехода к классической теории тяготения при 1D =  в данной модели  
не происходит. Это означает, что в случае чисто классической теории тяготе-
ния даже при отсутствии эффекта скрытой массы ( 1D = ) при общей зависи-
мости Ω  от z  динамическое равновесие с потоком (12) не может реализовы-
ваться. В этом случае и статическое равновесие с вращением среды реализо-
ваться не может, поскольку статическое равновесие является частным случаем 
динамического равновесия. Более того, в силу требования выполнения уравне-
ния (62) в рамках классической теории дисковые структуры не могут нахо-
диться ни в динамическом, ни статическом равновесии, поскольку в этом слу-
чае и плотность среды ρ  будет зависеть только от :ξ  ( ) ( ) ( )2

0M R a t b t−ρ = ξ . 

7. Уравнение Пуассона и гравитационная проницаемость среды 
Полученное решение (51) для функции D  позволяет также по-новому 

взглянуть на суть эффекта скрытой массы, опираясь на аналогию между 
уравнениями Пуассона для электрического поля в диэлектрической среде и 
поля тяготения в обобщенной форме (7). Уравнение Пуассона для напряжен-
ности электрического поля E  в среде с диэлектрической проницаемостью 

constε =  можно записать в следующей форме (в системе СГС):   

 4d ,eivE π= ρ
ε

  (66) 

где eρ  – плотность электрических зарядов. Сравнивая это уравнение с (7), 

видим, что функция G D⋅  аналогична величине 1−ε . С другой стороны, 
функция D , определенная соотношением (9), обратно пропорциональна 
функции относительной массивности частиц среды ( )ℵ e . Действительно, 
уравнение Пуассона (7) можно записать в такой форме:  

4d 4 ,
G

ivg GD π= − π ρ = − ρ
ε

 

где условно Gε  – гравитационная проницаемость среды:  

1 1, 1 Ξ.
3G K

GD G
x

α
α

 
ℵ ∂ ε = = ϖ = + ϖ  ∂ 


 

Различия в записи уравнений Пуассона в случаях электрического и гра-
витационного поля сводятся к наличию множителя 1−ϖ . С точки зрения 
ТТФП подобный множитель имеет место и для фундаментального электриче-
ского поля и порожден связью этих полей с геометрией и топологией про-
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странства [11]. Кроме этого, источниками электрического поля являются за-
ряды двух знаков, а поле тяготения массы материи всегда имеет положитель-
ный знак. В случае электрического поля изменения внутреннего поля в среду 
связаны с ее поляризацией, т.е. с изменением положения зарядов под дей-
ствием внешнего электрического поля. В случае тяготения изменения во 
внутреннем поле в среде можно объяснить различиями в изменении движе-
ния частиц среды различной массы. Менее массивные смещаются или изме-
няют свои орбиты больше, чем более массивные частицы. Обычно считалось, 
что поле тяготения, в отличие от электрического поля, не экранируется, что, 
казалось бы, ведет к отсутствию гравитационной проницаемости. Однако 
наличие эффекта скрытой массы можно интерпретировать именно как опре-
деленного сорта изменение внутреннего гравитационного поля, например, 
его усиление за счет того, что происходят изменения движения частиц раз-
личной массы под действием общего коллективного поля. Особенно этот эф-
фект должен проявлять себя в галактиках, которые состоят из совокупности 
звезд различных масс, а также пыли и газа. Но при описании галактик все эти 
объекты воспринимаются как точечные, включая отдельные звезды, частицы 
пыли, атомы и молекулы газов, а также плазмы. В силу этого именно при 
столь значительном разбросе масс частиц среды и проявляется наблюдаемый 
эффект скрытой массы. К этому следует добавить, что в ТТФП само про-
странство материально и его топология и геометрия создают поле тяготения. 

Подтверждением такой концепции может служить решение (51) для 
функции D . Это решение получено без внесения в теорию каких-либо особых 
представлений о самогравитирующей среде и ее динамике. Динамика построе-
на исключительно на уравнениях ньютоновской механики для сплошной само-
гравитирующей среды при дополнительном требовании, что гидродинамиче-
ский поток удовлетворяет закону Хаббла. Кроме того, допускалось, что поле 
тяготения этой сплошной среды обладает эффектом скрытой массы в самом 
общем виде, и радиальный поток представляет собой поток Хаббла, т.е. ско-
рость радиальных составляющих скорости потока прямо пропорциональна 
расстоянию от центра системы. Тем не менее уравнения динамики в этом 
случае автоматически приводят к решению (51). 

8. Граничные условия 
Если теперь решение для D  (51) подставить в (7), то мы приходим  

к уравнению Пуассона в следующей форме:  

 ( ) ( )2 2
0 02 4

1 1div 3Γ Ω .
F t

a b a

 ∂= − ξ ξ ∂ξ 
g   (67) 

Правая часть этого уравнения содержит функцию, связанную со скоро-
стью зонального потока среды, т.е. с ее дифференциальным вращением,  
а не с плотностью. Задавая напряженность поля тяготения на некотором ав-
томодельном расстоянии 0 constξ = ξ =  от оси вращения в плоскости эквато-
ра при 0,ζ =  приходим к соотношению 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2
1 0 0 1 01

0 1 03
Ω ,0

,0, .
F t

g t G t
a t b ta t

 μ − ξ ν
 ξ = = + ξ
 
 

  (68) 
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Таким образом, функция ( )0F t  определяется изменением радиальной 
компоненты напряженности поля тяготения на некотором расстоянии от оси 
вращения в плоскости экватора. Этот факт означает, что слагаемое в правой 
части  (67), содержащее функцию ( )0F t , отвечает за взаимодействие среды  
с внешним окружением, которое и будет определять в итоге эволюцию дис-
ковой системы. 

9. Уравнения пространственной структуры плотности 
Полученные решения указывают на неполную замкнутость рассматри-

ваемой модели. Уравнения динамики, рассматриваемые относительно функ-
ции плотности ρ , приводят к решению (51). Поскольку в рассматриваемой 
модели нет никаких дополнительных сведений относительно функций Ξ  и 
D , то число неизвестных превышает число уравнений. В работе [8] для за-
мыкания системы уравнений было предложено ввести дополнительные пред-
положения относительно общих свойств функций Ξ  и ℵ . 

Для анализа пространственного распределения параметров среды рас-
смотрим по аналогии с [8] уравнения для Ξs  и Ξω  в следующей форме:   

 1 ΛˆΞ Ξ ,
3 3s s sD D

N
−+ =ℵ =   (69) 

( )2 2
0

0

1 1 1 1ˆΞ Ξ Λ Ω .
3 3Γ

D D
Nω ω ω ω
 ∂+ = ℵ = − + ξ ξ ∂ξ 

 

 Здесь введено обозначение:   

 1 1 3ˆ .D K K K∂ ∂ ∂= + +
∂ξ ∂ζ ∂θ

  (70) 

Решение этих уравнений можно получить и в маркерных переменных 
1,E  2 ,E  и в автомодельных. В маркерных переменных [7, 8] соответствую-

щие решения дают общее представление о физическом смысле функций Ξ j   
и Ξω , что существенно с точки зрения общей интерпретации квазиклассиче-
ского поля тяготения с точки зрения ТТФП [7, 11]. Для анализа простран-
ственного распределения параметров среды полезно получить решения в ав-
томодельных переменных. Для этого следует воспользоваться уравнениями 
(39), (45), и (55), из которых можно вычислить компоненты поля K . Учиты-
вая (43), решения уравнений (69) для Ξs  и Ξω  можно записать в следующем 
виде:  

2 1 ΛˆΞ Ξ Ξ .
3 3s s sN N DX+ = −  

Используя (39), (45) и (55) для вычисления компонентов K , приходим 
к уравнению  

 2ˆlnΞ ΛΞ 3Ξ ,s s sL N= +   (71) 
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где оператор L̂  имеет следующий вид:   

0ˆ ˆ ,ˆΞ s
s

WL N LD ∂= − = +
ξ ∂θ

 

0 1 2
Ψ Ψ1 1ˆ .s sL ∂ ∂   ∂ ∂= + λ ξ − − λ ζ   ξ ∂ζ ∂ξ ξ ∂ξ ∂ζ   

 

Учитывая связь (53) между Ξs  и Ξω , второе уравнение системы (69) 
можно привести к уравнению для Wω :   

 ( )2 2
0 0

0

1 1ˆ Λ 3Λ Ω .
Γ

L W Wω ω ω
∂+ = − ξ

ξ ∂ξ
  (72) 

Здесь учтено, что функция Wω  не зависит от переменной θ . Уравнения 
(71) и (72) почти в точности совпадают с аналогичными уравнениями для 
дисковых галактик с цилиндрической симметрией [8]. Основное отличие со-
стоит в том, что в форме оператора L̂  присутствует теперь производная по 
переменной θ , которая отвечает за нарушение цилиндрической симметрии. 
Кроме этого, из-за нарушения цилиндрической симметрии несколько меня-
ются числовые множители перед слагаемыми в записи уравнений. 

10. Решение уравнений пространственного  
распределения параметров поля и среды 

С формальной точки зрения, считая, что функции Ξs  и Wω  заданы, 
уравнение (71) следует рассматривать как уравнение для вычисления функ-
ции N  – концентрации частиц среды. Уравнение же (72) следует рассматри-
вать как уравнение для вычисления функции 0Ω  – коэффициента локальной 
угловой скорости зонального потока. С другой стороны, как и в случае дис-
ковых галактик с цилиндрической симметрией [8], эти уравнения можно ис-
пользовать для вычисления функций Ξs  и Wω  по известным из эксперимента 
функциям N  и 0Ω . Исходя из этого уравнения системы (71) и (72) при за-
данной функции коэффициента концентрации частиц N  и коэффициента уг-
ловой скорости 0Ω  можно формально проинтегрировать с помощью метода 
характеристик. 

Для уравнения (71) применение метода характеристик можно свести  
к представлению решения Ξs  в виде функции от трех переменных 

( ), ,s s= ξ ζ θ  и ( )1,2 1,2 , ,τ = τ ξ ζ θ , которые по определению должны удовле-
творять уравнениям:   

 1 2ˆ ˆ ˆ1, 0, 0.Ls L L= τ = τ =   (73) 

 Полагая ( )1 2Ξ Ξ , ,s s s= τ τ  и учитывая, что оператор L̂  первого поряд-
ка, приходим к уравнению   

 2Ξ ΛΞ 3 Ξ 0.s
s sN

s
∂

− − =
∂

  (74) 
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 Функции ( ), ,s s= ξ ζ θ  и ( )1,2 1,2 , , ,τ = τ ξ ζ θ  являясь решениями линей-
ных уравнений первого порядка, определяются выбором функции Ψs , вхо-
дящей в определение оператора L̂ . 

Аналогично для уравнения (72) необходимо ввести две переменные на 
характеристиках ( ),σ = σ ξ ζ  и ( )0 0 ,τ = τ ξ ζ , удовлетворяющие уравнениям:  

0 0 0ˆ ˆ1, 0.L Lσ = τ =  

В этом случае уравнение (72) для Wω  примет такой вид:   

 ( )2 2
0

0

1 1Λ 3Λ Ω .
Γ

W Wω
ω ω

∂ ∂+ = − ξ
∂σ ξ ∂ξ

  (75) 

Решения уравнений (74) и (75) можно записать [7, 8] в такой форме:   

( )
Λ

Λ
0 1 2

1Ξ ,
2 ,

s
s s

e
Ne ds C

= −
+ τ τ

 

 ( ) ( )( )Λ Λ
0 1 2 0, , ,W e W e F d− σ σ

ω = τ τ + σ τ σ   (76) 

где ( ) ( )0 1 2 0 1 2, , ,W Cτ τ τ τ  – постоянные вдоль характеристик функции и вве-
дено обозначение  

( )2 2
0

0

1 13Λ Ω .
Γ

F ω
∂= − ξ

ξ ∂ξ
 

Зависимость от θ  в полученных решениях содержится в функциях ,s σ  
и 1 2,τ τ , которые вычисляются из последних трех уравнений системы (73). 
Учитывая, что нас интересуют решения периодические по θ  с периодом 2π , 
функции ,s σ  и 1 2,τ τ  можно представить в следующем виде:   

 ( ) ( )
1

, , ,im
m

m
s S e

∞
θ

=

  = σ ξ ζ + ξ ζ 
  
R   (77) 

( ) ( ) ( ) ( )0
1

, , , 1,2.l l im
l m

m
A e l

∞
θ

=

  τ = τ ξ ζ + ξ ζ = 
  
R  

Уравнения для коэффициентов этих разложений в ряд Фурье имеют 
следующий вид:   

1
0 0 ,ˆ 1, 0ˆ m s miL L S W S−σ = + ξ =  

 ( ) ( ) ( )1
0 00 ,ˆ 0, 0ˆl l l

m s mA i AL WL −τ = + ξ =  1,2; 1, , .l m= = … ∞   (78) 

В работе [8] предлагалось специальное замыкание системы уравнений 
для распределения плотности среды, которое приводило к возможности по-
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лучить наблюдаемые в реальности дисковые структуры галактик. Условия 
замыкания сводились к двум предположениям:   

 Ξ ,k
s qR= ℵ =   (79) 

где q  и k  – некоторые постоянные. Равенство Ξs = ℵ  приводит к упрощен-
ной форме напряженности поля тяготения, в которую будет входить вместо 
множителя ΞN  непосредственно плотность среды ρ . Равенство kqRℵ =  
представляется логичным следствием предположения, что массивность точек 
среды, которыми в галактике являются звезды, является простой функцией 
плотности среды в данной точке. Используя эти предположения, уравнение 
для коэффициента плотности среды, являющееся следствием (74), перепишем 
в следующем виде:   

 2Λ 3 0.Rk R R
s

∂ − − =
∂

  (80) 

Решение этого уравнения для функции ( )1 2, ,R R s= τ τ  можно предста-
вить в следующей форме:   

 Θ ,
3
kR

s
∂= −
∂

  (81) 

где Θ  – вспомогательная функция. После подстановки этого представления  
в соотношение (80) приходим к уравнению для Θ :  

ΛΘ Θ 0.
k

′′ ′− =  

Решая этого уравнение и подставляя решение в (81), находим:   

 
( ) Λ /

0 1 2

Λ 1 .
3 1 , s kR

C e−=
+ τ τ

  (82) 

Это уравнение совпадает по форме с аналогичным решением для дис-
ковых галактик с цилиндрической симметрией [8], но отличается зависимо-
стью переменных 1 2, ,s τ τ  от θ . 

Дополнительным элементом решений (82), который отсутствует в ре-
шениях, построенных в [8], является их зависимость от угловой автомодель-
ной переменной θ  и, соответственно, ϕ . Эта зависимость от угловой пере-
менной будет определяться решением уравнений (77). Общий анализ реше-
ний (82) с учетом зависимости от θ  представляется слишком объемным для 
того, чтобы включать его в данную работу. При тех же ограничениях, кото-
рые использовались в [8] при вычислении пространственного распределения 
коэффициента плотности среды, можно ожидать, что основным изменением  
в их структуре будет именно наличие спиральных структур различной формы 
в зависимости от начальных условий, которые определяют зависимость 

( ) ( ), , 1,2l
mA lξ ζ =  и ( ),mS ξ ζ  от ξ  и ζ . 
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Заключение 
Построена общая теория динамического равновесия дисковых структур 

без специального требования цилиндрической симметрии в пространствен-
ном распределении параметров среды и поля тяготения. Выведены все ос-
новные уравнения, позволяющие в дальнейшем по аналогии с работой [8] 
строить решения для пылевых дисков и дисковых галактик, допускающих 
спиральные структуры. Основным новым элементом теории является нали-
чие в ней новой автомодельной переменной θ , связанной линейно с азиму-
тальным углом ϕ . Это позволяет распространить модель динамического рав-
новесия на случай отсутствия цилиндрической симметрии в структуре диско-
вых галактик. 

Важным дополнением к теории дисковых галактик с цилиндрической 
симметрией, построенной на основе квазиклассического поля тяготения, 
кроме спиральных образований в их структуре, обобщенная теория включает 
два новых аспекта. 

Первый состоит в том, что обобщается эволюция масштабных парамет-
ров дисков. Обобщение состоит в возможности учитывать внешнее воздей-
ствие на диск, которое определяется одним граничным условием. Такая воз-
можность не рассматривалась в работе [8]. 

Второй аспект состоит в том, что возникающий в квазиклассической 
теории тяготения эффект скрытой массы, как было показано в работе, можно 
интерпретировать как эффект гравитационной проницаемости среды, анало-
гичный по форме диэлектрической проницаемости. Причиной возникновения 
эффекта гравитационной проницаемости, в отличие от электромагнетизма, 
является не наличие двух противоположных зарядов, а различная массив-
ность отдельных точек сплошной среды, описываемая в квазиклассической 
теории тяготения функцией ( )eℵ  [7, 24]. 
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