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Аннотация. Актуальность и цели. Целью данного исследования является разработка 
эффективного алгоритма для решения нелинейных интегральных уравнений. Мате-
риалы и методы. Представлено описание и обоснование метода, основывающегося 
на применении принципа сжимающих отображений. Результаты. Рассмотрено при-
менение метода к различным задачам, представлены численные результаты решения 
интегральных уравнений, показывающие сходимость метода. Выводы. Решение те-
стовых задач приведено для различных параметров нелинейности, что позволяет сде-
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Введение 
Интегральные уравнения занимают одно из центральных мест в совре-

менной математической физике, теории упругости, электродинамике, теории 
переноса излучения, экономическом моделировании и многих других обла-
стях науки и техники. Ряд задач приводит к нелинейным интегральным урав-
нениям, поэтому метод сжимающих отображений занимает центральное ме-
сто в арсенале современных математических методов, особенно при решении 
интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра, которые повсеместно воз-
никают в фундаментальных и прикладных дисциплинах. Его уникальность 
заключается в органичном синтезе глубокой теоретической базы и конструк-
тивного вычислительного подхода. В отличие от чисто численных схем, где 
сходимость часто принимается как эмпирический факт, этот метод строго до-
казывает существование и единственность решения в заданном функцио-
нальном пространстве при выполнении ключевого условия – сжимаемости 
интегрального оператора. Эта доказательная строгость сочетается с явным 
итерационным алгоритмом: последовательное применение оператора к про-
извольному начальному приближению гарантированно сходится к точному 
решению. Важнейшее практическое преимущество – управляемость и устой-
чивость вычислений. Благодаря природе сжатия погрешности на промежу-
точных итерациях не накапливаются хаотично, а систематически уменьша-
ются, что обеспечивает предсказуемость процесса. Метод позволяет оценить 
скорость сходимости и точность на любом шаге, предоставляя исследователю 
инструмент для планирования вычислений: например, определение числа ите-
раций, необходимых для достижения заданной точности. Его универсальность 
проявляется в применимости к широкому спектру задач, включая сложные не-
линейные уравнения, где классические подходы (такие как метод резольвент 
или разложения по собственным функциям) неприменимы или требуют 
непомерных вычислительных затрат. В таких случаях метод сжимающих 
отображений становится незаменимым, сохраняя прозрачность реализации 
даже для уравнений с негладкими ядрами или сложными нелинейностями. 

Теоретической основой метода служит принцип Банаха о неподвижной 
точке, который не только гарантирует корректность, но и придает алгоритму 
математическую элегантность. Проверка условия сжимаемости, например че-
рез оценку нормы интегрального ядра, остается доступной задачей, что уси-
ливает его практическую ценность. Даже в пограничных ситуациях, когда 
константа сжатия близка к единице и сходимость замедляется, метод сохра-
няет свою надежность как инструмент для задач, где аналитическое решение 
невозможно, а альтернативные численные методы не подкреплены теорети-
ческими гарантиями. 

Двойственная природа – сочетание доказательной мощи и вычисли-
тельной гибкости – делает метод фундаментом для современных гибридных 
подходов. Его интегрируют с техниками дискретизации, спектральными ме-
тодами или алгоритмами машинного обучения, создавая эффективные ком-
бинации для решения задач высокой сложности. В контексте растущих тре-
бований к точности и надежности математических моделей в науке и инже-
нерии метод сжимающих отображений остается не просто инструментом,  
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а стратегической методологией, обеспечивающей мост между абстрактной 
теорией и практическим решением. Его роль особенно возрастает в областях, 
где нелинейность и многомерность делают традиционные подходы неэффек-
тивными, подтверждая статус одного из наиболее универсальных и концеп-
туально завершенных методов современной вычислительной математики. 
Итерационные методы решения различных видов линейных и нелинейных 
интегральных уравнений были рассмотрены в работах [1–10]. 

Постановка задачи 
Построим итерационный алгоритм для решения различных видов  

нелинейных интегральных уравнений, основываясь на принципе сжатых 
отображений. Рассмотрим интегральное уравнение вида 

 ( ) ( )( ) ( ) , ,
b

a

u x K x y u y dy f x=α + ,  (1) 

где ( )f y  и ( )( ), ,K x y u y  – непрерывные функции, ,a x y b≤ ≤ .  
Пусть для ядра интегрального уравнения выполняется условие Липшица 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1( , , , , ,K x y u y K x y u y M u y u y− ≤ −  

где M −  некоторая постоянная, не зависящая от ( ) ( )2 1,u y u y . 
Рассмотрим отображение g Au= , причем 

 ( )( ) ( ), , .
b

a

Au K x y u y dy f x≡ α +   (2) 

Если ( )1 ,u y  ( )2u y  – любые две непрерывные на отрезке [ ],  a b  функ-
ции, тогда  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2, , , ,  
b

a

Au y Au y K x y u y K x y u y dy − ≡ α − ≤   

( ) ( ) ( )2 1max .
a y b

M b a u y u y
≤ ≤

≤ α − −  

Оценка справедлива для любого [ ], ,x a b∈  а значит, 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2max ,
a y b

Au y Au y Au y Au y
≤ ≤

− = ρ ≤  

 ( ) ( ) ( )( )1 2,M b a u y u y≤ α − ρ .  (3) 

Следовательно, при 
( )

1
M b a

α <
−

 оператор A  будет сжимающим,  

а интегральное уравнение будет иметь при таких α  единственное непрерывное 
решение. Это решение находится методом последовательных приближений. 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1  , , ,  0,1, ,
b

n n
a

u x K x y u y dy f y n+ =α + = …  

Уравнение будет однозначно разрешимо для любой достаточно малой 
,α  так как если рассмотреть правую часть уравнения (1), как оператор сжа-

тия, определенный в пространстве [ ],C a b , 

( ) ( ) ( ) , ,
b

a

Au K x y u y dy f y=α +  

то этот оператор будет переводить любую функцию ( ) [ ],u x C a b∈  в некото-
рую функцию ( )u x , определенную на том же промежутке, тем самым реше-
ние существует, если существует неподвижная точка у оператора A , т.е. 
функция переводящаяся оператором A  в себя же  

0 0f Af= . 

Оператор A  действует из полного пространства [ ],C a b  снова в то же 
самое пространство [ ],C a b . 

Из принципа сжатых отображений следует, что для любого 

( )
1

M b a
α <

−
 уравнение Фредгольма с непрерывным ядром ( ),K x y  и не-

прерывной функцией ( )f x  имеет единственное решение, принадлежащее 

[ ],C a b . 
Последовательные приближения ( ) ( )0 , , ,nu x u x… …  к решению опре-

деляются следующей системой уравнений: 

( ) ( )( ) ( ) ( )1  , , ,  0,1, ,
b

n n
a

u x K x y u y dy f y n+ =α + = …  

где в качестве приближения ( )0  u x  можно взять любую непрерывную функ-
цию на отрезке [ ], .a b  

Численный метод 
Пусть дано уравнение вида 

( ) ( )( ) ( ) [ ] , , ,  ,
b

a

f x K x y u y dy u x x a b=α + ∈ . 

Необходимо найти функцию ( )u x , которая может быть представлена  
в виде 
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0

 j j
j

u c
∞

=
= ϕ .  (4) 

При это функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b , а ( )( ), ,K x y u y  

непрерывны в области { }, .Q a x b a y b≤ ≤ ≤ ≤  Разобьем отрезок [ ],a b  на рав-

ные части { }0
1 1Πi i i ix x x− += < < , где 0

ix  – середина Πi , шаг между точками 

0 0 0
1 , , , ,i Nx x x… …  будет при этом равен ( ) /h b a N= − .  

За базисные iϕ  возьмем следующую функцию: 

 
1,   Π
0  в ином случае.

,
( ) i

i x
x∈

ϕ = 


  (5) 

Тогда при условии, что α  достаточно мало, зададим начальное при-
ближение ( )0u f x= , последующие 1 2, , . nu u u…  найдем с помощью метода 
сжатых отображений, формула (1) запишется в виде 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1  , , ,  0,1, ,
b

n n
a

u x K x y u y dy f y n+ =−α + = …   (6) 

Каждая следующая итерация будет увеличивать качество приближения, 
однако при удачно выбранных базисных функциях сходимости и точного 
решения можно достичь уже на близких n . 

Численные результаты 
Решим тестовое интегральное уравнение вида 

 ( )
( )

1

2
1

1.
1

xyu x dy
u y−

= +
+   (7) 

( )( ), ,K x y u y  непрерывна на данном отрезке интегрирования, она име-
ет ограниченную производную, а значит, удовлетворяют условию Липшица. 
При 1α =  получим  

( )
1

1
1

1 1.
2
xyu x dy

−

= + =  

Соответственно и при любом другом n  значение функции равно еди-
нице: 

( ) ( )
 

lim 1.n
n

u x u x
→∞

= =  

Решение тестовой задачи (7) на трех первых итерациях представлено на 
рис. 1.  
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Рис. 1. Численное решение модельной задачи (7) 

 
Увеличивать далее количество итераций более трех нецелесообразно, 

так как решения начинают совпадать с графической точностью. 
Далее возьмем более сложное интегральное уравнение вида 

 ( ) ( )( ) ( )
1

0

2 cos  sinu x xyu y dy x= + .  (8) 

Ядро уравнения и функция ( )sin x  непрерывны на промежутке [ ]0,1 , 
возьмем 2α =  равной, затем 1α = , наконец 1α < , посмотрим при этом за 
имением сходимости решения.  

На рис. 2–4 представлены численные решения интегрального уравне-
ния (8), полученные с использованием итерационной схемы (6) и различным 
параметром нелинейности. 

 

 
Рис. 2. Численное решение модельной задачи (8).  

Параметр нелинейности 2α =  

Заключение 
Рассмотрена задача построения эффективного метода решения нели-

нейных интегральных уравнений. Предложен метод решения нелинейных ин-
тегральных уравнений, основанный на принципе сжимающих отображений. 
Произведено численное обоснование рассматриваемого метода. Представле-
ны численные результаты решения задачи для различных тестовых задач.  
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Рис. 3. Численное решение модельной задачи (8). Параметр нелинейности 1α =  

 
Рис. 4. Численное решение модельной задачи (8). Параметр нелинейности 0,3α =  

 
На основе полученных результатов можно заключить, что метод хоро-

шо работает для небольших значений параметра нелинейности и может быть 
использован для решения прикладных задач математической физики.  
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