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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается численный метод решения ги-
персингулярных интегральных уравнений на отрезке, которые возникают во многих 
задачах математической физики. Материалы и методы. Применяется метод Галер-
кина для решения гиперсингулярных уравнений с базисными функциями – много-
членам Чебышева 2-го рода. Проекционный метод рассматривается в специальных 
классах функций. Результаты и выводы. Доказывается сходимость метода Галерки-
на для решения гиперсингулярных уравнений в специальных классах функций. По-
лучена оценка скорости сходимости метода Галеркина. 
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Abstract. Background. The numerical method for solving hypersingular integral equations 
on a segment that arise in many problems of mathematical physics is considered. Materials 
and methods. Galerkin method is used to solve hypersingular equations with basic functions – 
Chebyshev polynomials of the 2nd kind. The projection method is considered in special 
classes of functions. Results and conclusions. The convergence of Galerkin method for 
solving hypersyngular equations in special classes of functions is proved. An estimate of 
the convergence rate of Galerkin method is obtained. 
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Введение 

Численные методы используются при решении гиперсингулярных 
уравнений, к которым сводятся многие краевые задачи электродинамики, 
аэродинамики, акустики [1–4]. Чаще всего гиперсингулярные операторы по-
нимаются в смысле Адамара [3, 4]. Но можно рассматривать гиперсингуляр-
ные операторы как псевдодифференциальные [1] или интегро-дифферен-
циальные [2].  

Хорошо известна формула действия гиперсингулярного оператора на 
многочлены Чебышева 2-го рода [2], которая показывает, что эти многочлены 
являются собственными функциями оператора. Основываясь на этом свой-
стве, естественно построить численный метод решения гиперсингулярных 
уравнений. Приближенное решение ищется в виде линейной комбинации 
многочленов Чебышева 2-го рода. Таким образом, рассматривается метод Га-
леркина с многочленами Чебышева в качестве базисных и тестовых функций. 
Такой подход позволяет явно (аналитически) учесть гиперсингулярную осо-
бенность ядра интегрального уравнения, что приводит к уменьшению ошиб-
ки при программной реализации численного метода. Иногда этот подход 
называют методом саморегуляризации.  

Центральным вопросом при анализе численного метода является во-
прос о его сходимости в некоторых функциональных классах. Также важна 
оценка скорости сходимости приближенного решения к точному.  

Основным результатом настоящей статьи является доказательство схо-
димости метода Галеркина для решения гиперсингулярного уравнения в спе-
циальных классах функций, которые «подбираются» таким образом, чтобы 
легко изучить действие в них гиперсингулярного оператора. Такой подход 
был реализован при изучении логарифмических интегральных операторов  
[2, 5]. 

1. Гиперсингулярные интегральные уравнения в классах pΨ  

Далее представлены свойства гиперсингулярных интегральных опера-
торов в некоторых специальных классах pΨ  (на шкале пространств), есте-
ственно связанных с многочленами Чебышева 2-го рода. 

Пусть ph  – пространство последовательностей комплексных чисел kξ  
таких, что 

 2

0
( 1) p

k
k

k
∞

=
ξ + < ∞ ; 0p ≥ .  (1) 
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Пространства ph , наделенные скалярным произведением 

 ( )
0

, ( 1) p
k kp

k
k

∞

=
ξ η = ξ η +   (2) 

и нормой  

 22

0
( 1) p

kp
k

k
∞

=
ξ = ξ + ,  (3) 

являются сепарабельными гильбертовыми пространствами. 
Рассмотрим классы функций, заданных на отрезке [–1, 1]: 

 ( ) ( )
0

: ,p k k p
k

x U x h
∞

=

  Ψ = ϕ ϕ = ξ ξ∈ 
  

 ,  (4) 

где  

( ) ( )
2

sin ( 1)arccos

1
n

n x
U x

x

+
=

−
 –  

многочлены Чебышева 2-го рода [6]. Эти пространства также становятся 
гильбертовыми, если определить скалярные произведения по формуле 

 ( ) ( )
0

, , ( 1) p
k kp p

k
k

∞

=
ϕ ψ = ξ η = ξ η + ,  (5) 

 ( ) ( )
0

k k
k

x U x
∞

=
ϕ = ξ , ( ) ( )

0
k k

k
x U x

∞

=
ψ = η .  (6) 

Из (1)–(6) ясно, что pΨ  унитарно изометрично ph . 
Введем пространства квадратично-суммируемых функций на отрезке 

[ 1,1]−  с весами 
2

1

1 x−
и 21 x− : 

 [ ](1) 2
22 1, 1 ; 1 / 1L L x = − − 
 

,  (7) 

 [ ](2) 2
22 1, 1 ; 1L L x = − − 
 

.  (8) 

Хорошо известно, что (2)
0 2LΨ =  [6].  

Некоторые другие свойства функций из пространств (7) и (8) доказаны 
в [7]. В частности, пусть 2ϕ∈Ψ . Тогда функция ( )xϕ  непрерывна на интер-

вале ( 1,1)− , и для функции * 2( ) : ( ) 1x x xϕ = ϕ − имеем * *( 1) (1) 0ϕ − = ϕ = . 
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Кроме того, функции * 2( ) ( ) 1x x xϕ = ϕ − , где 2ϕ∈Ψ , удовлетворяют усло-

вию Гельдера с показателем μ , 1
4

μ ≤ , и верна оценка 

1 1
4 4*( ) (1 ) (1 )x C x xϕ ≤ − + . 

Введем гильбертово пространство [2]: 

 ( )(2) (2)1 * 2 * * *
2 2 2

ˆ : : ; ( ) : ( ) 1 , , ( 1) (1) 0W L x x x L
 ′= ϕ ϕ∈ ϕ = ϕ − ϕ ∈ ϕ − = ϕ = 
 

,  (9) 

со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2 2 2

1 1

( , ) : 1 1 1 1w x x x dx x x x x x dx
− −

′ ′   ϕ ψ = ϕ ψ − + ϕ − ψ − −   
     , 

 ( ) ( )
21 1

22 2 2 2

1 1

: 1 1 1w x x dx x x x dx
− −

′ ϕ = ϕ − + ϕ − − 
   .  (10) 

В работе [7] доказано, что 1
2 2ŴΨ =  (где пространства определены по-

средством формул (4)–(6), (9), (10)), а также что вложение p qΨ ⊂ Ψ  ком-
пактно при 0p q> ≥ . 

Будем рассматривать гиперсингулярный интегральный оператор, опре-
деляемый формулой 

 ( )
1

2

1

1: 1dH y y dy
dx x y

−

ϕ = ϕ −
− , pϕ∈Ψ .  (11) 

Свойства оператора (11) в классах pΨ  определяются следующей  
леммой. 

Лемма 1 [8]. Полиномы Чебышева 2-го рода nU  являются собствен-
ными функциями оператора H  и справедливы следующие выражения: 

( ) ( )
1

2

1

1 1 ( 1)n n
d U y y dy n U x
dx x y

−

− = π +
− , 0n ≥ . 

Из леммы 1 сразу следует 
Лемма 2. Оператор 2: p pH +Ψ →Ψ , 0p ≥ , непрерывно обратим. 
Действительно, в силу леммы 1 для  

pϕ∈Ψ , ( ) ( )
0

k k
k

x U x
∞

=
ϕ = ξ , H fϕ = , 
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имеем 

( ) ( )
0

k k
k

f x U t
∞

=
= η , ( 1)k kkη = π + ξ , 

 
( 1)

k
k k

η
ξ =

π +
,  (12) 

откуда непосредственно получаем требуемое утверждение.  
Формула (12) задает обратный оператор: 

1
2: p pH −

+Ψ →Ψ , 0p ≥ ; 1H f− = ϕ , 

где ( ) ( )
0

k k
k

f x U t
∞

=
= η , ( ) ( )

0
k k

k
x U x

∞

=
ϕ = ξ . 

Рассмотрим сингулярный интегральный оператор, определяемый фор-
мулой 

 ( )
1

2

1

1: 1S y y dy
x y

−

ϕ = ϕ −
− , pϕ∈Ψ .  (13) 

Свойства оператора (13) в классах pΨ  определяются следующей лем-
мой [8]. 

Лемма 3 [8]. Справедливы следующие выражения: 

( ) ( )
1

2
1

1

1 1n nU y y dy T x
x y +

−

− = π
− , 0n ≥ . 

В работе [7] доказано, что оператор (2)1
2 2

ˆ:S W L→ является компактным.  
Пусть оператор K  задан формулой 

 ( ) ( )
1

2

1

, 1K K x y y y dy
−

ϕ ≡ ϕ − .  (14) 

Лемма 4 [7]. Если 1( , )( , ) K x yK x y
y

∂=
∂

, функция 1( , )K x y  ограничена на 

квадрате [ 1,1] [ 1,1]− × −  и выполнено условие (2) (1)
1 2 2( , )K x y L L∈ × , т.е. 

 ( )
1 1

22
1 2

1 1

1 ,
1

dyx K x y dx
y− −

− < ∞
−

  ,  (15) 

то формула (14) определяет компактный оператор (2)1
2 2

ˆ:K W L→ . 
Отметим, что оператор K  будет компактным и при менее сильных, чем 

(15), ограничениях на ядро.  
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Далее рассмотрим интегральный оператор с логарифмической особен-
ностью ядра вида 

 ( )
1

2

1

1ln 1L y y dy
x y

−

ϕ ≡ ϕ −
− .  (16) 

Лемма 5 [7]. Оператор (16) является компактным оператором 
(2)1

2 2
ˆ:L W L→ .  

Лемма 6 [7]. Пусть для функции ( , )K x y  выполнены условия леммы 4, 
а α  и β  – произвольные числа. Тогда оператор  

 (2)1
2 2

ˆ:H S L K W L+ α +β + →   (17) 

является фредгольмовым (с нулевым индексом). 

2. Метод Галеркина для решения гиперсингулярных  
интегральных уравнений в классах pΨ  

Наша задача – изучить метод Галеркина для решения уравнения 

 A fϕ = , 1
2Ŵϕ∈ , (2)

2f L∈ ,  (18) 

где, в соответствии с формулой (17),  

 (2)1
2 2

ˆ: :A H S L K W L= + α +β + → .  (19) 

Напомним, что 1
2 2ŴΨ ≡ , (2)

0 2LΨ ≡ , и ниже будем использовать оба 
обозначения для этих пространств. 

Обозначим через NP  и NQ  проекторы, действующие по формулам: 

 
1

0

N

N k k
k

P U
−

=
ϕ = ξ , 2 2:NP Ψ →Ψ , ( ) ( )

0
k k

k
x U x

∞

=
ϕ = ξ ,  (20) 

 
1

0

N

N k k
k

Q f U
−

=
= η , 0 0:NQ Ψ →Ψ , ( ) ( )

0
k k

k
f x U x

∞

=
= η .  (21) 

Пусть 2 2 2
N

NPΨ = Ψ ⊂ Ψ  и 0 0 0
N

NQΨ = Ψ ⊂ Ψ  – конечномерные под-
пространства соответствующих пространств размерности ( 0)N > . Заметим, 
что NP  и NQ , определяемые формулами (20) и (21), являются ортогональ-
ными проекторами [9, п. 1; 10, с. 219]. Тогда можно сформулировать метод 
Галеркина для решения уравнения (18) как проекционный метод: найти при-
ближенное решение уравнения  

 N N NQ A Q fϕ = , 2
N

Nϕ ∈Ψ ,  (22) 

для 1, 2, ...N =  Этот метод также можно сформулировать эквивалентным (и 
более распространенным) способом: найти приближенное решение уравнения  
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 (2) (2)
2 2

( , ) ( , )N L LA v f vϕ = , 0
Nv∀ ∈Ψ , 2

N
Nϕ ∈Ψ ,  (23) 

для 1, 2,N =  , где круглые скобки обозначают скалярное произведение  

в пространстве (2)
2L . Эквивалентность формулировок показана в [9, п. 3; 10,  

с. 240].  
Определение 1. Проекционный метод (22) (или (23)) будем называть 

сходящимся для инъективного оператора (2)1
2 2

ˆ:A W L→ , если для любого 
Imf A∈  уравнение (22) однозначно разрешимо для 0N N≥ , начиная с неко-

торого 0 0N > , и 0N wϕ−ϕ →  при N →∞ , где A fϕ = .  

Здесь Im A  – образ оператора A , а уравнение A fϕ =  имеет един-
ственное решение для любого Imf A∈  в силу инъективности оператора A .  

Теорема 1. Если выполнены условия леммы 4 и оператор (2)1
2 2

ˆ:A W L→  
инъективен, то проекционный метод (22) (или (23)) сходится для оператора A . 

Доказательство. Для доказательства сходимости проекционного мето-
да (22) достаточно доказать [9, теорема 4; 10, с. 221], что этот же метод  
сходится для оператора (2)1

2 2
ˆ:H W L→ , поскольку оператор :S L Kα +β +  

(2)1
2 2Ŵ L→  является компактным в силу лемм 3–5 (при выполнении условий 

леммы 4), а оператор (2)1
2 2

ˆ:A W L→ , определенный формулой (19), инъек-
тивен.  

 Рассмотрим уравнения  

 H fϕ = , 1
2Ŵϕ∈ , (2)

2f L∈   (24) 

и 

 N N NQ H Q fϕ = , 2
N

Nϕ ∈Ψ .  (25) 

Разложим правую часть в (24) в ряд Фурье по многочленам Чебышева 
2-го рода: 

 ( ) ( )
0

k k
k

f x U x
∞

=
= η .  (26) 

Это возможно, так как (2)
2f L∈ . Ряд (26) сходится по норме в простран-

стве (2)
2L  и, следовательно, 

 2

0
| |k

k

∞

=
η < ∞ .  (27) 

В силу леммы 2 и формулы (12) получаем, что (единственное) решение 
уравнения (24) имеет вид  
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( ) ( )
0 ( 1)

k
k

k
x U x

k

∞

=

η
ϕ =

π + , 

а (единственное) решение уравнения (25) имеет вид 

( ) ( )
1

0 ( 1)

N
k

N k
k

x U x
k

−

=

η
ϕ =

π + , 

тогда  

( ) ( ) ( )
( 1)

k
N k

k N
x x U x

k

∞

=

η
ϕ −ϕ =

π + . 

Отсюда получаем, что 
1/2

2
2

1 | | 0N N kw
k N

∞

=

 
 ϕ−ϕ = ϕ−ϕ = η →
 π  
  

при N →∞ в силу сходимости ряда (27). Таким образом, сходимость метода 
Галеркина (25) доказана. Теорема доказана. 

Из сходимости метода Галеркина (22) получаем [9, теорема 3; 10,  
с. 220] 

Следствие 1. Для последовательности приближенных решений урав-
нений (22) имеет место квазиоптимальная оценка скорости сходимости  

 
2

inf
NN ww C

ψ∈Ψ
ϕ−ϕ = ϕ−ψ   (28) 

с некоторой константой C , зависящей от оператора A . 
Заметим, что правую часть в (28) можно вычислить и определить поря-

док скорости сходимости приближенного решения к точному.  

Заключение 
Рассмотрен численный метод Галеркина для решения гиперсингуляр-

ных интегральных уравнений на отрезке в специальных классах функций 
pΨ . Это пространства функций, которые представляются рядами Фурье по 

многочленам Чебышева 2-го рода со специальным ограничением на скорость 
убывания коэффициентов Фурье. При 2p =  пространство pΨ  совпадает  

с некоторым весовым пространством Соболева 1
2Ŵ . 

Основным результатом настоящей статьи является доказательство схо-
димости метода Галеркина с базисными и тестовыми функциями – многочле-
нами Чебышева 2-го рода – для решений гиперсингулярного интегрального 
уравнения в этих пространствах функций. Кроме того, получена квазиопти-
мальная оценка скорости сходимости приближенных решений к точным. Эти 
результаты являются важными при реализации численных методов для реше-
ния гиперсингулярных уравнений.  
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