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Предложен подход для численного исследования осредненных коэффициентов линейного теплового рас-
ширения многофазных композитов на основе метода статистических испытаний. Данный подход позволяет 
учитывать стохастическую природу композита, т.е. исследовать влияние разброса физико-математических 
характеристик субструктурных элементов, в частности, модулей Юнга, коэффициентов Пуассона и линей-
ного теплового расширения. При этом используемая математическая модель композита основана на прин-
ципе эффективной однородности, структурном анализе и учитывает естественные условия сопряжения (для 
деформаций, напряжений и температуры) на границе раздела фаз. Численные результаты для эффективных 
коэффициентов линейного теплового расширения композита приведены для различных структур трехфазных 
сред, для которых получены доверительные интервалы с заданной доверительной вероятностью. Оценено 
влияние стохастической природы различных характеристик субструктурных элементов на математическое 
ожидание коэффициентов линейного теплового расширения композита.

Ключевые слова: структурно-неоднородные среды, стохастическая природа композита, метод Монте-
Карло, эффективные коэффициенты, тепловое расширение, статистические характеристики, доверительный 
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Введение

Композиты, используемые в современной 
технике, представляют собой статистический 
ансамбль значительного количества первичных 
элементов (различных волокон, частиц, «усов», 
стеклянных микросфер, связующего и т. д.), фи-
зико-механические свойства которых, как пока-
зывают эксперименты, имеют разброс значений, 
т. е. являются случайными величинами. Поэто-
му исследование влияния статистического раз-
броса упругих характеристик и коэффициентов 
линейного теплового расширения субструктур-
ных элементов композиции является актуальной 
задачей, решение которой позволит наиболее 

достоверно прогнозировать эффективные коэф-
фициенты теплового расширения микронеодно-
родных материалов.

В данной работе на основе математической 
модели для многофазных материалов из [1–3], 
где параметры композита являлись детермини-
рованными, предложен подход для расчета эф-
фективных коэффициентов линейного теплово-
го расширения структурно-неоднородных сред, 
который позволяет учитывать стохастическую 
природу композита. При этом используется ме-
тод Монте-Карло (метод статистических испы-
таний [4–6]) и считается, что случайными пара-
метрами являются модули Юнга, коэффициенты 
Пуассона и линейного теплового расширения 
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субструктурных элементов. С помощью раз-
работанного по данной методике численного 
алгоритма для различных типов многофазных 
материалов определены как статистические ха-
рактеристики, так и доверительные интервалы 
(при заданной доверительной вероятности) для 
эффективных коэффициентов линейного тепло-
вого расширения рассматриваемых композитов.

Метод исследования

Для расчета осредненных коэффициентов 
линейного теплового расширения многофазных 
материалов в случае детерминированных па-
раметров используется математическая модель 
композита (рис. 1), основные предположения из 
[1–3] и соотношения из [3]. 

Рис. 1. Характерный элемент композита с про-
дольно-поперечным расположением M + N фаз

В частности, физические соотношения в слу-
чае пространственного напряженного состояния 
при термосиловом воздействии для рассматри-
ваемого композита (см. рис. 1) имеют следую-
щий вид:
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s ss s ssb  ( = =1,2,3; 4,5,6n s ).

Выражения для эффективных коэффициен-
тов податливости npb , ssb  (n, p, = 1, 2, 3; s = 4, 
5, 6) и линейного теплового расширения at

rr   
(r = 1, 2, …, 6) определены в [3], где получено, 
что указанные величины зависят от большого 
числа управляющих параметров:

( )= ω a( ) ( ) ( ), , ,m m m
np np m jjik llb b a a ;

( )= ω a( ) ( ) ( ), , ,m m m
ss ss m jjik llb b a a ;

          ( )a = a ω a( ) ( ) ( ), , ,t t m m m
rr rr m jjik lla a , (2)

где i, k = 1, 2, 3; j = 4, 5, 6; l = 1, 2, …, 6; m = 1,  
2, …, M, M + 1, …, M + N. 
(Здесь и в дальнейшем используются в основ-
ном обозначения из [3].) Для оценки влияния от-
клонений тех или иных параметров из (2) от но-
минальных на значения at

rr  (r = 1, 2, …, 6) будем 
использовать метод Монте-Карло [4]. При этом 
считается, что теоретические плотности распре-
деления параметров 

 ( )m
ika , ( )m

jja , a( )m
ll ,  (3)

которые имеют стохастическую природу, извест-
ны, например, из экспериментов. Тогда, опреде-
лив последовательность (на ЭВМ) случайных 
значений указанных параметров (3) и используя 
соотношения из [3], найдем at

rr  (r = 1, 2, …, 6) 
для каждой серии значений управляющих пара-
метров. Повторив эту процедуру L раз (L – ко-
личество статистических испытаний), получим 
значения a (1)

t
rr , a (2)

t
rr , …, a ( )

t
rr L , что позволяет 

определить статистические характеристики слу-
чайных величин at

rr  ( = 1,2,...,6r ) – статистиче-
ское среднее и статистическую дисперсию [7, 8]:
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где r = 1, 2, …, 6.
Указанные величины в (4) являются состоя-

тельными и несмещенными оценками для мате-
матических ожиданий и дисперсий случайных 
величин at

rr  (r = 1, 2, …, 6).
Используя (4), можно построить доверитель-

ные интервалы b( )rrI , соответствующие задан-
ной доверительной вероятности b для математи-
ческого ожидания величины at

rr  (r = 1, 2, …, 6), 
которые, согласно [7], определяются следующим 
образом:
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; tb – статистика Стью-

дента (при заданных L и b).

Результаты и обсуждение

В качестве числовых примеров в целях опре-
деленности и конкретизаций рассмотрим трех-
фазные композиты, состоящие из различных 
изотропных фаз. В этом случае для элементов 
композиции будем иметь следующие выражения 
для коэффициентов податливости и линейного 
теплового расширения [2, 9, 10]:
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где i = 1, 2, 3; l = 4, 5, 6; m = 1, 2, 3. При этом 
параметры ( )mE , ν( )m , a( )m

t  (m = 1, 2, 3) име-
ют стохастическую природу и подчиняются (для 
значительного класса композитов [11–14]) нор-
мальному закону. Тогда, согласно [4], определим 
совокупность значений нормально распределен-
ных случайных величин по формуле
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(x – нормально распределенная случайная ве-
личина с математическим ожиданием, равным 
нулю, и дисперсией, равной единице), а тем са-
мым найдем множество случайных значений для 
всех рассматриваемых параметров из (6). Затем, 
используя их, определим с помощью соотноше-
ний из [2, 3] a ( )

t
rr l  (r = 1, 2, 3; l = 1, 2, 3, …, L), 

а тем самым из (4) и (5) –  a 
t
rrM ,  a 

t
rrD   

и b( )rrI .
Для указанных композитов также были про-

ведены расчеты статистического среднего, 
статистической дисперсии и доверительного 
интервала для эффективного термического ко-
эффициента объемного расширения – at, значе-
ние которого в соответствии с [2, 9] определяет-
ся следующим образом:

 
=

a = a∑
3

1

t t
rr

r

. (8) 

При этом соотношения (4), (5) остаются спра-
ведливы и для at, если в них нижний индекс «r» 
опустить.

Конкретные расчеты проведены для компо-
зита со следующими параметрами: ω = 3 0,3 , 
≤ ω ≤10 0,3 , ω = − ω 2 10, 7 . Характеристики, 

указанные в таблице, взяты из [11–15].
При этом первый материал соответствует 

стеклянным волокнам (кварцевое стекло), вто-
рой материал – стеклянной микродроби, а тре-
тий материал – полиэфирному связующему. Для 
определения среднего квадратического отклоне-
ния указанных в таблице  величин использова-
лось «правило трех сигм» (при заданном разбро-
се экспериментальных данных в [11–15]). 

Для оценки влияния взаимного расположе-
ния фаз и их объемного содержания на стати-
стические характеристики коэффициентов ли-
нейного теплового расширения композита на  
рис. 2–4 приведены соответственно зависимо-

сти  a 11
tM ,  a 22

tM  и a[ ]tM  от удельного 

Характеристики параметров для композита

m ( )[ ]sM E , ГПа ( )[ ]sD E , ГПа ( )[ ]sM ν ( )[ ]sD ν
( )[ ]sD a ,  

1/град, 10–5

( )[ ]sD a ,  

1/град, 10–5

1 120,17 17,17 0,17 0,015 0,056 0,018
2 63,5 4,83 0,25 0,0167 0,053 0,149
3 3,29 0,41 0,385 0,012 8,5 0,5
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Рис. 2. Зависимости 11
tM  a   от удельного объемного 

содержания 1-й фазы ω1  (сплошные линии) и дове-
рительные интервалы (пунктирные линии) при дове-

рительной вероятности b = 0,95 и L = 10

Рис. 3. Зависимости  a 22
tM  от удельного объ-

емного содержания 1-й фазы 1ω  (сплошные линии)  
и доверительные интервалы (пунктирные линии) 

при доверительной вероятности b = 0,95 и L = 10

Рис. 4. Зависимости a[ ]tM  от удельного объемного 
содержания 1-й фазы 1ω  (сплошные линии) и дове-
рительные интервалы (пунктирные линии) при дове-

рительной вероятности b = 0,95 и L = 10

Рис. 5. Влияние стохастической природы раз-
личных характеристик субструктурных эле-
ментов композита (продольное расположение 

фаз) на a[ ]tM

объемного содержания 1-й фазы ω1  (сплошные  
линии) и указаны доверительные интервалы 
(пунктирные линии) при доверительной веро-
ятности b = 0,95 и L = 10. Кривые, отмеченные 
цифрой 1, отвечают случаю продольного распо-
ложения фаз (М = 3, Т = 0), а цифрой 2 – слу-
чаю продольно-поперечного расположения фаз  
(М = 2, N = 1). Сплошная кривая, отмеченная 
буквой D на рис. 4, соответствует эффективному 
термическому коэффициенту объемного расши-

рения at, найденному для продольно-поперечно-
го расположения фаз при детерминированных 
параметрах элементов композиции, которые 
равны математическим ожиданиям соответству-
ющих величин из таблицы. 

На рис. 5 для оценки влияния стохастической 
природы различных характеристик субструк-
турных элементов композита (продольное рас-
положение фаз) на a[ ]tM  приведены зависимо-
сти: кривая 1 соответствует случаю, когда a( )m   
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(m = 1, 2, 3) – случайные, а остальные параме-
тры детерминированы; кривая 2 – ν( )m  (m = 1, 2, 
3) – случайные, а остальные параметры детерми-
нированы; кривая 3 – ( )mE  ( = 1,2,3m ) – слу-
чайные, а остальные параметры детерминиро-
ваны; кривая 4 – все параметры случайные. Учет 
стохастической природы модуля Юнга (кривая 3) 
практически совпадает со случаем, когда все па-
раметры детерминированные. Характеристики 
свойств элементов композиции взяты из табли-
цы. Сравнение кривых на рис. 5 показывает, что 
наибольшее влияние на эффективный коэффи-
циент объемного термического расширения ока-
зывает разброс значений a( )m  (m = 1, 2, 3).

Выводы

Используемая математическая модель мно-
гофазного композита и предложенный метод 
позволили исследовать влияние структуры 
композита и его стохастическую природу на ста-
тистические характеристики эффективных ко-
эффициентов теплового расширения. При этом 
для указанных характеристик найдены довери-
тельные интервалы при заданной доверительной 
вероятности, что позволяет оценивать эксплуа-
тационные свойства композита при термических 
воздействиях.
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Abstract

The approach for the numerical analysis of the averaged thermal expansion coefficients of multiphase composites 
based on the method of statistical testing is proposed. This approach allows to take into account the stochastic nature 
of the composite. The influence of the variation of physical and mathematical characteristics of the substructural 
elements: Young modulus, Poisson ratios and linear thermal expansion coefficients is investigated. The mathematical 
model of the composite is based on the principle of effective homogeneity, structural analysis and correctly formulated 
interference conditions (for deformation, stress and temperature) at the interphase boundary. The numerical results 
are presented for the effective coefficients of linear thermal expansion of the composite for various structures of three-
phase environments. The confidence intervals with given confidence probability for various structures are found. The 
influence of the stochastic nature of various characteristics of substructural elements on mathematical expectation of 
thermal expansion coefficients of the composite is estimated.

Keywords:
structure-heterogeneous mediums, stochastic nature of composite, Monte-Carlo technique, effective coefficients, 
thermal expansion, statistical characteristics, confidence interval.
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