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Экспериментальное исследование на растяжение и сжатие образцов при T = 195 ºС  из сплава АК4-1Т, вы-
резанных из плиты h = 45 мм, показало, что сплав обладает свойством упрочнения и является разносопротив-
ляющимся растяжению и сжатию при ползучести. По полученным экспериментальным данным определены 
константы для степенных зависимостей, описывающих скорости деформаций ползучести. Развита модель, 
основанная на «трансформированном» пространстве напряжений, учитывающая упрочнение и  разносопро-
тивляемость растяжению и сжатию материала при ползучести. Модель протестирована для задачи чистого 
кручения пластин из сплава АК4-1Т в предположении плоского напряженного состояния. Представлены экс-
периментальные данные кручения гибких пластин и расчет методом конечных элементов в геометрически 
нелинейной постановке с использованием констант либо только на растяжение, либо только на сжатие. Экс-
периментальные значения расположены посередине между соответствующими расчетными линиями, что 
подтверждает сложные свойства сплава, которые необходимо учитывать в расчетах.
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Введение 

Большинство современных конструкцион-
ных сплавов обладает сложными свойствами 
при нелинейном деформировании, что необ-
ходимо учитывать при проектировании техно-
логических процессов и при прогнозировании 
прочностного эксплуатационного ресурса кон-
струкций. Для описания деформирования раз-
носопротивляющегося растяжению и сжатию 
материала в условиях ползучести используют-
ся, как правило, либо модели установившейся 
ползучести, при этом процессы описываются 
степенными функциями с различными пока-

зателями для растяжения и сжатия [1–4], либо 
модели неустановившейся ползучести с учетом 
упрочнения и/или разупрочнения, но в предпо-
ложении, что эти показатели одинаковы [5–11]. 
Однако экспериментальные данные для многих 
сплавов показывают, что при растяжении и сжа-
тии может отличаться не только показатель пол-
зучести установившейся стадии [12], но и пока-
затель, характеризующий упрочнение [13,14]. 

В настоящей работе развита модель [15] 
для случая, когда все степенные показатели 
различны. По экспериментальным данным на 
одноосное растяжение и сжатие при T = 195 ºС 
сплошных круглых образцов из сплава АК4-1Т 
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(вырезанных из плиты h = 45 мм) определены 
константы для степенных зависимостей. С ис-
пользованием полученных констант выполнены 
расчеты для задачи кручения пластины и про-
ведено сравнение с экспериментальными дан-
ными. Все эксперименты были проведены со-
трудниками лаборатории статической прочности 
ИГиЛ СО РАН под руководством Б.В. Горева.

Экспериментальные исследования

Процесс ползучести при одноосном нагру-
жении довольно хорошо описывается зависимо-
стью типа деформационного упрочнения [16]

 −aη = e = e s

c nB ,   (1)

где a – параметр упрочнения; B и n – параметры, 
соответствующие стадии установившейся пол-
зучести. 

На рис. 1, а и б точками 1–3 изображены ре-
зультаты экспериментов при T = 195 ºС на одно-
осное растяжение при σ = 280; 310; 320 МПа и 
сжатие при σ = 300; 310; 320 МПа соответствен-
но сплошных круглых образцов сплава АК4-1Т, 
вырезанных из плиты h = 45 мм. Эксперимен-
тальные данные свидетельствуют о том, что 
сплав обладает свойством значительного упроч-
нения. Для определения констант α, B и n в урав-
нении (1) воспользуемся аналогичной методи-
кой, представленной в работах [17, 18]. 

Проинтегрируем и далее прологарифмируем 
(1), предположив, что σ = const:

e = +
+ a
1

ln( ) ln
1

c t

 ( )+ a + s s =
+ a

ïðè
1

ln ( 1) const.
1

nB  (2)

На рис. 2, а и б нанесены те же эксперимен-
тальные данные, соответствующие  начальным 
упрочняющимся участкам в логарифмических 
координатах. Используя  метод наименьших ква-
дратов, определим угол наклона + a1 / (1 ) в (2) 
для каждой из линий. После усреднения опреде-
лим a =1 1,3  для растяжения и a =2 1,64  для 
сжатия. 

Для нахождения констант В и n проинтегри-
руем (1) при s  = const от ta до tb и далее проло-
гарифмируем полученное выражение
 De = + sln ln lnc B n . (3)

Рис. 1. Данные экспериментов  (точки) и ап-
проксимационные кривые при одноосном рас-
тяжении (a) и сжатии (б) образцов из сплава 

АК4-1Т при T =195 ºС.

а

б

Здесь 
a+ a+e − e

De =
a + −

1 1( ) ( )

( 1)( )

c c
c a b

a bt t
, где ta и tb – время 

начала и конца установившейся стадии; e e,c c
a b  – 

соответствующие деформации. Точки 1 и 2  
на рис. 2, в – экспериментальные зависимости 

Deln c  от sln  для установившихся участков 
при растяжении и сжатии. Из уравнения (3) по 
углу наклона определяются константы B и n. Та-
ким образом, для скоростей деформаций ползу-
чести сплава АК4-1Т при T = 195 ºС получены 
следующие константы:
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                      а                                                   б                                                       в
Рис. 2. Экспериментальная зависимость ln ec от ln t для определения a при растяжении  
σ = 280; 310; 320 МПа (a) и сжатии σ = 300; 310; 320 МПа (б); линии 1, 2 – зависимости ln Dec  

от ln s для определения B, n при растяжении  и сжатии соответственно (в)
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Сплошными линиями на рис. 1, а и б изображе-
ны кривые, аппроксимирующие эксперименталь-
ные данные по формулам с константами (4) и (5).

Теория и методы

Для построения модели упрочняющегося 
и разносопротивляющегося при растяжении и 
сжатии материала используется методика, осно-
ванная на «трансформированном» пространстве 
напряжений [15]. 

При описании процесса ползучести изотроп-
ных материалов с одинаковыми свойствами  
на растяжение и сжатие исходят из гипотезы  
существования связи между интенсивностью 
скоростей деформаций ползучести и интенсив-
ностью напряжений e = e s s ( , )c c

i i i if , 

( )s = s s
0.5

3 2i kl kl  – интенсивность напряже-

ний; skl  – компоненты девиатора напряжений; 

eci  –  интенсивность скоростей деформаций пол-

зучести. Обобщая на случай сложного напря-
женного состояния, имеем

 
e = e s s e = λ s

s ≥

 1 1

êîãäà âñå

( , ) , ,

 0,

c c c
i i i i k k

k

f
  (6)
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 0,

c c c
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k
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где sk  – компоненты девиатора напряжений в 

главных осях (k = 1, 2, 3); λ λ1 2,  выражаются 

через 1 2,f f . В пространстве главных напряже-

ний поверхность e = constc
i  состоит из двух об-

ластей в виде соосных цилиндров, где все главные 
напряжения положительны и соответственно от-
рицательны. Для переходной области, в которой 
главные напряжения разных знаков, рассмотрим 
«трансформированное» пространство напряжений

 s s > 
Σ = = µ s s ≤ 

1

1

, 0
, 1,2,3,

0
k k

k
k k

k  (8)

µ1

 
> 0 – некоторая функция главных напряжtний, 

которая выбирается таким образом, чтобы в 
«трансформированном» пространстве поверх-
ности e = constc

i  обеих областей первого рода 

перешли в соосные цилиндры одинакового ра-
диуса. В этом пространстве предполагается 
справедливой теория течения типа  Мизеса. Та-
ким образом, из (6)  для любой области имеем
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 ( )e = e Σ Σ e = λ Σ = 

1 1 1
1 1, , , 1,2,3,c c c

i i i i k kf k   (9)

где Σ1
i  – интенсивность «трансформированных» 

напряжений; Σ1
k  – компоненты девиатора 

«трансформированных» напряжений. При  все-
стороннем сжатии при s ≤ 0k  имеем (7), но, с 

другой стороны, из (9) e = e µ s µ s 1 1 1( , )c c
i i i if . 

Приравнивая оба выражения, получим

 e s = e µ s µ2 1 1 1( , ) ( , ) .c c
i i i if f   (10)

Аналогичные соотношения можно получить для 
констант сжатия:

 

( )e = e Σ Σ e = λ Σ
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c c c
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где Σ2
i  – интенсивность и Σ2

k  – компоненты де-

виатора новых «трансформированных» напря-
жений. Подобно (10) 

 ( ) ( )e s = e µ s µ1 2 2 2, , .c c
i i i if f   (12)

Переходя от пространств Σ1
k , Σ2

k  к простран-
ству главных напряжений sk , будем иметь две 
поверхности одной и той же интенсивности, со-
ответствующие (9) и (11), которые совпадают 
только в области первого рода, а в переходных 
областях описывают два разных процесса, поэ-
тому определять (10) и (12) только как функции 
от si  нельзя. Требуя эквивалентности,  получа-

ем соотношения 

µ µ =1 2 1 , Σ = µ Σ1 2
1k k , Σ = µ Σ2 1

2k k , 

Σ = µ Σ1 2
1i i ,   Σ = µ Σ2 1

2 .i i

Равенства (10) и (12) перепишутся в виде
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Учитывая (4) и (5), из (13) определим 

 

( ) ( )

( ) ( )

− a −a

− a −a

 
µ = Σ e 

 

 
µ = Σ e 

 

2 1 1 2
2

2 2

1 2 2 1
1

1 1

1

12
1

1

1

21
2

2

,

.

n n
n cn n

i i

n n
n cn n

i i

B
B

B
B

  (14)

В качестве примера применимости изложен-
ной выше модели рассматривается задача чи-
стого кручения квадратных пластин в предпо-
ложении плоского напряженного состояния, т. е. 
когда напряжение по нормали s =33 0 . Предпо-
лагается также, что прогиб не превосходит по-
ловину толщины пластины. Экспериментально 
кручение пластины внешним скручивающим 
моментом =12M M  можно реализовать пу-
тем приложения четырех сил величиной 2M в 
углах [19, 20]. На рис. 3, а и б изображены схема 
кручения в главных осях и пластина из сплава  
AK4-1T после двух часов эксперимента при  
T = 195 °C. Задача чистого кручения  квадрат-
ной пластины в седлообразную поверхность 
внешним скручивающим моментом 12M  экви-
валентна задаче изгиба пластины равномерно 

                    a                                                                                         б
Рис. 3. Схема кручения квадратной пластины (а);  пластина из сплава АК4-1Т после двух часов 

эксперимента при T = 195 °C (б)
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распределенными моментами разных знаков 
= − =1 2M M M , приложенными в двух взаим-

но-перпендикулярных направлениях вдоль диа-
гоналей [21]. Предполагается, что в начальный 
момент пластина деформируется упруго и по-
верхности изгиба совпадают со срединной по-
верхностью. 

С учетом гипотезы прямых нормалей для 
полных деформаций в главных осях имеем си-
стему уравнений:

 zs − ns + e = + δ1 2 1 1 1( ) / ( ),cE k  (15)

 zs − ns + e = + δ2 1 2 2 2( ) / ( )cE k . (16) 

Здесь ik  – главные кривизны; z− ≤ ≤/ 2 / 2,h h  
δi  – смещения нейтральных поверхностей изги-
ба от срединной поверхности вследствие разно-
сопротивляемости материала при растяжении и 
сжатии при ползучести. На нейтральных поверх-
ностях изгиба одно из главных напряжений обра-
щается в нуль. Модуль упругости одинаков при 
растяжении и сжатии и равен Е = 59 000 МПа/м2, 
коэффициент Пуассона n = 0,4.  Интегральные 

уравнения для моментов z z
−

= + δ s∫
/2

1 1 1
/2

( ) ,
h

h

M d  

z z
−

= + δ s∫
/2

2 2 2
/2

( )
h

h

M d . Поскольку задача  

асимметрична, то z z ze = e − = e1 2( ) ( ) ( )c c c , δ =1

= −δ = δ2 , =1k − =2 ,k k  zs =1( ) zs − =2( )  

z= s( ),  = − =1 2 .M M M

После ряда преобразований (15) и (16), инте-
грирования по толщине пластины, а также с уче-

том того, что z
−

s =∫
/2

/2

0
h

h

d , определяются кри-

визна, смещение  и напряжение:
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δ = e
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h
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d
kh

,     (18)
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Скорости деформаций ползучести (9) 
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где Σk  – трансформированное пространство (8),

( ) ( )( )z z z zΣ = Σ + Σ − Σ Σ
1/22 2

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )i
, 

( ) ( )z z z z e = e + e + e e 
 

1/22 2

1 2 1 2
2

( ) ( ) ( ) ( )
3

c c c c c
i .

К системе (17)–(20) добавляются начальные 
условия, нормаль пластины разбивается на l рав-
ных  интервалов. Полученная система обыкно-
венных дифференциальных уравнений первого 
порядка относительно деформаций в точках раз-
биения пластины решается методом Рунге–Кут-
ты–Мерсона [22].

Выполнены также расчеты на кручение пла-
стины в конечно-элементном комплексе Ansys в 
геометрически нелинейной постановке, учиты-
вающей мембранные усилия с использованием 
констант только на растяжение или только на 
сжатие. Вычисления проводились с применени-
ем 3D элемента Solid45, который был оттестиро-
ван [23], и с разбиением 4 элемента по толщине 
пластины, 12×12 элементов в плоскости. Увели-
чение плотности конечно-элементной сетки в 
полтора раза приводило к уменьшению прогиба 
и кривизны не более чем на 2 %.

Результаты и обсуждение

На рис. 4, а точками 1 изображены экспе-
риментальные значения зависимости кривиз-
ны от времени при кручении пластины с раз-
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                                      а                                                                                            б
Рис. 4. Экспериментальные и расчетные зависимости кривизны от времени для пластины h = 11,715 мм, 
s i  = 216 МПа (a); для пластин 1 – h = 10,066 мм, s



i  = 240 МПа, 2 – 10,066 мм; 230 МПа; 3 – 10,158 мм;  
220 МПа; 4 – 8,029 мм; 200 МПа (б)

мерами 180×180 мм, толщиной h = 11,715 мм  
из сплава АК4-1Т, Т = 195 ºС и с интенсивно-
стью напряжений в характеристической точке 
s =

216i  МПа. Отличительной особенностью 
характеристических точек является то, что на-
пряжение в течение всего времени деформиро-
вания при выполнении условий чистого изгиба 
остается приближенно равным одной и той же 
величине [24]. В условиях чистого изгиба эти  
точки располагаются на расстоянии → 3h  по 
обе стороны от срединной поверхности, т. е. 
z → ±

3h . Момент кручения связан с s i  по 
формуле = s 2 (4 3)iM h . Кривизна вычисля-
лась по замерам прогиба w  на базе L = 100 мм 
вдоль диагонали пластины на одинаковом рас-
стоянии от центра = 28 /k w L . На том же ри-
сунке изображены расчетные кривые: кривая 2 – 
расчет по модели (17)–(20) с учетом констант 
на растяжение и сжатие одновременно; кривые 
3 и 4 – расчет по модели (17)–(20) с использо-
ванием констант только на растяжение и только 
на сжатие соответственно. Экспериментальные 
данные расположены между расчетными кри-
выми 3 и 4. Завышенное расположение линии 2 
можно объяснить тем, что в расчетах не учи-
тываются возникающие при деформировании 
мембранные усилия. График кривизны на рис. 4 
изображен без учета упругой составляющей  
k0 = 0,76 1/м в начальный момент при t = 0. При 
превышении прогиба (вместе с упругой состав-
ляющей) половины толщины пластины, т. е. 
кривизны порядка 0,8 1/м в вычислениях необ-

ходимо учитывать деформации срединной по-
верхности. Линиями 5 и 6 на графике изобра-
жены результаты расчетов для той же пластины, 
выполненные в конечно-элементном комплексе 
Ansys в геометрически нелинейной постановке, 
учитывающей мембранные усилия с использо-
ванием констант только на растяжение и только 
на сжатие соответственно. 

Точками 1–4 на рис. 4, б представлены экс-
периментальные данные (кривизна) для четырех 
пластин: 1 – h = 10,066 мм, s i  = 240 МПа; 2 – 
10,066 мм, 230 МПа; 3 – 10,158 мм, 220 МПа; 4 – 
8,029 мм, 200 МПа. Линии 1–4 – расчет методом 
конечных элементов в программном комплексе 
Ansys в  геометрически нелинейной постановке 
с использованием констант либо только на рас-
тяжение (4), либо только на сжатие (5). На гра-
фике видно, что экспериментальные значения 
расположены посередине между соответствую-
щими расчетными линиями, что дополнительно 
подтверждает сложные свойства сплава и необ-
ходимость их учета в расчетах. Вычисления по-
казали также, что деформации пластин не пре-
восходят 2 % . 

Выводы

Экспериментальное исследование на растя-
жение и сжатие образцов из сплава АК4-1Т, вы-
резанных из плиты h = 45 мм, при T = 195 ºС, 
показало, что сплав обладает свойством упроч-
нения и является разносопротивляющимся рас-
тяжению и сжатию при ползучести. Определены 
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константы для степенных зависимостей, описы-
вающих скорости деформаций ползучести. Раз-
вита модель, основанная на «трансформирован-
ном» пространстве напряжений, учитывающая 
упрочнение и разносопротивляемость материала 
при растяжении и сжатии, когда все степенные 
показатели различны. Разработана методика рас-
чета для решения задач чистого изгиба пластин 
из такого материала  при плоском напряженном 
состоянии. Расчеты, выполненные с константа-
ми либо только на растяжение, либо только на 
сжатие с помощью метода конечных элементов 
в трехмерной постановке с учетом деформаций 
срединной поверхности, показали хорошее соот-
ветствие экспериментальным данным. 
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Abstract

Samples cut from AK4-1T alloy plates with thickness h = 45 mm are experimentally investigated at T = 195 ºС 
under tension and compression conditions. The alloy is strain-hardening and has different resistance to tension and 
compression under creep. Constants for power-law dependences describing creep strain rates are defined according 
to the experimental data. The model based on the “transformed” space of stresses, taking into account properties of 
hardening and different resistance of material to tension and compression at creep is developed. The model is tested 
for the problem of AK4-1T alloy plates’ pure torsion in assuming of planes stress-strain state. Experimental data on 
flexible plates’ torsion and finite elements’ calculation in geometrically nonlinear statement using constants only on 
tension or compression are presented. Experimental values are located between the relevant calculated lines, that 
confirms the complex properties of alloy. These properties should be taken into account in the calculations.
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creep, hardening, different resistance to tension and compression bending, torsion plates, aluminum alloys 
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