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Аннотация. Рассматривается подход к решению задачи Коши функционально-воксельным 

(ФВ) методом для линейного уравнения в частных производных первого порядка. Предло-

женный подход базируется на принципах дифференцирования и интегрирования, разрабо-

танных для ФВ-моделирования, и позволяет применять принципы получения локальных 

геометрических характеристик результирующей функции в узлах в процессе линейной 

аппроксимации. Приведён классический подход к решению задачи Коши для дифференци-

ального уравнения в частных производных на выбранном примере с целью построения 

ФВ-модели как эталона для сравнения с результатами, полученными путём ФВ-

моделирования. Описывается алгоритм получения решения дифференциального уравнения 

средствами ФВ-моделирования. Проводится визуальное и численное сравнение получен-

ного результата ФВ-моделирования с принятым эталоном. Отличием от численных мето-

дов решения подобной задачи является вид представления результата. В численных мето-

дах результатом является значение функции в узлах аппроксимации, а ФВ-модель в узлах 

содержит локальные геометрические характеристики (компоненты градиента в простран-

стве, увеличенном на единицу размерности), что позволяет получить узловую локальную 

функцию неявного вида, а также дифференциальную локальную функцию явного вида.  
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Зачастую непрерывные процессы, протекаю-

щие в системах управления, могут описываться 

дифференциальными уравнениями с начальными 

условиями. К примеру, при известном входном 

сигнале выходной сигнал определяется решением 

задачи Коши для обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения.  

Получение результирующей функции для диф-

ференциального уравнения в частных производ-

ных не представляется сложной проблемой и дав-

но обеспечивается как аналитическим, так и ком-

пьютерными численными способами решения. 
 

 

______________ 
1 Исследование выполнено в рамках научной программы 

национального центра физики и математики, направление 

№ 9 «Искусственный интеллект и большие данные в техниче-

ских, промышленных, природных и социальных системах». 

Однако если при получении результирующей 

функции вручную или посредством имеющегося 

на компьютере аналитического калькулятора ре-

зультатом является формульное выражение [1–5], 

то численные методы настроены на получение ре-

зультата в виде числовых значений в узлах ап-

проксимационной сетки, т. е. в итоге получаются 

числа [6–9]. Отсутствие аналитического выраже-

ния как результата в этом случае не позволяет ис-

следователю получать, к примеру, функции част-

ных производных для имеющейся функции-

решения и т. п. Функционально-воксельный метод 

(ФВ-метод) [10, 11] обеспечивает на задаваемой 

области аналитической функции заполнение ло-

кальными функциями, описывающими линейный 

закон для каждой полученной в процессе линейной 

дискретизации минимальной окрестности области, 

что позволяет применять в дальнейших вычисле-

ниях не просто значение в точке, а соответствую-

щее аналитическое выражение со всеми вытекаю-

щими отсюда преимуществами. 
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В работе [12] рассматриваются принципы диф-

ференцирования и интегрирования средствами 

функционально-воксельного моделирования (ФВ-

моделирования). Достаточно просто осуществля-

ется переход к ФВ-модели частных производных и 

обратно к первообразной ФВ-модели, поскольку в 

качестве описания бесконечно малой окрестности 

точки заданной (m – 1)-мерной области в итоге вы-

ступает линейное уравнение 1 1 2 2n x n x 

1 0 m m mn x n    , в котором коэффициентами 

являются компоненты единичного вектора гради-

ента увеличенной на единицу размерности m + 1. 

Каждая из компонент для представления на ком-

пьютере кодируется числовым значением палитры 

цвета, формируя в итоге отдельный (m – 1)-

мерный образ 
i

M . В итоге для описания и хране-

ния заданной области пространства 
3E  (т. е. 

, u f х у( ) ) на компьютере потребуется сформи-

ровать четыре растровых двухмерных образа 

 1 2 3 4
, , , M M M M .   

При этом для построения ФВ-модели первооб-

разной функции достаточно задать начальные 

условия (сформулировать задачу Коши). Резуль-

тат, полученный в работе [12], позволяет пробо-

вать применить ФВ-метод к реализации ФВ-

модели для решения дифференциального уравне-

ния в частных производных с заданными началь-

ными условиями.  

 

Для демонстрации работы алгоритма рассмот-

рим пример решения однородного дифференци-

ального уравнения в частных производных вида 

[13] 

  0,xu u
e y

x y

 
  

 
                    (1) 

удовлетворяющего условию 

0,  3 2( ) .u y y                          (2) 

Аналитическим решением дифференциального 

уравнения (1) будет функция  

( , ) 3( ) 2.xu х y e y x                     (3) 

При этом 

3( 1),xu
e y

x


 


                         (4) 

3 xu
e

y





.                               (5) 

На рис. 1 демонстрируется график функции (3), 

заданной на области 0, 1 , 0, 1x y    
   

, полу-

ченная путём применения традиционного подхода 

к визуализации в системе MathCAD с шагом дис-

кретизации 1/30. 

 

 
 

Рис. 1. Графическое представление функции (3) в системе 

MathCAD 

 

С помощью визуального анализа рис. 1 можно 

определить примерные значения в угловых точках 

рассматриваемого сегмента поверхности, которые 

при точном вычислении таковы: (0; 0; 2), (1; 0; –1), 

(0; 1; 5), (1; 1; 7,1584). 

На рис. 2, а, б соответственно изображены гра-

фики функций (4) и (5) как частных производных 

функции (3). Рассчитаем значения в угловых точ-

ках для этих сегментов поверхностей:  

– для функции (4): (0; 0; –3), (1; 0; –3), (0; 1; 0), 

(1; 1; 5,1584); 

– для функции (5): (0; 0; 3), (0; 1; 3), 

(1; 0; 8,15484), (1; 1; 8,15484).  

Алгоритм получения области локальных функ-

ций на компьютере можно описать следующим 

образом. 

Шаг 1. На заданной области функции органи-

зуется прямоугольная сетка для дальнейшей ли-

нейной аппроксимации. Размерность пространства 

сетки совпадает с размерностью рассматриваемой 

области функции. Шаг сетки определяется отно-

шением размера сторон заданной области функции 

к размеру соответствующих сторон графического 

образа. 



 

 
 

 

 
 

 ●

  
а б 

 
Рис. 2. Графическое представление функций (4), (5) в системе MathCAD 

 

Шаг 2. В процессе получения линейной ап-

проксимации на области функции последовательно 

определяется текущий элемент сетки, включаю-

щий узловую точку и её ближайших соседей, т. е. 

образуется простейший элемент, соответствующей 

размерности. Например, для функции двух пере-

менных , ( )u f x y  имеем треугольный элемент 

аппроксимации, соседями узловой точки здесь яв-

ляются ближайшие узлы сетки, сдвинутые парал-

лельно осям Ox  и Oy . А для функции трёх пере-

менных ( , , )u f x y z  элементом аппроксимации 

будет тетраэдр с узловой точкой и соседями, сдви-

нутыми параллельно осям , иOx Oy Oz  соответ-

ственно и т. д. 

Шаг 3. Получение локального уравнения для 

выбранного элемента аппроксимации производит-

ся с помощью определителя матрицы, состоящей 

из однородных координат узлов треугольника и 

переменной точки на области. Например, для рас-

сматриваемого случая с функцией ( , )u f x y  

определитель матрицы размерностью 4 × 4 будет 

иметь вид 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1

1
0

1

1

.

x y u

x y u
ax by cu d

x y u

x y u

         (6) 

Отметим, что определитель матрицы позволяет 

получить такое уравнение для любой её размерно-

сти. При этом коэффициенты , ,  ,a b c d  представ-

ляют собой компоненты вектора градиента увели-

ченной на единицу размерности и позволяют в 

рассматриваемой точке заменить исходную функ-

цию ( , )u f x y  локальной функцией вида 

,
a b d

u x y
c c c

     

так как плоскость, заданная уравнением (6), обяза-

тельно проходит через рассматриваемую узловую 

точку. 

Шаг 4. Поскольку хранить локальную функцию 

для каждой точки области на компьютере не имеет 

смысла, то достаточно организовать хранение ко-

эффициентов , , ,a b c d  в виде четырёх графиче-

ских растровых образов. Такое представление 

обеспечивает визуальную наглядность формируе-

мых данных, которая будет далее активно исполь-

зоваться для оценки полученного решения, и их 

компактное хранение.  

Для этого нормируем каждый из коэффициен-

тов на длину вектора градиента 

2 2 2 2 ,N a b c d     получая соответственно 

компоненты единичной нормали: 

1 2 3 4
, , , ,n = n n n n( )  

где 
1

/n a N , 
2

/n b N , 
3

/n c N , 

4
n d N/ .  
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Цвет в точке образа определяется как 

 1
, 

2

i

i

P n
M


  

где P = 256, i = 1, …, 4. 

Для выполнения обратной задачи перехода от 

значения цвета 
i

M  к компоненте вектора  
i

n ис-

пользуется формула 

2
.i

i

M P
n

P


  

Далее, применив ФВ-метод к функции (3), по-

лучим компьютерное ФВ-представление в виде 

области локальных функций вида 

1 2 3 4 0n x n y n u n    , где 1 2 3 4,  ,  ,  n n n n  – коэф-

фициенты локальной функции (локальные геомет-

рические характеристики), которые на компьютере 

отображаются в М-образы 1 2 3 4, , , M M M M

(рис. 3) c разрешением 400 × 400. Под М-образами 

в работе [10] понимаются образы-модели, отобра-

жающие тоном или цветом одну из локальных 

геометрических характеристик ФВ-модели. При 

этом точность представления числового значения 

полутоном обеспечивается в RGB-формате (256 

оттенков). Для увеличения наглядности продемон-

стрируем М-образы для цветовой палитры 

P = 16 777 214 (256 × 256 × 256) оттенков цвета на 

рис. 4. Получаемые при этом узоры характеризуют 

переход от оттенков красного цвета через зелёные 

оттенки к синим, обеспечивая более высокую 

наглядность благодаря полученным узорам для 

сравнения предполагаемого результата с предло-

женным эталоном. За эталон решения в нашем 

случае примем М-образы, приведённые на рис. 3 

и 4.  

На этом этапе будем считать, что имеется до-

статочная исходная информация для численного и 

визуального эксперимента. 
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Рис. 3. Графическое представление локальных геометрических характеристик функции (3) (256 оттенков полутона) 
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Рис. 4. Графическое представление локальных геометрических характеристик функции (3) (16 777 214 оттенков цвета) 
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В работе [8] показан алгоритм получения ФВ-

модели первообразной функции, если известны её 

ФВ-модели частных производных. При этом до-

статочно определить локальные геометрические 

характеристики в одной аппроксимационной точке 

для вычисления значений функции в остальных 

точках треугольного элемента аппроксимационной 

сетки. Это позволяет развернуть дальнейший по-

иск локальных геометрических характеристик на 

всей заданной области решения.   

Чтобы применить этот алгоритм, необходимо 

выразить частные производные функции для полу-

чения их точного значения в рассматриваемой 

точке. 

В рассматриваемом случае начальным услови-

ем служит функция (2). Она представляет собой 

сечение искомой поверхности функции (3) при 

0x  . 

А значит, 

,   ,  
u u

y h
y y

 
  

 

 
1 1(,  ( 1) ) ,   ), (0 0i iu u i h u ih      

 ,0 ... i n  

где h  – шаг аппроксимации. 

Численные данные, подтверждающие обосно-

ванность предложенного решения, приведены на 

рис. 2, б. Здесь видно, что в точке (0, 0) 3,u y  /  

а в точке (49,  0) 8,15484/u y   . При этом вдоль 

оси Oy  значение производной постоянно возрас-

тает по экспоненциальному закону. 

Тогда можно говорить, что для 0x   частные 

производные определяются следующим образом: 

( )
.

xu e y y

x u

  


 
 

Если локальную функцию ФВ-модели предста-

вить как 0,ax by cu d     то  

, , 
u a u b

x c y c

 
   

 
      

где коэффициент с заменим на аппроксимацион-

ный С (рис. 5):  

     1 2 3 2 1 3 3 1 2
.C x y y x y y x y y       

 

 
Рис. 5. Графическое представление узлов аппроксимации 

 

Учитывая переход к получению компонент 

вектора градиента, имеем: 

1 1 1

,    , 

.

a b
A C B C

c c

D Ax By Cu

   

     

На первом шаге расчёта значение 
1

u  определя-

ется по формуле (3), а в остальных случаях соот-

ветственно используются значения, полученные 

через очередные коэффициенты для локальной 

функции: 

.
i i i

A B D
u x y

C C C
     

Алгоритм решения дифференциального урав-

нения можно представить в виде последовательно-

сти следующих основных шагов: 

1. Выбирается очередной треугольный эле-

мент аппроксимации 
0 0 1 1 2 2
, , , , ,x y x y x y ).(    

2. Вычисляется коэффициент C: 

     0 1 2 1 0 2 2 0 1
C x y y x y y x y y      .  

3. Для x = 0 вычисляется одна из производ-

ных в соответствии с заданными условиями (в 

приведённом примере 
2

3 2u x y    / (( )

0
3 2y y  ( ))/ ). Для остальных значений x про-

изводная определяется отношением u x  /

,u y  /  где 
1 0

u u u  ( )
 
и 

0 0 0
0 0 0

0 0 0

,
A B D

u x y
C C C

     

1 1 1
1 1 1

1 1 1

A B D
u x y

C C C
    .  
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4. Вторая производная вычисляется на основе 

полученной первой производной (в приведённом 

примере 0
0/ ( )( / )

x
u x e y u y


       ). 

5. Вычисляются коэффициенты , ,
i i i

A B D .  

6. Переход к (i + 1)-му треугольному элемен-

ту. 

В результате последовательного вычисления 

для каждого узла аппроксимационной триангули-

рованной сетки локальных геометрических харак-

теристик методом ФВ-моделирования [6, 7] об-

ласть решения искомого дифференциального 

уравнения заполняется локальными функциями 

1 2 3 4 0.n x n y n u n     На компьютере такая об-

ласть представляется соответствующими образами 

1 2 3 4, , ,,M M M M  как показано на рис. 6 (256 гра-

даций полутоновой закраски) и рис. 7 (16 777 215 

градаций цветовой закраски RGB). 

Полученный результат на рис. 6 и 7 визуально 

сравним с результатом, приведённым на рис. 3 и 4. 

Это подтверждает адекватность работы алгоритма.

Численные оценки узловых значений функции и её 

частных производных в углах заданной области 

0, 1 , 0, 1x y    
   

  представлены в таблице. 

 

Узловые значения функции (3) и её частных 

производных (численные оценки) 

x y u u

x




 

u

y




 

0 0 2,0000 –3,0000 3,0000 

0 399 5,0000 0,0000 3,0000 

49 0 0,0235 –2,0279 7,9164 

49 399 7,1486 4,9453 7,9164 

 

Сравнение точек для соответствующих М-

образов с принятыми эталонами показало, что сре-

ди 640 054 точек образа количество точек со зна-

чением,  отличающимся  не  более,  чем на едини-

цу, составило 
1 2 3

9515,  3254,   2116,M M M    

4
6086M   (не более 1,5 %). 
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Рис. 6. Графическое представление локальных геометрических характеристик полученного решения ДУ (256 градаций полутона)  
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Рис. 7. Графическое представление локальных геометрических характеристик полученного решения ДУ (16 777 215 градаций цвета) 
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Полученное решение является линейной ло-

кальной функцией, представленной локальными 

геометрическими характеристиками для точек вы-

бранной области: 

1 2 3 4 0.n x n y n u n     

При этом, выразив ,( )u x y , получим локаль-

ное дифференциальное уравнение 

1 2 4 4

3 3 3 3

или   .
n n n nu u

u x y u x y
n n n x y n

 
      

 
 

В настоящей работе рассмотрен подход к реше-

нию линейного дифференциального уравнения в 

частных производных первого порядка с примене-

нием функционально-воксельного метода. Приве-

дён алгоритм решения дифференциального урав-

нения на основе предложенного подхода. Резуль-

таты численного моделирования подтвердили 

адекватность предложенного алгоритма.   

В дальнейшем предполагается сравнительный 

анализ с существующими численными методами 

на предмет нарастания ошибки получаемого зна-

чения функции в узловых точках аппроксимации с 

различным шагом, а также точности определения 

локальных геометрических характеристик в сопо-

ставлении с аппроксимацией аналитического ре-

шения. 
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Abstract. This paper considers an approach to solving the Cauchy problem for a linear first-order 

partial differential equation by the functional voxel (FV) method. The approach is based on the 

principles of differentiation and integration developed for functional voxel modeling (FVM) and 

yields local geometrical characteristics of the resulting function at linear approximation nodes. A 

classical approach to solving the Cauchy problem for a partial differential equation is presented 

on an example, and an FV-model is built as a reference for further comparison with the FVM 

results. An algorithm for solving differential equations by FVM means is described. The FVM 

results are visually and numerically compared with the accepted reference. Unlike numerical 

methods for solving such problems, which give the values of a function at approximation nodes, 

the FV-model contains local geometrical characteristics at the nodes (i.e., gradient components in 

the space increased by one dimension). This approach allows obtaining an implicit-form nodal 

local function as well as an explicit-form differential local function. 
 

Keywords: functional voxel modeling, partial differential equation, Cauchy problem, local function, local 

geometrical characteristics.  
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