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Аннотация. Рассмотрена модель коллективного поведения агентов в ситуации игровой 

неопределенности и неполной информированности. В качестве модели принятия решений 

агентами используется рефлексивная игра, в которой участники принимают решение на 

основе иерархии представлений о параметрах игры, представлений о представлениях и т. д. 

В центре внимания данной работы – рефлексивные игры с точечной структурой информи-

рованности и линейным наилучшим ответом игроков. Показано, что информационное рав-

новесие в таких играх аналогично равновесию Нэша в игре на сети; в явном виде записаны 

выражения для равновесных ответов игроков, указаны условия существования и един-

ственности равновесия. Приводится формулировка задачи стимулирования, аналогичной 

задаче стимулирования в игре на сети: показана взаимосвязь между равновесием в игре с 

общим знанием и равновесием в игре с неполной информированностью, в которой центр 

сообщает новые стимулы игрокам индивидуально. 
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Информационная рефлексия – процесс и ре-

зультат размышлений агента о том, каковы значе-

ния неопределенных параметров, что об этих зна-

чениях знают и думают его оппоненты (другие 

агенты) [1]. Информационная рефлексия обычно 

связана с недостаточной взаимной информирован-

ностью, и ее результат используется при принятии 

решений. Одним из способов моделирования при-

нятия решения в ситуации с неполной информиро-

ванностью являются рефлексивные игры, в кото-

рых представления агентов друг о друге формали-

зованы в виде фантомных агентов. Введение поня-

тия фантомного агента позволяет определить ре-

флексивную игру как игру реальных и фантомных 

агентов, а также определить информационное рав-

новесие как обобщение равновесия Нэша на слу-

чай рефлексивной игры, в рамках которого пред-

полагается, что каждый агент (как реальный, так и 

фантомный) при вычислении своего субъективно-

го равновесия (равновесия в той игре, в которую 

он со своей точки зрения играет) использует име-

ющуюся у него иерархию представлений об объек-

тивной и рефлексивной реальности.  

Удобным инструментом исследования концеп-

ции решения рефлексивной игры – информацион-

ного равновесия – является граф рефлексивной 

игры, в котором вершины соответствуют реальным 

и фантомным агентам, а в каждую вершину-агента 

входят дуги (их число на единицу меньше числа 

реальных агентов), идущие из вершин-агентов, от 

действий которых в субъективном равновесии за-

висит выигрыш данного агента. Ниже на примере 

рефлексивной игры с точечной структурой показа-

но, что в отдельных случаях, а именно в случаях, 

когда наилучшие ответы игроков линейно зависят 

от ответов других связанных с ними агентов, ин-

формационное равновесие может быть описано в 

явном виде в терминах структуры информирован-

ности. 

Для класса игр с линейным наилучшим ответом 

ранее [2] была сформулирована задача управления 

стимулами агентов (англ. incentive targeting prob-

lem) – случай задачи центра, изменяющего значе-
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ние параметра функции полезности агентов, явля-

ющийся их предельным выигрышем и не завися-

щий от действий других агентов. В случае рефлек-

сивной игры с точечной структурой информиро-

ванности изменение данного параметра возможно 

двумя способами, каждый из которых может быть 

реализован различными методами: единовремен-

ное сообщение нового параметра всем агентам 

(что эквивалентно решению исходной задачи сти-

мулирования) либо ситуация, в которой о значении 

нового параметра узнает лишь часть агентов. В 

данной работе приведен пример механизма сооб-

щения информации центром, когда обе эти ситуа-

ции – случай общего знания и случай неполной 

информированности агентов – дают эквивалент-

ный ответ. 

В § 1 описана рефлексивная игра с точечной 

структурой информированности из работы [3]. 

В § 2 показано, что информационное равновесие в 

такой игре аналогично равновесию Нэша в игре на 

сети с линейным наилучшим ответом из статьи [4] 

и может быть сформулировано в терминах струк-

туры информированности; в явном виде записаны 

выражения для равновесных ответов игроков, ука-

заны условия существования и единственности 

равновесий. Такая формулировка позволяет рас-

сматривать произвольную структуру связей между 

игроками и получить равновесие в явном виде. В 

§ 3 приводится формулировка задачи информаци-

онного управления, аналогичной задаче стимули-

рования в игре на сети: показана взаимосвязь меж-

ду равновесием в игре на сети с общим знанием и 

равновесием в игре с неполной информированно-

стью, в которой центр сообщает новые стимулы 

игрокам индивидуально. 

 

Рефлексивная игра ГI  с конечной структурой 

информированности I задается кортежем  

  Г ,( ) , , ,  I i i N i Ii N
N X f G 

  , где N  – множе-

ство реальных агентов; iX  – множество допусти-

мых действий i-го реального агента;  – множе-

ство возможных значений неопределенного пара-

метра («состояний природы»);  if  :   X  
1
  

– целевая функция i-го реального агента, i  N; IG  

– граф рефлексивной игры.  

Неформально рефлексивная игра представляет 

собой взаимодействие агентов, рефлексирующих 

относительно параметра Θ . Агенты имеют 

друг о друге некоторые представления – истинные 

(тогда соответствующий агент является реальным) 

или ложные (тогда агент является фантомным). 

Например, в сознании второго агента присутствует 

экземпляр («образ») первого агента, который либо 

совпадает с реальным первым агентом, либо не 

совпадает; в случае несовпадения экземпляр пер-

вого агента является фантомным. 

Граф рефлексивной игры, вершины которого 

соответствуют агентам, а связи – их взаимным 

представлениям друг о друге, состоит из следую-

щих элементов: 

iA  – множество вершин, соответствующих 

возможным экземплярам i-го агента, i  N = 

={1, …, n}; ровно один из них является реальным, 

прочие (если они есть) являются фантомными 

агентами; 

1 nA A A   – множество всех вершин гра-

фа, представляющее всех агентов (не будем далее 

различать агентов и вершины графа); 

 a  – состояние природы с точки зрения аген-

та a , ,  Θa A  ; 

 a  – множество не совпадающих с a  аген-

тов, которых агент a A  считает реальными, что 

отражается на графе в виде стрелок (направленных 

связей) от этих агентов к a ; множество  a A   

для данного агента ia A  состоит из элементов в 

количестве  1n  , которые принадлежат соответ-

ственно множествам 1 1 1i i nA A A A    .  

Будем считать, что целевые функции всех эк-

земпляров одного и того же реального агента сов-

падают, т. е. агент ia A  стремится максимизиро-

вать функцию fi(). В этом случае можно опреде-

лить информационное равновесие – набор дей-

ствий агентов , ax a A , таких, что для всех i  N, 

ia A  

 Argmax ( ,  ,  ),
i

a i a
x X

x f a x x


   

где через ax  обозначен набор действий агентов из 

множества  a . 

В работе [3] в качестве примера была рассмот-

рена рефлексивная игра с целевой функцией аген-

тов 

   
2

1 2 3 1 2 3, , , ,
2

i
i i

x
f x x x x x x x            (1) 

где xi  0, i  N = {1, 2, 3};    = {1, 2}. Далее, в 

зависимости от различной информированности 

игроков, для нахождения информационного рав-

новесия необходимо из условий первого порядка 
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/ 0i if x    найти наилучшие ответы игроков и 

решить систему линейных уравнений. Переходя к 

произвольному числу агентов, можно обобщить 

целевую функцию (1) агента i в виде 

   
2

, , , ,
2

a
a a a I ab b a

b

x
f x x G a g x x

 
     

 
  (2) 

где    IG  граф рефлексивной игры, в котором 

1abg   при  b a , иначе 0abg  , 0aag  . Па-

раметр 0  отражает характер зависимости от 

действий соседей. Система наилучших ответов 

игроков с функцией (2) записывается как 

  ,a ab b

b

x a g x    

а в матричном виде  

,Ix G x   

или 

  ,II G x    

где I – единичная матрица
1
. Воспользовавшись ре-

зультатами работы [4], можно сформулировать 

следующее утверждение, позволяющее найти рав-

новесие в рефлексивной игре с точечной структу-

рой информированности и функцией выигрыша 

игроков (2) в явном виде. 

Утверждение 1. Если 

T

min   1
2

I IG G 
  

 
, то 

информационное равновесие в рефлексивной игре с 

точечной структурой информированности 

  , ( ) , ,I i i N i Ii N
Г N X v G 

  и функцией выиг-

рыша агента (2) существует и единственно: 

 
1* .Ix I G


    

Д о к а з а т е л ь с т в о эквивалентно доказательству 

утверждения 2 в статье [4] и основывается на свойстве 

игры быть потенциальной: игра с функцией выигрыша 

(2) обладает потенциальной функцией   T1x x  

 T1

2
Ix I G x  , максимум которой является равнове-

сием Нэша. Достаточным условием существования 

                                                           
1 Нетрудно проверить, что в таком виде модель из оригиналь-

ной статьи [3] можно представить как  

   
2

2, , , ,
2

a
i a a I ab b a a

b

x
f x x G a g x x x

 
      
 
 

  

а система наилучших ответов принимает вид 

 

3

ab b

b
a

a g x

x

 




, или  3 .II G x    

единственного решения является вогнутость потенци-

альной функции. Матрица вторых производных имеет 

вид  2 ,II G      а функция   строго вогнута 

тогда и только тогда, когда матрица II G  положи-

тельно определена: для любого 0y  , 

 T 0Iy I G y  , что эквивалентно условию 

 min 1IG  , где  min IG  – наименьшее собственное 

значение матрицы IG . Так как матрица IG  несиммет-

рична, речь идет о наименьшем собственном значении 

эрмитовой компоненты матрицы IG , 

T

min .
2

I IG G 
   

 
♦  

В такой постановке игра полностью соответ-

ствует довольно популярной среди зарубежных 

исследователей игре локального общественного 

блага [4–6]. А именно, равновесие Нэша в игре ло-

кального общественного блага имеет вид 

 
1*x I E


   , где в качестве сети взаимодей-

ствия выступает матрица    0,1
n n

ijE e


   – граф 

взаимного влияния агентов (например, сеть зна-

комств, конкуренции и др.), а информационное 

равновесие в рефлексивной игре записывается как 

 
1*

Ix I G


   , где в качестве сети взаимодей-

ствия используется граф IG  рефлексивной игры. 

Равновесие в такой игре существует и при 
T

min   1
2

I IG G 
  

 
, но ниже ограничимся только 

случаем утверждения 1.  

Похожие модели рассматривались в работах    

[7–9], где они дополнялись параметром ir , харак-

теризующим тип i-го агента – эффективность или 

квалификацию его деятельности. Равновесие для 

игры [7] c функцией  
2

,
2

i
i i i j i

ij N

x
f x x x

r


 
   


 


 

  

на произвольном графе G  можно представить как  

 
1

* 1 ,x Ir G b


   

а равновесие для игры [8], в которой агенты с 

функцией выигрыша  
2

,
2

i
i i j i

ij N

x
f x x h x

r


 
    

 
 
  

прикладывают усилия ix  к некоторому совмест-

ному действию, которое дает положительный 

вклад в целевые функции агентов в случае, если 

сумма усилий превышает некоторый порог h , на 

произвольном графе G  можно представить как  

 
1

* 1 .x Ir G h


    
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Для игры локального общественного блага в 

работе [2] была предложена задача стимулирова-

ния
2
 – управления вектором   – для максимизации 

функции общественного благосостояния: 

 , max.i

i

W G f




    

Рассмотрим аналогичную задачу для рефлексив-

ной игры с точечной структурой информированно-

сти: 

 , max.I i

i

W G f




    

Будем считать, что в данной ситуации изменение 

стимулов возможно только для реальных агентов 

(заметим, что «стимулирование фантомных аген-

тов» является, по сути, информационным управле-

нием), однако управляющий орган (центр) может 

по-разному информировать реальных агентов, тем 

самым изменяя структуру информированности и 

порождая новых фантомных агентов. А именно, 

рассмотрим случай, когда в начале имело место 

общее для агентов знание, а далее происходит сле-

дующий многошаговый информационный про-

цесс: на каждом шаге центр индивидуально сооб-

щает об изменении состояния ˆ   i i   всем i-м ре-

альным агентам. 

Это влияет на граф рефлексивной игры следу-

ющим образом. Предположим, что в начальный 

момент времени агенты  1, 2, 3N   связаны гра-

фом взаимного влияния  ijE e  (рис. 1, а, стрел-

ками i ∼ j отражена зависимость выигрыша i-го 

агента от действий j-го агента) и все три агента 

одинаково информированы: состояние природы с 

точки зрения каждого из агентов i    для всех i. 

После первого сообщения центра о новом значе-

нии параметра ˆ
i  каждому из игроков индивиду-

ально граф взаимного влияния остается без изме-

нений, в графе рефлексивной игры реальные аген-

ты становятся фантомными, а новыми реальными 

агентами становятся вершины, возникающие в 

графе рефлексивной игры путем добавления узла i 

и связей с теми же вершинами, с которым связан 

фантомный агент iʹ в графе взаимного влияния E . 

При этом для реальных агентов ˆ
i   , а для фан-

томных i  . Процедуру создания новых связей, 

возникающих в процессе изменения структуры 

информированности при ˆ   i i  , можно предста-

вить в виде двудольного графа: если вершины i и j 

связаны в исходном графе E , тогда в новом дву-

дольном графе одна доля – это исходный граф E , 

а вторая – Еʹ, и имеется связь между вершинами 

i ∼ j' (рис. 1, б). 

 
 

 
а 

 

 
 

б 

 
Рис. 1. Процедура передачи сообщений центром и изменение графа рефлексивной игры: а – исходный граф E взаимодействия агентов; б – граф 

GI рефлексивной игры, являющийся результатом сообщений центра агентам о новом значении параметра θi 
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2 Формально в работе [2] изложена задача стимулирования для игры с равновесием  
1*x I G


    [10], где параметр β отражает 

характер зависимости от действий соседей: при 0   действия игроков комплементарны (англ. strategic complements), при 0   

действия соседей заменяют друг друга (англ. strategic substitutes). Таким образом, рассматриваемой задаче соответствует случай игры 

в статье [2] при 0  . 
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Тогда в начальный момент множества 1, , nA A  

являются одноэлементными, а структура инфор-

мированности IG  совпадает с графом взаимного 

влияния E. Далее на каждом шаге в каждое из 

множеств iA , i  N, добавляется один экземпляр 

ˆ
ia , который становится реальным агентом; при 

этом   ˆˆ
i ia   , а множество  ˆ

ia  составляют 

экземпляры агентов, реальных на предыдущем ша-

ге. Формально равновесные ответы игроков можно 

представить следующим образом: равновесие ре-

альных агентов в начальный момент (без сообще-

ний центра) записывается в виде 

 
1* .x I E


    

Равновесные ответы реальных агентов после пер-

вого сообщения центра имеют вид 
 * 1 *ˆ ,x Ex    

а после второго 
   * 2 * 1ˆ .x Ex    

Равновесные ответы реальных агентов после k-го 

сообщения центра таковы: 

   * * 1
.ˆk k

x Ex


    

При этом число вершин в графе рефлексивной иг-

ры после k-го сообщения центра равно kN . Сле-

дующее утверждение позволяет описать результат 

воздействия центра в терминах исходного графа 

взаимного влияния E . 

Утверждение 2. Если информационное равно-

весие в рефлексивной игре с точечной структурой 

информированности ГI  существует и единствен-

но, то многошаговая процедура изменения струк-

туры информированности IG  сходится к равно-

весию в игре с полной информированностью аген-

тов Г , а именно при k    

   
1*

.ˆ
k

x I E


    

Д о к а з а т е л ь с т в о. Путем подстановки нетруд-

но убедиться, что при 0k   результатом k-го сообще-

ния центра является структура IG , порождающая сле-

дующие равновесные действия агентов: 

     
1

* *

0

1 1ˆ
k

j kk j j k k

j

x E E x





      . 

При k    второе слагаемое   *1
k k kE x   стремится 

к нулю в силу ограничения  min 1.E   Выражение 

 
1

0

1

k
j j j

j

E





   в первом слагаемом является разложени-

ем матрицы  
1

I E


  в ряд Неймана [11]. ♦ 

 

В целях иллюстрации полученных результатов рас-

смотрим пример, аналогичный приведенному в работе 

[3]: выигрыш if  игрока i  характеризуется функцией  

 
2

1 2 3
2

i
i i i

x
f x x x x       

для случая трех агентов. Наилучшие ответы игроков 

таковы: 

2 3
1

1 3
2

1 2
3

,
3

,
3

.
3

i

i

i

x
x x

x x

x x

x

x

  



  




  




 

Исследуем значения  
 1,2,3

, i

i

W U x



    в зависимости 

от числа сообщений центра (табл. и рис. 2). При 

 1,2,3 1i   равновесные ответы игроков  
*

1,2,3 0,2ix  , 

а значение функции общественного благосостояния 

  0,6W   . Пусть центр меняет исходные значения 

 1,2,3 1i   на новые  1,2,3 2ˆ
i  . В случае общего зна-

ния об изменении ˆ   i i   равновесные ответы игроков 

 
*

1,2,3 0,4ix  , а значение функции общественного бла-

госостояния   ,ˆ 1 2.W    Однако в ситуации индивиду-

ального информирования агентов об изменении ˆ   i i   

на каждой итерации центр сообщает индивидуально 

каждому агенту ситуацию, которая имела место на 

предыдущем шаге. В результате этих сообщений струк-

тура информированности меняется. Равновесные отве-

ты игроков и значение функции общественного благо-

состояния также меняются, в пределе достигая значе-

ний для случая общего знания. 

Равновесные ответы игроков в зависимости от числа сообщений центра 

№ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

  1  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  
*
ix  0,2 0,53 0,31 0,45 0,36 0,42 0,38 0,41 0,39 0,40 0,39 0,40 

W  0,6 1,6 0,93 1,37 1,08 1,27 1,14 1,23 1,17 1,21 1,18 1,20 
 



 

 
 

 

 
 

   ●

 

 

 
Рис. 2. Равновесные ответы игроков в зависимости от числа 

сообщений центра k. Точками отмечены ответы игрока 
*
ix  в 

зависимости от сообщений центра. Сплошной линией отмечены 

равновесные ответы агентов в игре с общим знанием при 

 1,2,3 1,i  пунктиром при  1,2,3
ˆ 2i     

 

В работе рассмотрена модель коллективного 
поведения агентов в ситуации игровой неопреде-
ленности и неполной информированности. Для 
рефлексивной игры с точечной структурой инфор-
мированности показано, что в случае, когда 
наилучшие ответы игроков линейно зависят от 
других связанных с ними агентов, информацион-
ное равновесие может быть описано в явном виде 
в терминах структуры информированности. Такой 
подход позволяет интерпретировать пример ре-
флексивной игры из работы [3] как игру локально-
го общественного блага с неполной информиро-
ванностью агентов и описать в матричном виде 
равновесие в рефлексивной игре с точечной струк-
турой информированности и линейным наилуч-
шим ответом.  

Кроме того, на основе полученных в данной 
работе результатов появляется возможность про-
вести сравнительное описание решений задач 
управления для случаев общего знания и неполной 
информированности агентов. В качестве примера 
приводится формулировка задачи информацион-
ного управления, аналогичной задаче стимулиро-
вания в игре локального общественного блага на 
сети: в работе показан пример механизма сообще-
ния информации центром, когда случай общего 
знания и случай неполной информированности 
агентов в пределе дают одинаковый ответ. 
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THE INCENTIVE-TARGETING PROBLEM IN A REFLEXIVE GAME  
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Abstract. This paper considers a collective behavior model of agents under strategic uncertainty 

and incomplete awareness. Decision-making is modeled by a reflexive game in which participants 

choose their actions based on a hierarchy of beliefs about the game parameters, beliefs about be-

liefs, and so on. The study is focused on reflexive games with a point-type awareness structure 

and the linear best response of players. As shown below, the informational equilibrium in such 

games is analogous to the Nash equilibrium in a game on a network. Explicit expressions for the 

equilibrium responses of players are derived and conditions for the existence and uniqueness of 

equilibria are established. An incentive-targeting problem similar to that in a corresponding game 

on a network is formulated: a relationship is obtained between the equilibria in the game with 

common knowledge and the game with incomplete awareness in which the Principal individually 

reports new incentives to the players. 
 

Keywords: reflexive game, informational equilibrium, games on networks, networked control.  
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