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Предлагается новый математический подход к оценке эффективности ги-
бридных электроэнергетических установок, использующих альтернативный
источник энергии совместно с центральной сетью электроснабжения, осно-
ванный на методах теории массового обслуживания и позволяющий учиты-
вать стохастический характер природных процессов. В качестве математи-
ческой модели гибридной энергетической системы, использующей альтерна-
тивную (непостоянную) энергию как один из источников электроэнергии, пред-
лагается система массового обслуживания с двумя блоками приборов, один из
которых имеет случайное время работы и ограниченную мощность. Иссле-
дуется трехмерный марковский случайный процесс. С помощью метода на-
чальных моментов получены формулы стационарных характеристик системы.
Выполнен численный анализ зависимости характеристик системы от входных
параметров, а также представлен пример расчёта эффективности исполь-
зования источника солнечной электроэнергии для бытовых нужд на основе
реальных данных.
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1. Введение

Переход к возобновляемым источникам энергии является од-
ним из приоритетных направлений развития страны и мирово-
го сообщества. Альтернативная энергетика (солнечная, ветровая,
гидроэнергетика) способствует экологической устойчивости ре-
гиона, позволяет избежать зависимости бюджета от объемов до-
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бычи полезных ископаемых и их цены на мировом рынке, кроме
того, исследования в этой области могут стимулировать иннова-
ции и развитие новых технологий в сфере энергетики, привлекая
внимание инвесторов и ускоряя внедрение новых энергетических
решений [4]. Однако при очевидных достоинствах на сегодняш-
ний день такая энергетика не находит всеобщего распростране-
ния. Так, в европейских странах чистая энергетика в среднем
занимает 30% всей вырабатываемой энергии, а в России доля
возобновляемых источников составляет менее 1% [11]. Основной
причиной этого является меньшая вырабатываемая мощность (по
сравнению с традиционными источниками электроэнергии) и, ко-
нечно, сильная зависимость от климатических условий [12]. Ком-
промиссным решением является внедрение гибридных энергети-
ческих систем, сочетающих несколько источников энергии (на-
пример, центральную сеть электроснабжения и собственные сол-
нечные панели) [8].

Теоретических работ, посвященных анализу гибридных
энергетических систем, не так много [15, 17, 19], в основном
это экономические расчеты инвестиционных проектов перехода
на альтернативную энергетику [9, 20] или расчеты технических
возможностей проектируемой энергосистемы, базирующиеся на
уравнениях математической физики и электротехнике [2, 5, 6, 13].
В большинстве работ используются среднестатистические значе-
ния, не учитывается стохастический характер природных явле-
ний и объема потребляемой электроэнергии в течение периода
наблюдения [16, 18]. Это может приводить к достаточно большой
погрешности в полученных оценках показателей проектируемой
станции. Имитационное моделирование также применяется для
расчета характеристик конкретных энергетических систем [3].

Методы стохастического моделирования, в частности теория
массового обслуживания (ТМО), используются для энергетиче-
ских систем крайне редко [14, 21]. Это объясняется высокой сте-
пенью детерминированности традиционных энергетических объ-
ектов, что не характерно для альтернативной энергетики, поэтому
стохастическое моделирование здесь оправдано.
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Теория массового обслужвания – это научная дисциплина,
являющаяся разделом теории вероятностей и занимающаяся ана-
лизом процессов в системах обслуживания, в которых однород-
ные действия (события, задачи) повторяются многократно в од-
них и тех же условиях [7]. В исследуемых гибридных энергетиче-
ских системах такими действиями являются запросы на электро-
энергию от потребителей. Наиболее близкое по математическо-
му подходу исследование представлено в статье [1], где авторы
применяют аппарат теории массового обслуживания для анализа
гибридных сетей связи, сочетающих радиоканал с оптическим и
таким образом обеспечивающих более высокую скорость переда-
чи информации и надежность системы.

В рамках данной работы предлагается применить аппарат
теории массового обслуживания к моделированию гибридных
энергетических систем, использующих источник альтернативной
энергии в дополнение к центральному энергоснабжению. В раз-
деле 2 описывается рассматриваемая техническая система и фор-
мулируется постановка задачи. В разделе 3 представлено подроб-
ное описание предлагаемой математической модели в терминах
теории массового обслуживания. В разделе 4 выполняется иссле-
дование математической модели методом начальных моментов.
В разделах 5 и 6 представлены численные примеры расчетов ха-
рактеристик системы, анализ их зависимости от входных пара-
метров и оценка экономической эффективности использования
альтернативного источника энергии.

2. Постановка задачи

Для демонстрации предлагаемого подхода рассмотрим сле-
дующую систему: некоторый объект (производственный цех,
«умный дом» и т.п.) потребляет электрическую энергию от двух
источников: центральной сети и собственной установки альтер-
нативной энергии (например, солнечные панели). Альтернатив-
ная энергия не вырабатывается постоянно, а имеет стохасти-
ческих характер, зависящий от природных условий конкретной
местности, и используется для дополнительных целей, напрямую
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не влияющих на производство, которые могут быть реализованы
в отложенный момент времени (например, заряд аккумуляторных
устройств). Ставится задача оценки экономической эффективно-
сти установки альтернативной энергии в такой системе. На реше-
ние об использовании дополнительного источника электроэнер-
гии влият ряд факторов, главным образом, климатические осо-
бенности местности нахождения объекта и объемы потребления
электроэнергии. Аппарат математического моделирования позво-
лит нам выявить характер зависимости конечной стоимости элек-
троэнергии от этих факторов, а также сделать выводы о наиболее
оптимальных характеристиках оборудования альтернативного ис-
точника.

3. Математическая модель

Для того чтобы учитывать стохастический характер природ-
ных условий и объем потребления в течение суток, мы предлага-
ем использовать аппарат теории случайных процессов, а именно
теорию массового обслуживания.

Предлагается следующая модель. В систему поступает про-
стейший поток заявок (запросов на электроэнергию) с интенсив-
ностью 𝜆. Имеется два блока обслуживания: в первом блоке (аль-
тернативной электроэнергии) ограниченное число приборов, рав-
ное 𝐾. Во втором блоке (городской электроэнергии) количество
приборов не ограничено. Данные блоки могут работать совмест-
но, второй блок работает всегда, а первый включается и выклю-
чается с некоторой периодичностью. Время работы первого бло-
ка распределено по экспоненциальному закону с параметром для
нахождения во включенном состоянии 𝛾1, а в выключенном –
𝛾0. Когда накопленная энергия в первом блоке заканчивается,
использующий её блок выключается и остается работать только
второй блок с городской электрической сетью. При поступлении
заявки в систему приоритетным считается обслуживание на пер-
вом блоке, если он включен и не переполнен. Если обслуживание
на первом блоке невозможно, то заявка начинает обслуживание
на втором блоке. Время обслуживания заявки в блоках распре-
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делено по экспоненциальному закону с параметром для перво-
го блока 𝜇1, а для второго – 𝜇2. При включении и выключении
первого блока заявки не переходят с одного блока на другой, а
продолжают обслуживание во время нового периода включения.
Схематически предлагаемая модель представлена на рис. 1.

Рис. 1. Математическая модель

Обозначим случайные процессы: 𝑖1(𝑡) – число заявок в пер-
вом блоке в момент времени 𝑡, 0 6 𝑖1 6 𝐾; 𝑖2(𝑡) – число за-
явок во втором блоке в момент времени 𝑡, 𝑖2 > 0; 𝑘(𝑡) – состоя-
ние первого блока, 𝑘(𝑡) = {0, 1}, где 1 – первый блок включен,
0 – первый блок выключен.

Введём следующие обозначения для вероятностей:
𝑃 (𝑘, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡) – вероятность того, что в момент времени 𝑡
система находится в состоянии 𝑘 и в ней находится 𝑖1 заявок на
первом блоке и 𝑖2 на втором.

Трехмерный случайный процесс {𝑘(𝑡), 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡)} являет-
ся марковским, запишем систему дифференциальных уравнений
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Колмогорова для распределения 𝑃 (𝑘, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡):

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑃 (0,𝑖1,𝑖2,𝑡)
𝜕𝑡 = −𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡)(𝜆+ 𝑖2𝜇2 + 𝛾0)+

+𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡)𝛾1 + 𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑡)(𝑖2 + 1)𝜇2+
+𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑡)𝜆, 𝑖1 < 𝐾, 𝑖2 > 0,

𝜕𝑃 (1,𝑖1,𝑖2,𝑡)
𝜕𝑡 = −𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡)(𝜆+ 𝑖1𝜇1 + 𝑖2𝜇2 + 𝛾1)+

+𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡)𝛾0 + 𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑡)(𝑖2 + 1)𝜇2+
+𝑃 (1, 𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑡)(𝑖1 + 1)𝜇1+
+𝑃 (1, 𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑡)𝜆, 𝑖1 < 𝐾, 𝑖2 > 0,

𝜕𝑃 (0,𝐾,𝑖2,𝑡)
𝜕𝑡 = −𝑃 (0,𝐾, 𝑖2, 𝑡)(𝜆+ 𝑖2𝜇2 + 𝛾0)+

+𝑃 (1,𝐾, 𝑖2, 𝑡)𝛾1 + 𝑃 (0,𝐾, 𝑖2 + 1, 𝑡)(𝑖2 + 1)𝜇2+
+𝑃 (0,𝐾, 𝑖2 − 1, 𝑡)𝜆, 𝑖2 > 0,

𝜕𝑃 (1,𝐾,𝑖2,𝑡)
𝜕𝑡 = −𝑃 (1,𝐾, 𝑖2, 𝑡)(𝜆+𝐾𝜇1 + 𝑖2𝜇2 + 𝛾1)+

+𝑃 (0,𝐾, 𝑖2, 𝑡)𝛾0 + 𝑃 (1,𝐾, 𝑖2 + 1, 𝑡)(𝑖2 + 1)𝜇2+
+𝑃 (1,𝐾 − 1, 𝑖2, 𝑡)𝜆+ 𝑃 (1,𝐾, 𝑖2 − 1, 𝑡)𝜆, 𝑖2 > 0.

Запишем систему уравнений для стационарных вероятно-
стей 𝑃 (𝑘, 𝑖1, 𝑖2):

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2)(𝜆+ 𝑖2𝜇2 + 𝛾0) + 𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2)𝛾1+
+𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2 + 1)(𝑖2 + 1)𝜇2 + 𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2 − 1)𝜆 = 0,

−𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2)(𝜆+ 𝑖1𝜇1 + 𝑖2𝜇2 + 𝛾1) + 𝑃 (0, 𝑖1, 𝑖2)𝛾0+
+𝑃 (1, 𝑖1, 𝑖2 + 1)(𝑖2 + 1)𝜇2 + 𝑃 (1, 𝑖1 + 1, 𝑖2)(𝑖1 + 1)𝜇1+
+𝑃 (1, 𝑖1 − 1, 𝑖2)𝜆 = 0,

−𝑃 (0,𝐾, 𝑖2)(𝜆+ 𝑖2𝜇2 + 𝛾0) + 𝑃 (1,𝐾, 𝑖2)𝛾1+
+𝑃 (0,𝐾, 𝑖2 + 1)(𝑖2 + 1)𝜇2 + 𝑃 (0,𝐾, 𝑖2 − 1)𝜆 = 0,

−𝑃 (1,𝐾, 𝑖2)(𝜆+𝐾𝜇1 + 𝑖2𝜇2 + 𝛾1) + 𝑃 (0,𝐾, 𝑖2)𝛾0+
+𝑃 (1,𝐾, 𝑖2 + 1)(𝑖2 + 1)𝜇2 + 𝑃 (1,𝐾 − 1, 𝑖2)𝜆+
+𝑃 (1,𝐾, 𝑖2 − 1)𝜆 = 0.

4. Метод моментов

Для нахождения стационарных характеристик исследуемого
процесса применим метод начальных моментов [7, 10] к системе
уравнений (2).

Введём характеристические функции следующего вида:

𝐻𝑘(𝑖1, 𝑢) =

∞∑︁
𝑖2=0

𝑒𝑗𝑢𝑖2𝑃 (𝑘, 𝑖1, 𝑖2), 𝑗 =
√
−1.
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Тогда из системы уравнений (2), можно получить следую-
щую систему дифференциальных уравнений для частичных ха-
рактеристических функций:

(3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝐻0(𝑖1, 𝑢)(𝜆+ 𝛾0)−
1

𝑗
𝐻 ′

0(𝑖1, 𝑢)𝜇2 +𝐻1(𝑖1, 𝑢)𝛾1+

+
1

𝑗
𝐻 ′

0(𝑖1, 𝑢)𝜇2𝑒
−𝑗𝑢 +𝐻0(𝑖1, 𝑢)𝜆𝑒

𝑗𝑢 = 0, 𝑖1 < 𝐾,

−𝐻1(𝑖1, 𝑢)(𝜆+ 𝛾1)−𝐻1(𝑖1, 𝑢)𝑖1𝜇1 −
1

𝑗
𝐻 ′

1(𝑖1, 𝑢)𝜇2+

+𝐻0(𝑖1, 𝑢)𝛾0 +
1

𝑗
𝐻 ′

1(𝑖1, 𝑢)𝜇2𝑒
−𝑗𝑢+

+𝐻1(𝑖1 + 1, 𝑢)(𝑖1 + 1)𝜇1 +𝐻1(𝑖1 − 1, 𝑢)𝜆 = 0, 𝑖1 < 𝐾,

−𝐻0(𝐾,𝑢)(𝜆+ 𝛾0)−
1

𝑗
𝐻 ′

0(𝐾,𝑢)𝜇2 +𝐻1(𝐾,𝑢)𝛾1+

+
1

𝑗
𝐻 ′

0(𝐾,𝑢)𝜇2𝑒
−𝑗𝑢 +𝐻0(𝐾,𝑢)𝜆𝑒𝑗𝑢 = 0,

−𝐻1(𝐾,𝑢)(𝜆+ 𝛾1)−𝐻1(𝐾,𝑢)𝐾𝜇1 −
1

𝑗
𝐻 ′

1(𝐾,𝑢)𝜇2+

+𝐻0(𝐾,𝑢)𝛾0 +
1

𝑗
𝐻 ′

1(𝐾,𝑢)𝜇2𝑒
−𝑗𝑢 +𝐻1(𝐾 − 1, 𝑢)𝜆+

+𝐻1(𝐾,𝑢)𝜆𝑒𝑗𝑢 = 0,

где 𝐻 ′
𝑘(𝑖1, 𝑢) =

𝜕𝐻𝑘(𝑖1, 𝑢)

𝜕𝑢
.

Обозначим стационарные вероятности состояний первого
блока (включен или выключен и сколько на нем заявок):

𝑅𝑘(𝑖1) = 𝐻𝑘(𝑖1, 0).
Тогда вероятности того, что первый блок включен или выключен,
определяются как

𝑅𝑘 =

𝐾∑︁
𝑖1=0

𝐻𝑘(𝑖1, 0) =

𝐾∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

𝑃 (𝑘, 𝑖1, 𝑖2), 𝑘 = 0, 1.

Полагая в системе (3) 𝑢 = 0 и добавляя условии нормировки,
имеем следующие уравнения:

(4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑅0(𝑖1)𝛾0 +𝑅1(𝑖1)𝛾1 = 0, 𝑖1 < 𝐾,
−𝑅0(𝑖1)(𝜆+ 𝛾1 + 𝑖1𝜇1) +𝑅0(𝑖1)𝛾0+
+𝑅1(𝑖1 + 1)(𝑖1 + 1)𝜇1 +𝑅1(𝑖1 − 1)𝜆 = 0, 𝑖1 < 𝐾,

−𝑅0(𝐾)𝛾0 +𝑅1(𝐾)𝛾1 = 0,
−𝑅1(𝐾)(𝛾1 +𝐾𝜇1) +𝑅0(𝐾)𝛾0 +𝑅1(𝐾 − 1)𝜆 = 0,
𝐾∑︀

𝑖1=0
(𝑅0(𝑖1) +𝑅1(𝑖1)) = 1.
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Откуда нетрудно получить

(5) 𝑅1 =

𝐾∑︁
𝑖1=0

𝑅1(𝑖1) =
𝛾0

𝛾1 + 𝛾0
, 𝑅0 =

𝐾∑︁
𝑖1=0

𝑅0(𝑖1) =
𝛾1

𝛾1 + 𝛾0
,

а значения 𝑅𝑘(𝑖1) вычисляются через соотношения

(6)

𝑅0(𝑖1) = 𝑅1(𝑖1)
𝛾1
𝛾0

,

𝑅1(𝑖1) = 𝑅1(𝐾)
(︁𝜇1

𝜆

)︁𝐾−𝑖1
𝐾−𝑖1−1∏︁
𝑚=0

(𝐾 −𝑚),

где 𝑅1(𝐾) находится из условия нормировки:

(7) 𝑅1(𝐾) =
𝛾0

𝛾0 + 𝛾1

(︃
1 +

𝐾−1∑︁
𝑖=0

(︁𝜇1

𝜆

)︁𝐾−𝑖
𝐾−𝑖−1∏︁
𝑚=0

(𝐾 −𝑚)

)︃−1

.

Из свойств характеристической функции:

𝜕𝐻0(𝑖1, 𝑢)

𝜕𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑢=0

= 𝑗𝑚0(𝑖1),
𝜕𝐻1(𝑖1, 𝑢)

𝜕𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑢=0

= 𝑗𝑚1(𝑖1),

где 𝑚0(𝑖1) и 𝑚1(𝑖1) – частичные моменты первого порядка, т.е.
математические ожидания числа заявок на втором блоке при на-
хождении первого блока в состоянии 𝑘 и 𝑖1 заявок на нем.

Дифференцируя систему уравнений (3) по 𝑢 и принимая
𝑢 = 0, имеем следующую систему уравнений:

(8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑚0(𝑖1)(𝛾0 + 𝜇2) +𝑚1(𝑖1)𝛾1 +𝑅0(𝑖1)𝜆 = 0,
−𝑚1(𝑖1)(𝜆+ 𝛾1 + 𝑖1𝜇1 + 𝜇2) +𝑚0(𝑖1)𝛾0+
+𝑚1(𝑖1 + 1)(𝑖1 + 1)𝜇1 +𝑚1(𝑖1 − 1)𝜆 = 0,

−𝑚0(𝐾)(𝛾0 + 𝜇2) +𝑚1(𝐾)𝛾1 +𝑅0(𝐾)𝜆 = 0,
−𝑚1(𝐾)(𝛾1 +𝐾𝜇1 + 𝜇2) +𝑚0(𝐾)𝛾0+
+𝑚1(𝐾 − 1)𝜆+𝑅1(𝐾)𝜆 = 0.

Путем суммирования соответствующих уравнений по всем
𝑖1 = 0,𝐾 получаем формулы для частичных первых моментов
числа заявок во втором блоке:

(9)
𝑚1 =

𝐾∑︀
𝑖1=0

𝑚1(𝑖1) =
𝛾0𝜆𝑅0 +𝑅1(𝐾)𝜆(𝛾0 + 𝜇2)

(𝛾1 + 𝜇2)(𝛾0 + 𝜇2)− 𝛾0𝛾1
,

𝑚0 =
𝐾∑︀

𝑖1=0
𝑚0(𝑖1) =

𝛾1𝑚1 +𝑅0𝜆

𝜇2 + 𝛾0
.
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Таким образом, математическое ожидание числа заявок во
втором блоке вычисляется по формуле
(10) 𝑚 = (𝑅0 +𝑅1(𝐾)) · 𝜆/𝜇2,

т.е. оно равно отношению интенсивности входящего потока
на интенсивность обслуживания на втором блоке, умноженной
на вероятность того, что первый блок не доступен (по любой из
причин).

Применяя дальше метод моментов к системе (3), можно при
желании получить формулы для частичных моментов более вы-
соких порядков.

5. Численный анализ

Выполним численный анализ чувствительности характери-
стик системы к входным параметрам. Рассмотрим следующий
пример. Пусть

𝐾 = 3, 𝜇1 = 0,5, 𝜇2 = 1, 𝛾1 = 0,4, 𝛾0 = 0,6.

Продемонстрируем зависимость полученных характеристик
от интенсивности входящего потока 𝜆. На рис. 2 представлены
значения частичных первых моментов числа заявок на втором
блоке при включенном (𝑚1) и выключенном (𝑚0) первом блоке
приборов для различных значений 𝜆.

На рис. 3 представлена зависимость среднего числа заявок
на первом блоке для разных значений интенсивности входящего

потока, вычисляемая как 𝑀 =

𝐾∑︁
𝑘=0

𝑘 · (𝑅0(𝑘) +𝑅1(𝑘)).

Очевидно, что с ростом числа поступающих заявок в еди-
ницу времени растет и среднее число заявок, находящихся в си-
стеме, при этом для процесса 𝑖2(𝑡) этот рост линейный, тогда
как для процесса 𝑖1(𝑡) имеет нелинейный характер. Рассмот-
рим процесс 𝑖1(𝑡) подробнее. На рис. 4 представлены значе-
ния стационарных вероятностей числа заявок на первом блоке
𝑅(𝑖1(𝑡)) = 𝑃{𝑖1(𝑡) = 𝑖1} при различных 𝜆. В рассматриваемом
примере 𝑖1(𝑡) принимает целые значения 0 6 𝑖1 6 3.
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Рис. 2. Математическое ожидание числа заявок на втором
блоке при различных 𝜆

Рис. 3. Изменение среднего числа заявок на первом блоке
от интенсивности входящего потока
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Рис. 4. Стационарные вероятности числа заявок на первом
блоке при различных 𝜆

Из графика можно сделать вывод о том, что при увеличении
интенсивности входящего потока заявок значительно увеличива-
ется вероятность 𝑃 (𝑖1(𝑡)) = 𝐾, т.е. того, что все обслуживающие
приборы на первом блоке будут заняты. Поэтому и математиче-
ское ожидание числа заявок при увеличении интенсивности вхо-
дящего потока стремится к числу количества приборов на первом
блоке 𝐾.

Двумерное стационарное распределение вероятностей числа
заявок на первом блоке и состояния самого блока для фиксиро-
ванного значения 𝜆 = 2 представлено в таблицe 1.

Выполним анализ зависимости параметров системы от вре-
мени работы первого блока. Введем параметр среднего времени
работы первого блока 𝑡 в часах (𝑡 = 1, 16), где 16 часов – макси-
мальная долгота дня на территории России. Тогда интенсивности
включения и выключения первого блока определяются как

𝛾1 = 1/𝑡, 𝛾0 = 1/(24− 𝑡).
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Таблица 1. Распределение вероятностей состояний первого
блока при 𝜆 = 2

𝑖1 = 0 𝑖1 = 1 𝑖1 = 2 𝑖1 = 3
𝑘 = 0 0,017 0,068 0,135 0,180
𝑘 = 1 0,025 0,101 0,203 0,270

В таблице 2 представлены значения стационарных вероятно-
стей включенного и выключенного состояния первого блока для
разных 𝑡.

Таблица 2. Значения вероятностей состояния первого блока
для разных 𝑡

𝑡 = 1 𝑡 = 2 𝑡 = 5 𝑡 = 10
𝑅0 0,958 0,917 0,792 0,583
𝑅1 0,042 0,083 0,208 0,417

На рис. 5 представлено изменение значений частичных пер-
вых моментов числа заявок на втором блоке при включенном
(𝑚1) и выключенном (𝑚0) первом блоке приборов в зависимо-
сти от 𝑡. Среднее же значение числа заявок на первом блоке на
всем интервале принимает постоянное значение 𝑀 = 2,923.

Рис. 5. Математическое ожидание числа заявок на втором
блоке при различных 𝑡
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6. Расчет эффективности

Решим задачу оценки экономической эффективности уста-
новки солнечной панели для бытовых нужд на примере г. Моск-
вы. Введем функцию затрат на электроэнергию на основе пред-
лагаемой модели в следующем виде:

𝐿1 = 𝑐1(𝑅0𝑚0 +𝑅1𝑚1) + 𝑐2,
где 𝑐1 – стоимость электроэнергии из городской сети за кВт·ч,
𝑐2 – «стоимость» производимой альтернативной электроэнергии.

Средняя стоимость электроэнергии в Москве составляет
𝑐1 = 7,33 руб./кВт·ч. Стоимость альтернативной электроэнер-
гии 𝑐2 за кВт·ч будем рассчитывать как дисконтированную на
весь период использования полную стоимость устанавливаемого
оборудования и его обслуживания. Бытовые солнечные станции
бывают различных характеристик, для примера выберем сете-
вую солнечную электростанцию С3-DH мощностью 5 кВт. Стои-
мость такой солнечной панели составляет примерно 46 4120 руб.,
а срок службы – 25 лет. Дисконтированная полная стоимость
установки с учетом ставки дисконтирования (например, 8%) со-
ставит 𝑐𝑜𝑠𝑡 = 1168 464 руб. Примем расходы на обслужива-
ние этой станции в размере Δ = 5% от стоимости в год. Тогда

𝑐2 =
𝑐𝑜𝑠𝑡 · (1 + Δ)

𝑇
≈ 5,6 руб./кВт·ч, где 𝑇 = 25 · 365 · 24 ч.

Средняя длительность работы солнечной панели на террито-
рии г. Москвы в сутки составляет в зимние месяцы 4 часа, а в лет-
ний период – 8 часов [12]. Тогда параметры работы первого блока

зададим следующими: 𝛾0 =
1

20
, 𝛾1 =

1

4
и 𝛾0 =

1

16
, 𝛾1 =

1

8
в зим-

ний и летний период соответственно. Параметры обслуживания
примем 𝜇1 = 𝜇2 = 1, а 𝐾 = 5.

Параметр входящего потока в модели 𝜆 имеет физический
смысл объема потребления электроэнергии в единицу времени
(т.е. среднему значению запрашиваемой мощности). Для средне-
статистического потребителя он составляет около 𝜆 = 1,33 кВт.
Стоит отметить, что весь объем потребления можно разложить
на постоянную (постоянно работающее электрооборудование, на-
пример, охранная и противопожарная системы) и переменную
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часть (например, освещение). В рамках данного исследования
анализируется переменная составляющая.

Для оценки эффективности описанной гибридной энергети-
ческой системы будем сравнивать затраты 𝐿1 с затратами в систе-
ме без использования альтернативной электроэнергии. Матема-
тической моделью негибридной системы является классическая
бесконечнолинейная система массового обслуживания 𝑀 |𝑀 |∞
с известным математическим ожиданием числа заявок в системе
𝑀 = 𝜆/𝜇2 и функцией затрат

𝐿2 = 𝑐1𝑀.

На рис. 6, 7 представлено сравнение значений 𝐿1 и 𝐿2 в за-
висимости от параметра 𝜆 в летний и зимний периоды.

Рис. 6. Зависимость затрат от потребления в летний период

По точкам пересечения прямых 𝐿1 и 𝐿2 можно сделать вы-
вод, при каком объеме потребляемой электроэнергии в час уста-
новка солнечной панели будет иметь положительный экономиче-
ский эффект. В рассмотренном примере такими значениями яв-
ляется 𝜆* = 1,374 кВт для летнего периода (рис. 6) и 𝜆* = 2,439
кВт для зимнего (рис. 7).

Заметим, что в приведённых примерах был сделан упор на
анализ зависимости конечной стоимости электроэнергии в ги-
бридной системы от объемов потребления электроэнергии в еди-
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ницу времени (т.е. от 𝜆 в обозначениях математической моде-
ли). Однако результаты моделирования можно также использо-
вать для анализа экономической эффективности гибридной си-
стемы в зависимости от климатических условий (т.е. среднего
времени работы установки альтернативной энергии 𝛾1) или выбо-
ра оптимальных характеристик приобретаемого оборудования –
заявленной мощности среднесуточной выработки (задавая значе-
ния 𝐾 и 𝜇1), срока службы 𝑇 и др.

Рис. 7. Зависимость затрат от потребления в зимний период

7. Заключение

В работе была предложена математическая модель гибрид-
ной энергетической системы в виде системы массового обслужи-
вания с дополнительным непостоянным блоком приборов. С по-
мощью метода начальных моментов найдены стационарные веро-
ятности состояний непостоянного блока и среднее число заявок
на втором блоке. Проведён численный анализ результатов моде-
лирования. Представлен пример оценки экономической эффек-
тивности гибридной энергетической системы при использовании
источника солнечной энергии для бытовых нужд на среднестати-
стических данных в выбранной местности.
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Результаты аналитического исследования могут быть приме-
нены для анализа гибридных энергетических систем различных
конфигураций и географических особенностей местности путем
задания нужных значений параметров модели, соответствующих
техническим и климатическим данным.

Отметим, что данная работа представляет первый этап ис-
следования. В будущем планируется учесть, что объем потребле-
ния электроэнергии имеет неэкспоненциальный вид распределе-
ния. В частности, интенсивности запросов в разное время суток
имеют разные значения, что в дальнейшем предполагается опи-
сать входящим ММРР-потоком заявок.
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Abstract: In the paper, a new mathematical approach for assessing the efficiency of
hybrid energy system, using alternative energy sources (solar panels, wind turbines)
based on queueing theory is proposed, which allows to consider into account
the stochastic nature of natural processes. As a mathematical model of a hybrid
energy system using an alternative (non-permanent) energy as one of the source
of electricity, we propose a queueing system with two units of servers, one of
which is non-permanent and limited. A three-dimensional Markov random process
is studied. Using the initial moments method, formulas for stationary characteristics
are derived. A numerical analysis of the system characteristics dependency on input
parameters is performed. An example of assessment of the efficiency of using solar
energy for personal needs based on statistical data is presented.
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