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Представлен метод сглаживания траектории, полученной с использованием
высокочастотных данных о движении мототехники по пересечённой местно-
сти, с целью повысить точность и плавность траекторий в условиях присут-
ствия шума. Основное внимание уделено особенностям применению квинтиче-
ских В-сплайнов, которые обеспечивают высокую степень гладкости при опи-
сании траектории и предварительной фильтрации данных. В статье последо-
вательно описаны технические и математические сложности, возникающие
при реализации алгоритма на реальных данных, а также предложены методы
их преодоления. Один из таких методов — фильтрация выбросов для устра-
нения резких отклонений исходной траектории с использованием цифрового
фильтра Баттерворта. Рассмотрены и протестированы различные подходы
для работы с большим количеством точек траектории, включая разбиение
данных на отдельные перекрывающиеся окна с их последовательной сшивкой,
что значительно улучшает производительность алгоритма. Для оптимизации
вычислений также предложено использовать разреженные матрицы, эффек-
тивно работающие с большим объемом данных и занимающих существенно
меньший объем памяти компьютера по сравнению с традиционными. Эффек-
тивность предложенного подхода подтверждена на примерах, где визуализи-
рованы сглаженные траектории, полученные из зашумленных данных.
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1. Введение

В современном мире алгоритмы следования по маршруту иг-
рают важную роль в различных областях, начиная от навигации
беспилотных транспортных средств и заканчивая робототехни-
кой [11]. Одним из ключевых требований для успешного приме-
нения таких алгоритмов является наличие гладкой траектории,
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которая строится на основе записанных ранее координат. Глад-
кость траектории обеспечивает плавное и предсказуемое движе-
ние, что особенно важно для обеспечения безопасности и эффек-
тивности управления.

С развитием технологий и увеличением точности измери-
тельных приборов появилась возможность получать высокоча-
стотные данные о местоположении объекта с высокой точно-
стью (до нескольких сантиметров при использовании технологии
RTK1 [8]). Данные, снятые при движении на мототехнике или
снегоциклах [4] по пересечённой местности, предоставляют уни-
кальную возможность для построения точных и детализирован-
ных траекторий, однако высокая частота записи и, как результат,
объем данных предъявляют дополнительные требования к алго-
ритмам сглаживания и обработки траекторий.

В [10–17] рассматривается построение трёхмерного покры-
тия выделенной области с помощью начального пути, пересека-
ющего поле. Такая постановка задачи о планировании пути наи-
более популярна. В рамках неё предполагается, что как минимум
один реальный проезд уже был. В [14] идёт совершенствование
данного подхода на случай наличия препятствий на поле, в том
числе новых. Данная работа рассматривает задачу «как постро-
ить этот начальный путь, чтобы он был эталонным для дальней-
шего использования». Рассматриваются методы и подходы к сгла-
живанию траекторий, полученных с помощью высокочастотных
данных. Особое внимание уделяется алгоритмам, способным эф-
фективно обрабатывать данные, записанные в условиях пересе-
чённой местности, что актуально для применения в мототехни-

1 Англ. Real Time Kinematics – режим позиционирование по измерениям ГНСС,
включающим фазовые измерения. Если удалось получить оценки вторых раз-
ностей фазовых неоднозначностей в виде целых чисел, то позиция называет-
ся фиксированной (fixed). Если позиция определяется с использованием веще-
ственных оценок фазовых неоднозначностей, то она называется плавающей
(float). Если оценки фазовых неоднозначностей не получены, то для позициони-
рования используются только кодовые измерения. Если для кодовых измерений
не вычисляются первые и вторые разности, то позиция называется автоном-
ной (standalone).
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ке. Рассматриваются также примеры практического применения
этих методов и анализ их эффективности на реальных данных.

2. Постановка задачи

Рассматривается следующая задача. Имеется набор кон-
трольных точек 𝑟𝑖 ∈ R3, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, по которым нужно по-
строить B-сплайновую аппроксимацию траектории. При этом из-
вестна ошибка измерения координат, равная 𝛿. Помимо исходно-
го набора точек также рассматриваются все возможные наборы,
которые удовлетворяют условию

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑖| 6 𝛿.

Среди всех возможных наборов необходимо найти такой,
чтобы форма B-сплайновой кривой была оптимальной в соот-
ветствии с определённым критерием, который будет детализи-
рован далее. Кроме того, предполагается, что аппроксимируемая
кривая, будучи траекторией реального колёсного транспортно-
го средства, удовлетворяет необходимым требованиям гладкости
и ограничениям на кривизну.

3. Аппроксимация сплайном

Пространственная траектория, заданная 𝑛 контрольными
точками, в данной работе аппроксимируется квинтической1 В-
сплайновой кривой, состоящей из элементарных В-сплайнов пя-
того порядка (квинтических B-сплайнов) [6, 19]. Каждый элемен-
тарный квинтический В-сплайн строится по шести точкам следу-
ющим образом:

𝑟𝑖 (𝑡) = 𝑅𝑖MT (𝑡) , 𝑅𝑖 = 𝑟𝑖−1, 𝑟𝑖, 𝑟𝑡+1, 𝑟𝑖+2, 𝑟𝑖+3, 𝑟𝑖+4,

𝑇 (𝑡) =
[︀
1, 𝑡, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5

]︀𝑇
, 𝑡 ∈ 0, 1,

1 Лат. quintus (пятый) – пятого порядка
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𝑀 = 1
120

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 5 −10 10 −5 1
5 −20 30 −20 5 0

−10 30 −30 10 0 0
10 −20 10 0 0 0
−5 5 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

По сравнению с кубическим сплайном использование сплай-
на пятого порядка позволяет учитывать и сглаживать изменение
угла наклона транспортного средства (ТС)[10].

4. Сглаживание кривизны

В данной работе предлагается усовершенствование метода,
предложенного в работе [1] путём введения B-сплайна пятого
порядка, который позволяет учитывать не только кривизну кри-
вой, но и ускорение, рывок и изменение рывка, что важно для
создания управляемых и устойчивых траекторий. Скачок пятой
производной сплайна в 𝑖-й точке записывается как

∆𝑟
(5)
𝑖 ≡𝑟(5)𝑖 − 𝑟(5)𝑖−1= 𝑟𝑖−2 − 6𝑟𝑖−1 + 15𝑟𝑖 − 20𝑟𝑖+1 + 15𝑟𝑖+2−

−6𝑟𝑖+3 + 𝑟𝑖+4.

Таким образом, для сглаживания траектории необходимо ми-
нимизировать нормы этих векторов всего сплайна. Для вариаций
всей траектории в матричном виде:

(1) 𝑆(−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) =

3∑︁
𝑗=1

(−→𝑟𝑗 + −→𝜖𝑗 )𝑇𝐻(−→𝑟𝑗 + −→𝜖𝑗 ), 𝐻 = CC⊤,

(2) 𝐶 =

⎛⎜⎝ 1 −6 15 −20 15 −6 1 0 0 . . .
0 1 −6 15 −20 15 −6 1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

⎞⎟⎠ ,

где 𝐶 ∈ 𝑅(𝑛−6)×𝑛.

5. Ограничения на вариацию точек

При построении гладкой траектории по данным, снятым
с ГНСС-приемника геодезического класса точности, важное зна-
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чение имеет точность отдельных точек, полученных с примене-
нием RTK. Различия в точности между Fixed, Float и Standalone
существенно влияют на необходимость варьирования точек при
сглаживании траектории.

Точки со значением Fixed обеспечивает исключительную
точность координат, обычно на уровне сантиметров. Эта вы-
сокая точность достигается благодаря использованию поправок,
передаваемых в реальном времени, что минимизирует ошибки,
вызванные атмосферными явлениями, многолучевостью сигнала
и другими факторами. Такие точки уже обладают минимальными
погрешностями и высокой степенью надежности. Следователь-
но, варьирование таких точек при построении траектории тре-
бует минимальных изменений. Избыточное варьирование может
даже ухудшить качество аппроксимации, внося дополнительные
искажения в уже точные данные. С другой стороны, данные с
точностью Float и Standalone характеризуются значительно боль-
шей погрешностью. Float имеет точность на уровне дециметров,
а Standalone – на уровне метров. Эти методы не обеспечивают та-
кой высокой устойчивости и точности координат, как RTK Fixed,
поэтому они могут быть подвержены значительному варьирова-
нию для сглаживания траектории. Для ограничения вариации то-
чек введем функционал штрафа на вариацию точек:

(3) 𝑃 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) =

3∑︁
𝑗=1

𝛾−→𝜖𝑗 𝑇𝐷𝑗
−→𝜖𝑗 ,

где 𝛾 – положительный параметр; 𝐷𝑗 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 – диагональная
матрица с весами, пропорциональными точности (если Fixed –
вес большой, Float и Standalone – маленький).

6. Целевой функционал

Учитывая (1) и (3), итоговый функционал для формирования
гладкой кривой принимает вид:

Φ(
−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) = 1

2𝑆 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) + 1
2𝑃 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) .

Задача поиска гладкой кривой в итоге сходится к задаче оп-
тимизации:
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(
−→
𝜖*1 ,

−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3 ) = argmin−→

𝜖*1 ,
−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3

Φ(
−→
𝜖*1 ,

−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3 ).

7. Обработка реальных данных

7.1. Запись данных
Для записи данных использовалась колёсно-гусеничная

платформа, приведённая на рис. 1. Движение платформы про-
изводилось на специальном бездорожном полигоне с наличием
больших и резких перепадов по высоте. В качестве записываю-
щего устройства использовался ГНСС-приёмник геодезического
класса точности фирмы Javad с использованием в качестве базо-
вой станции аналогичного приёмника, расположенного в окрест-
ности 350 метров от испытательной площадки. Полигон распо-
лагается на месте бывшего карьера, таким образом, приёмник,
установленный на движущейся платформе, находился ниже уров-
ня базовой станции, однако разность высот в процессе экспери-
мента не превышала 40 метров. На таком расстоянии и такой
разности высот можно пренебречь как ионосферными [12], так
и тропосферными эффектами, искажающими спутниковые дан-
ные, а RTK можно использовать с настройками, близкими к ре-
жиму, в котором вычисляется ориентация твёрдого тела [13].

Рис. 1. Колесно-гусеничная платформа для сбора данных
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7.2. Первичная обработка и анализ
Набор сырых данных, полученных с приёмника, отражён зе-

лёным и красным цветами на рис. 2. Если запустить предложен-
ный выше алгоритм без предварительной фильтрации на данном
наборе данных, то из-за того, что точки с точностью Float со-
держат ложные позиции, итоговая траектория получается сильно
искажена, что отображено на рис. 3, 4.

Рис. 2. Сырой набор данных, где красным цветом обозначены
выбросы, зелёным цветом – точки без выбросов, синим – набор
точек, полученных после применения фильтра Баттерворта

Отдельно необходимо заметить, что для хранения матриц 𝐶
и 𝐷 из формул (2), (3) в явном виде может потребоваться доволь-
но большой объем оперативной памяти. Так, при длительности
проезда в 12 минут и частотой записи в 100 Гц матрица 2 имеет
размер 71 994 на 72 000 с типом данных double и требует для
языка Python > 35 Gb оперативной памяти. Данное ограничение
можно обойти несколькими способами.
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Рис. 3. Результат обработки алгоритма путём разбиения
на окна длиной в 7000 точек в 3D

Рис. 4. Результат обработки алгоритма путём разбиения на
окна длиной в 7000 точек, спроецированный на плоскость XY
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– Первый из них – это разбиение исходной траектории на
окна допустимого размера с большим перекрытием. Тогда сгла-
живание запускается для каждого выделенного окна, после чего
производится сшивка с усреднением значений на перекрытиях.
Применение данного подхода отображено на рис. 3, 4, где каж-
дый цвет обозначает отдельное окно.

– Второй предполагает использование специальных раз-
реженных матриц, предоставляемых библиотекой Python
scipy.sparse. Эти матрицы не хранят большое количество
бессмысленных нулей, что существенно оптимизирует исполь-
зование оперативной памяти. На том же самом наборе данных
программой использовалось менее 3 Гб оперативной памяти.

7.3. Предварительная фильтрация
Проведём предварительное сглаживание траектории с ис-

пользованием цифрового фильтра Баттерворта пятого порядка
с частотой среза 0,01. Это очень низкочастотный фильтр: он
пропускает только очень низкие частоты, эффективно устра-
няя быстрые колебания и шумы в данных[5]. Применяемый
фильтр выполняет двунаправленную фильтрацию, что позволяет
избежать фазовых искажений, характерных для односторонней
фильтрации. В итоге получается сильно сглаженная траектория
𝑞𝑖 = 𝐿𝑃 (𝑟𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.

Продифференцируем ее один раз, чтобы иметь скорость дви-
жения:

𝑤𝑖 = 𝑑𝐿𝑃 (𝑟𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 3 = 𝐼(𝑛−3).
Так как используемый ГНСС позволяет записывать также и

скорость, поставим в соответствие множеству координат 𝑟𝑖 ∈ R3,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, множество векторов скорости 𝑣𝑖 ∈ R3, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
с которой происходило движение в данной координате. Требует-
ся исключить все точки сглаженной траектории 𝑞𝑖, скорость ко-
торых превышает измеренную. Для этого находится множество
точек 𝐽 = {𝑖 ∈ 𝐼(𝑛−3), |𝑤𝑖|2 < |𝑣𝑖|2}. Затем новый набор точек
будет состоять из всех точек исходного за вычетом тех, у которых
скорость полученная дифференцированием координаты выше ре-
альной 𝑟𝑖 ∈ R3, 𝑖 ∈ 𝐽 .
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Также основываясь на рис. 2, большая ошибка содержится
в определении вертикального положения. Для фильтрации дан-
ных выбросов предлагается выбросить координаты, высота ко-
торых превышает 0,9-квантиль, рассчитанный по всем встречаю-
щимся в датасете высотам.

Рис. 5. Исходный набор точек после предварительной
фильтрации с градиентным изменением цвета от начала

траектории к концу

После данной предварительной фильтрации данных новый
набор координат содержит существенно меньшее количество
ложных точек, что видно на рис. 5.

Применим алгоритм сглаживания к новому отфильтрованно-
му набору данных. На рис. 6 и 7 показаны результаты. Как видно
из графиков, ложные значения с большой амплитудой исчезли.
С другой стороны, на траектории все равно присутствую раз-
рывы, связанные с продолжительной ложной фиксацией ГНСС-
приёмника, поэтому чтобы получить более адекватную траекто-
рию, необходимо использовать, например, расширенный фильтр
Калмана с дополнительными данными (акселерометры и гиро-
скопы), а также кинематической моделью ТС.
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Рис. 6. Сглаженная алгоритмом предварительно
отфильтрованная траектория с размером окна в 7000 точек.

Каждый цвет соответствует отдельному окну

Рис. 7. Проекция сглаженной алгоритмом предварительно
отфильтрованной траектории на ось XY с размером окна в
7000 точек. Каждый цвет соответствует отдельному окну
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Предварительный анализ данных с IMU1 на рис. 8 показы-
вает наличие сильной вибрации на данном транспортном сред-
стве при езде не по мягкому грунту, что осложняет восстанов-
ление точной ориентации данного ТС, а вместе с ней и инициа-
лизацию трёхмерной кинематической модели данного ТС. Таким
образом, дальнейшие исследования будут связаны с построени-
ем простейшей плоской моделью данного ТС, позволяющей по-
строить устойчивую модель расширенного фильтр Калмана для
движения по произвольной поверхности, использующей весь до-
ступный набор синхронизированных данных.

Рис. 8. Данные об ускорении во времени, полученные с IMU.
Синим отображены сырые данные, оранжевым цветом данные,

полученные с использованием фильтра Калмана

8. Заключение

В статье предложен метод сглаживания траектории, постро-
енной по высокочастотным данным, полученным при движе-
нии на мототехнике по пересечённой местности. Особое внима-
ние уделено достижению гладкости траектории с использовани-

1 Англ. Inertial Measurement Unit – устройство для определения угловых откло-
нений и ускорений
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ем квинтических В-сплайнов, которые позволяют минимизиро-
вать резкие колебания и обеспечить высокую точность при моде-
лировании реального пути. Для достижения лучшего результата
предложен способ фильтрации выбросов в исходном наборе дан-
ных на основе цифрового фильтра и скоростей движения. Для
подтверждения работоспособности метода был проведён экспе-
римент с использованием реальных данных большого объёма, где
метод последовательно применялся к заданной траектории. Вы-
деление активного набора данных или применение разреженных
матриц позволило сэкономить вычислительные ресурсы и выпол-
нить расчёт на персональном компьютере. Результирующая сгла-
женная траектория, представленная в виде набора окон, наглядно
демонстрирует успех предложенного подхода на рис. 6 и 7.
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Abstract: The article presents a method for smoothing the trajectory obtained using
high-frequency data on the movement of motor vehicles over rough terrain in
order to improve the accuracy and smoothness of trajectories in the presence of
noise. The main attention is paid to the features of the application of quintic B-
splines, which provide a high degree of smoothness in describing the trajectory
and preliminary data filtering. The article consistently describes the technical and
mathematical difficulties that arise when implementing the algorithm on real data,
and suggests methods for overcoming them. One of such methods is filtering outliers
to eliminate sharp deviations from the original trajectory using a digital Butterworth
filter. Various approaches for working with a large number of trajectory points are
considered and tested, including splitting the data into separate overlapping windows
with their sequential stitching, which significantly improves the performance of the
algorithm. To optimize the calculations, it is also proposed to use sparse matrices
that effectively work with large amounts of data and occupy significantly less
computer memory compared to traditional ones. The effectiveness of the proposed
approach is confirmed by examples where smoothed trajectories obtained from noisy
data are visualized.

Keywords: B-spline, GNSS receiver, curvature, optimization, trajectory
smoothing.
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