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И ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Хомутов Д. К.1
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им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Рассматривается согласование характеристик в многоагентной системе с ин-
формационными влияниями и запаздыванием. В частности, был рассмотрен
случай, когда консенсус не достигается при любом векторе начальных значе-
ний. Подобная проблема может возникнуть в многоагентной системе со сла-
босвязанной структурой, т.е. когда есть несколько лидирующих агентов или
групп агентов. Для достижения консенсуса был применен протокол латентно-
го консенсуса со слабыми фоновыми связями и запаздыванием. С помощью кри-
терия Найквиста, примененного Цыпкиным, были установлены граничное зна-
чение запаздывания, зависящее от спектральных свойств лапласовской мат-
рицы, и условие независимости сходимости от запаздывания. С уменьшени-
ем весов фоновых связей граничное значение запаздывания рассматриваемого
протокола приближается к граничному значению запаздывания искомого про-
токола. Установлено, что в случае сходимости протокол латентного консен-
суса с фоновыми связями сходится к консенсусу при любом векторе начальных
значений, при этом веса фоновых связей могут быть сколь угодно малы. Та-
ким образом применение данного протокола решает указанную выше проблему,
а данное исследование позволяет адаптировать другие рассмотренные ранее
протоколы латентного консенсуса для многоагентных систем с запаздывани-
ем.
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1. Введение

Многоагентные системы с информационными влияниями
имеют широкое применение во многих областях: в управлении
движением и формацией автономных агентов [12, 15, 24, 33, 34],
в сетевых структурах [6, 25, 39, 42], в социально-экономических
системах [3, 4, 26, 45] и пр.

Однако в таких системах возникает запаздывание из-за вре-
мени, которое необходимо агенту на реакцию на какие-либо из-

1 Дмитрий Константинович Хомутов, м.н.с. (homutov−dk@mail.ru).

138



Сетевые модели в управлении

менения, обработку информации и принятие решения, а также
из-за технических ограничений при передаче информации. Так, в
[13, 16, 19, 23] представлены модели потока транспорта с запаз-
дыванием, которое возникает из-за времени, необходимого води-
телю, чтобы среагировать на изменение ситуации. Системы и се-
ти распределения ресурсов и цепочки поставок состоят из вза-
имосвязанных точек, обменивающихся ресурсом или информа-
цией [47]. В таких сетях запаздывание возникает из-за времени,
необходимого на принятие решений, транспортировку ресурса
и производство [17, 28, 30, 41]. В моделях управления с прогно-
зированием, использующихся в производственных процессах, за-
паздывание возникает вследствие того, что необходимо знать как
текущее состояние системы, так и состояния системы в преды-
дущие моменты времени [27]. В [11] исследуется устойчивость
к вибрациям в процессе работы фрезерного станка. Силы, воз-
никающие в процессе прохождения через рабочую поверхность
предыдущих зубьев пилы, влияют на устойчивость, вследствие
чего в соответствующей математической модели возникает запаз-
дывание.

Запаздывания также возникают в математических моделях,
описывающие биологические системы. В генетических сетях за-
паздывание возникает в следствие того, что химические реак-
ции происходят в течение некоторого времени [44]. При моде-
лировании роста численности популяции животных необходимо
принять во внимание, что новорожденные особи должны вырас-
ти, прежде чем быть способными давать новое потомство. При
моделировании процесса дыхания человека необходимо учесть,
что циркуляция в крови происходит с запаздыванием. В ней-
ронной системе возникает запаздывание при передаче потенци-
ала в силу ограниченной скорости передачи и времени отклика
[14, 18, 22, 29, 36]. На основе данного взаимодействия нейронов
строятся спайковые нейронные сети [20].

Во второй половине XX века появилось множество клас-
сических результатов по дифференциальным, функционально-
дифференциальным уравнениям с отклоняющимся аргументом
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(см. например [8, 35]) и системам с запаздыванием (см. напри-
мер [7, 31, 43]). Устойчивость подобных уравнений тесно связана
с устойчивостью квазиполиномов [5, 21, 37, 38].

В данной статье исследуется протокол согласования характе-
ристик в многоагентных системах с временной задержкой. Струк-
туру взаимодействия агентов удобно представить в виде оргра-
фа, где вершины соответствуют агентам, а дуги – их влиянию
друг на друга. Агенты получают данные о состоянии своих сосе-
дей с некоторым запаздыванием, происходит процесс усреднения
данных, тем самым агенты согласовывают свои характеристи-
ки. Известно, что в такой системе сходимость протокола зависит
от спектральных свойств лапласовской матрицы, построенной на
основе орграфа. Если значение запаздывания меньше граничного
значения запаздывания, зависящего от спектра, и 0 – простое соб-
ственное значение, то агенты достигнут консенсуса при любом
векторе начальных значений [10]. Однако если второе условие
нарушается, возможно ли при минимальном изменении структу-
ры орграфа и области сходимости достигнуть некого наиболее
естественного консенсуса?

В [2] рассматривалась схожая задача для многоагентной си-
стемы без запаздывания, а такой консенсус назывался «латент-
ным» консенсусом. Однако для применения предложенных в [2]
протоколов необходимо исследовать их область сходимости и
асимптотическое поведение в случае запаздывания. В данной ста-
тье будет рассмотрен протокол латентного консенсуса со слабы-
ми фоновыми связями и запаздыванием.

2. Необходимые понятия и результаты

Пусть 𝑉 = {1, ..., 𝑛} – множество вершин, соответствующее
агентам; 𝐺 =< 𝑉,𝐸 > – орграф влияний, в котором 𝐸 ⊂ 𝑉 ×𝑉 –
множество дуг. Если агент 𝑗 влияет на агента 𝑖 с весом 𝑎𝑖𝑗 > 0, то
существует дуга из 𝑗 в 𝑖 с тем же весом. Если агент 𝑗 не влияет
на агента 𝑖, то 𝑎𝑖𝑗 = 0.

Определение 1. Лапласовская матрица 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗), соответ-
ствующая орграфу 𝐺, строится следующим образом:
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{︃
𝑙𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑙𝑖𝑖 =
∑︀

𝑘 ̸=𝑖 𝑎𝑖𝑘.

Определение 2. Спектр матрицы 𝐿 – это множество
𝜎(𝐿) = {𝜆 | |𝐴 − 𝜆𝐼| = 0}, где 𝐼 – единичная матрица. Спектр
матрицы 𝜎(𝐿), будет рассмотрен в данной статье с учетом
кратности. Обозначим через 𝜎(𝐿) ∖ {0} спектр матрицы 𝐿, не
содержащий нулевые значения, а 𝜎(𝐿)∖(0) – спектр матрицы 𝐿,
не содержащий одно нулевое значение.

Стоит отметить, что 𝐿1 = 0, где 1, 0 – вектор-столбцы из
единиц и нулей соответственно. Таким образом, хотя бы одно ну-
левое значение будет содержаться в 𝜎(𝐿). Действительные части
собственных значений матрицы 𝐿 всегда неотрицательные (более
подробно о локализации спектра лапласовских матриц см. в [1]).

Базовый протокол консенсуса первого порядка с запаздыва-
нием, который был предложен в [40], имеет вид

(1)

{︃
�̇�(𝑡) = −𝐿𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑡 > 0;

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝜏, 0),

где 𝐿 – лапласовская матрица.
Определение 3. Протокол (1) сходится, если существует

конечный предел lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡), где 𝑥(𝑡) – решение системы (1).
Определение 4. Протокол (1) сходится к консенсусу, если ко-

нечный предел решения системы (1) можно представить в виде
lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 𝑐1, где 𝑐 – значение консенсуса.

Теорема 1. (Адаптация результата из [32] в [10]) Прото-
кол (1) сходится тогда и только тогда, когда

𝜏 < 𝜏0 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
− | arg 𝜆|

)︁
.

Определение 5. Образом (линейной оболчкой столбцов)
матрицы 𝐿 называется множество ℛ(𝐿) = {𝑦 ∈ R𝑛 |
𝑦 = 𝐿𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛}. Ядром матрицы 𝐿 называется множество
𝒩 (𝐿) = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐿𝑥 = 0}.

Определение 6. Собственным проектором лапласовской
матрицы 𝐿 называется такая идемпотентная стохастическая
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матрица 𝐿⊢, что ℛ(𝐿) = 𝒩 (𝐿⊢) и 𝒩 (𝐿) = ℛ(𝐿⊢) (см.
подробнее в [9, 46]).

Утверждение 1. [9]
1) lim𝑡→∞(𝐼 + 𝑡𝐿)−1 = 𝐿⊢.
2) 𝐿𝐿⊢ = 𝐿⊢𝐿 = 0𝑛×𝑛, где 0𝑛×𝑛 – матрица из нулей раз-

мерности 𝑛× 𝑛.
3) rank(𝐿) = 𝑛− rank(𝐿⊢).
Теорема 2. (Адаптация результата из [10])
1) Пусть протокол (1) сходится, 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда если

𝑥(𝑡) – решение системы (1), то
lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝐿⊢𝑥(0).

2) Пусть протокол (1) сходится, 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда если
0 – простое собственное значение матрицы 𝐿, то протокол (1)
будет сходиться к консенсусу при любом векторе начальных зна-
чений 𝑥(0).

Доказательство. Рассмотрим преобразование Лапласа
𝑥(𝑡− 𝜏):

(2) ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑠𝑥(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡.

Обозначим 𝑢 = 𝑡− 𝜏 . Тогда

ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

∫︁ ∞

−𝜏
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 =

∫︁ 0

−𝜏
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 +

+

∫︁ ∞

0
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 =

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝑥(0) + 𝑒−𝜏𝑠𝑋(𝑠).

Тогда преобразованием Лапласа системы (1) будет

𝑠𝑋(𝑠)− 𝑥(0) = −
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0)− 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠);

𝑠𝑋(𝑠) + 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠) = 𝑥(0)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).
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Так как протокол (1) сходится, то согласно теореме о конеч-
ном значении

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝑋(𝑠) =

= lim
𝑠→0

𝑠(𝑠𝐼 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0) =

= lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

𝑒−𝜏𝑠

𝑠
𝐿

)︂−1(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

В силу того, что lim𝑠→0

(︁
1−𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︁
= 𝜏 и согласно утвержде-

нию 1

lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

𝑒−𝜏𝑠

𝑠
𝐿

)︂−1

= 𝐿⊢,

получаем
lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝐿⊢(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) = 𝐿⊢𝑥(0)− 𝜏𝐿⊢𝐿𝑥(0) = 𝐿⊢𝑥(0).

Если 0 – простое собственное значение матрицы 𝐿, то
rank(𝐿) = 𝑛 − 1. Тогда матрица 𝐿⊢ будет стохастической мат-
рицей единичного ранга, и 𝐿⊢𝑥(0) = 𝑐1.

В случае, когда кратность нулевого собственного значения
больше 1, для достижения латентного консесуса в [2] был пред-
ложен протокол латентного консенсуса со слабыми фоновыми
связями. В случае МАС с запаздыванием данный протокол при-
мет вид

(3)

{︃
�̇�(𝑡) = −𝛿𝐷𝑥(𝑡)− 𝐿𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑡 > 0;

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝜏, 0),

где 𝛿 > 0, 𝐷 = 𝐼 − 𝑉 , 𝑉 = 1𝑣⊤,
∑︀

𝑖 𝑣𝑖 = 1.

3. Основной результат

Рассмотрим сходимость и асимптотическое поведение про-
токола (3) при 𝛿 → 0. Характеристической функцией уравнения
(3) будет

𝐹 (𝑧) = det(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧).

Рассмотрим следующее вспомогательное утверждение.
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Утверждение 2. Жордановой формой матрицы 𝐷 будет

являться матрица Λ𝐷 =

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
.

Доказательство. Как было упомянуто ранее, 𝐷 = 𝐼 − 𝑉 ,
где 𝑉 = 1𝑣⊤. Стоит отметить, что 𝜎(𝑉 ) = (0, ..., 0, 1). Также
1𝑣⊤1𝑣⊤ = 1𝑣⊤, что означает, что 𝑉 – идемптотентная матрица.
Тогда жордановой формой матрицы 𝑉 будет матрица

Λ𝑉 =

(︂
0(𝑛−1)×(𝑛−1) 0(𝑛−1)×1

01×(𝑛−1) 1

)︂
.

Пусть

Λ𝑉 = 𝑆−1𝑉 𝑆; 𝑃 =

⎛⎝ 0 01×(𝑛−2) 1

0(𝑛−2)×1 𝐼(𝑛−2)×(𝑛−2) 0(𝑛−2)×1

1 01×(𝑛−2) 0

⎞⎠ .

Тогда рассмотрим преобразование матрицы 𝐷 с помощью
матрицы 𝑆𝑃 .
(𝑆𝑃 )−1𝐷𝑆𝑃 = 𝑃−1𝑆−1𝐷𝑆𝑃 = 𝑃−1𝑆−1(𝐼 − 𝑉 )𝑆𝑃 = 𝑃−1(𝐼 − Λ𝑉 )𝑃 =

= 𝑃−1

(︂
𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1) 0(𝑛−1)×1

01×(𝑛−1) 0

)︂
𝑃 =

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
= Λ𝐷.

Таким образом посредством матрицы преобразования 𝑆𝑃
получена жорданова форма Λ𝐷 матрицы 𝐷.

Утверждение 3. Характеристическую функцию системы
(3) 𝐹 (𝑧) можно представить как произведение квазиполиномов

𝐹 (𝑧) = 𝑧
∏︁

𝜆∈𝜎(𝐿)∖(0)

(𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆).

Доказательство. Согласно утверждению 2 Λ𝐷 =
= diag(0, 1, ..., 1) является жордановой формой матрицы 𝐷.
Пусть Λ𝐷 = 𝑆−1𝐷𝑆. Так как 1 – собственный вектор, соответ-
ствующий нулевому собственному значению, то матрица 𝑆 будет
иметь вид 𝑆 =

(︀
1 *

)︀
. Тогда 𝐿𝑆 =

(︀
0 *

)︀
, а матрицу 𝑆−1𝐿𝑆

можно представить как

𝑆−1𝐿𝑆 =

(︂
0 *

0(𝑛−1)×1 𝑅𝐿

)︂
,
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где 𝑅𝐿 – некая матрица, 𝜎(𝑅𝐿) = 𝜎(𝐿) ∖ (0). Тогда

𝐹 (𝑧) = det(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧) = det(𝑆−1(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧)𝑆) =

= det(𝑧𝐼 + 𝛿𝑆−1𝐷𝑆 + 𝑒−𝜏𝑧𝑆−1𝐿𝑆) =

= det

(︂
𝑧𝐼 + 𝛿

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
+ 𝑒−𝜏𝑧

(︂
0 *

0(𝑛−1)×1 𝑅𝐿

)︂)︂
=

= 𝑧 det((𝑧 + 𝛿)𝐼𝑛−1 + 𝑒−𝜏𝑧𝑅𝐿) = 𝑧
∏︁

𝜆∈𝜎(𝐿)∖(0)

(𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆).

Обозначим получившиеся квазиполиномы как
𝑓𝜆(𝑧) = 𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆.

Если нули квазиполиномов 𝑓𝜆(𝑧), 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ (0), находятся
левее мнимой оси, то протокол (3) будет сходиться.

Данное условие можно интерпретировать следующим обра-
зом. Пусть в протоколе (3) вместо матрицы 𝐷 будет 1, а вместо
матрицы 𝐿 – собственное значение 𝜆, т.е. будет получено скаляр-
ное дифференциальное уравнение:
(4) �̇�(𝑡) = −𝛿𝑦(𝑡)− 𝜆𝑦(𝑡− 𝜏).

Тогда характеристической функцией уравнения (4) будет
функция 𝑓𝜆(𝑧). Если для любого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ (0) решение урав-
нения (4) будет устойчивым, то протокол (3) будет сходиться.

Устойчивость решения уравнения (4) будет оценена с по-
мощью метода Цыпкина. Характеристическая функция 𝑓𝜆(𝑧) бу-
дет принята за характеристический многочлен эквивалентной си-
стемы с запаздывающей обратной связью, который может быть
представлен в виде

𝑓𝜆(𝑧) = 𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆 = 𝑄(𝑧)− 𝑃 (𝑧)𝑒−𝜏𝑧.

Тогда амплитудно-фазовая характеристика эквивалентной
системы будет

(5) 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) =
𝑃 (𝑖𝑠)

𝑄(𝑖𝑠)
𝑒−𝑖𝜏𝑠 = − 𝜆

𝑖𝑠+ 𝛿
𝑒−𝑖𝜏𝑠 = 𝑊0(𝑖𝑠)𝑒

−𝑖𝜏𝑠.

В силу того что 𝛿 > 0, следует, что корень 𝑄(𝑧) будет мень-
ше нуля. Это означает, что соответствующая разомкнутая система
будет устойчивой. Тогда, согласно методу Цыпкина, если график
𝑊𝜏 (𝑖𝑠) не будет содержать внутри себя точку (1, 0), то решение
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уравнения (4) будет устойчивым, и не устойчивым в ином слу-
чае. Случай, когда график 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) проходит через точку (1, 0),
называется критическим.

Обозначим 𝛼 = Re(𝜆), 𝛽 = Im(𝜆). Тогда функцию 𝑊0(𝑖𝑠)
можно представить как

𝑊0(𝑖𝑠) = −𝛼+ 𝑖𝛽

𝛿 + 𝑖𝑠
= −𝛼𝛿 + 𝑠𝛽

𝛿2 + 𝑠2
− 𝑖

−𝑠𝛼+ 𝛿𝛽

𝛿2 + 𝑠2
= 𝑥+ 𝑖𝑦.

Рассмотрим |𝑊𝜏 (𝑖𝑠)|. Очевидно, что |𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| = |𝑊0(𝑖𝑠)|. То-
гда

|𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| =
√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
.

Утверждение 4. Пусть для каждого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} выпол-
нено условие

𝛼2 + 𝛽2 < 𝛿2.
Тогда сходимость протокола (3) не будет зависеть от 𝜏 .
Доказательство. Условие из утверждения можно переписать

как
𝛼2 + 𝛽2

𝛿2
< 1.

Тогда для каждого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} справедливо

|𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| =
√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
6

√︂
𝛼2 + 𝛽2

𝛿2
< 1.

Это означает, что график 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) никогда не захватит точку
(1, 0), причем вне зависимости от 𝜏 . Таким образом, для каждого
𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} решение уравнения (4) будет устойчивым для
любого 𝜏 , что означает, что сходимость протокола (3) не будет
зависеть от 𝜏 .

Следствие 1. При 𝛿 → 0 сходимость протокола (3) всегда
будет зависеть от 𝜏 .

Теорема 3. Пусть при фиксированном 𝛿 множество
Ψ = {𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} | 𝛼2 + 𝛽2 > 𝛿2}

непусто. Для каждого 𝜆 ∈ Ψ вычислим значение

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛼𝛿+𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2

.

Тогда протокол (3) будет сходиться тогда и только тогда,
когда 𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆.
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Доказательство. Найдем критические частоты, при которых
|𝑊0(𝑖𝑠)| = 1.√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
= 1; 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛿2 + 𝑠2; 𝑠 = ±

√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2.

График 𝑊0(𝑖𝑠) будет пересекать точку (1, 0), если
arg(𝑊0(𝑖𝑠))− 𝜏𝑠 = 2𝜋𝑛;

cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = cos(𝜏𝑠+ 2𝜋𝑛);

cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = cos(𝜏𝑠).

Стоит отметить, что cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = 𝑥. Тогда граничное
𝜏𝜆 можно вычислить как

cos(𝜏𝜆𝑠) = 𝑥;

𝜏𝜆 =
arccos(𝑥)

𝑠
=

arccos

(︂
−𝛼𝛿±𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
±
√︀

𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2
.

Стоит отметить, что при отрицательном значении 𝑠 значение
𝜏𝜆 будет также отрицательным. Поэтому далее будет рассматри-
ваться только положительное значение 𝑠. Тогда решение уравне-
ния (4) будет устойчивым тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏𝜆,
где

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛼𝛿+𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2

.

Решения уравнений (4) для каждого 𝜆 ∈ Ψ будут устойчи-
выми тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆. А зна-
чит и протокол (3) будет сходиться тогда и только тогда, когда
𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆.

Следствие 2. При 𝛿 → 0 протокол (3) будет схо-
диться тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏0 =
min𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1
|𝜆|

(︀
𝜋
2 − | arg 𝜆|

)︀
. Иными словами, при 𝛿 → 0 гра-

ничное значение запаздывания стремится к значению, получен-
ному в теореме 1.

Доказательство. При 𝛿 → 0 Ψ = 𝜎(𝐿)∖{0}. Таким образом,
для всех 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} устойчивость решения уравнения (4)
будет зависеть от 𝜏 .
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Решение уравнения (4) при 𝛿 → 0 будет устойчивым тогда и
только тогда, когда 𝜏 < 𝜏𝜆, где

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛽

√
𝛼2+𝛽2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2

=

arccos

(︂
− 𝛽√

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2

=

=
1

|𝜆|
(arccos(sin(− arg 𝜆))) =

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
+ arg 𝜆

)︁
.

Тогда при 𝛿 → 0 протокол (3) будет сходиться тогда и только
тогда, когда 𝜏 < 𝜏0, где

𝜏0 = min
𝜆∈Ψ

𝜏𝜆 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
+ arg 𝜆

)︁
.

В силу того, что если 𝜎(𝐿) ∖ {0} содержит комплексное зна-
чение, то содержит и комплексно сопряженное, полученное зна-
чение 𝜏0 будет идентично значению

𝜏0 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
− | arg 𝜆|

)︁
,

что совпадает со значением, полученным в теореме 1.
Далее рассмотрим асимптотическое поведение протокола

(3). Для этого необходимо следующее вспомогательное утвержде-
ние.

Утверждение 5. [2]

1) (𝐿+ 𝛿𝐷)⊢ = 1𝑣⊤
(︀
𝐼 + 1

𝛿𝐿
)︀−1

;
2) lim𝛿→0(𝐿+ 𝛿𝐷)⊢ = 1𝑣⊤𝐿⊢.
Теорема 4. Пусть дан протокол консенсуса (3), который

сходится с начальным условием 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда

1) lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 1𝑣⊤
(︀
𝐼 + 1

𝛿𝐿
)︀−1

(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0);
2) lim𝛿→0 lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 1𝑣⊤𝐿⊢𝑥(0).
Таким образом, протокол (3) будет сходиться к консенсусу

при любом векторе начального значения.
Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 2

преобразованием Лапласа 𝑥(𝑡− 𝜏) будет:

ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝑥(0) + 𝑒−𝜏𝑠𝑋(𝑠).
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Тогда преобразованием Лапласа системы (3) будет

𝑠𝑋(𝑠)− 𝑥(0) = −𝛿𝐷𝑋(𝑠)− 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑠𝑋(𝑠) + 𝛿𝐷𝑋(𝑠) + 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠) = 𝑥(0)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

Так как протокол (3) сходится, то согласно теореме о конеч-
ном значении

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝑋(𝑠) =

= lim
𝑠→0

𝑠(𝑠𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0) =

= lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

1

𝑠
(𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)

)︂−1(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

Так как (𝛿𝐷+𝐿) – лапласовская матрица, то, согласно утвер-
ждению 1,

lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

1

𝑠
(𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)

)︂−1

= (𝐿+ 𝛿𝐷)⊢.

Таким образом

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = (𝐿+𝛿𝐷)⊢(𝐼−𝜏𝐿)𝑥(0) = 1𝑣⊤
(︂
𝐼 +

1

𝛿
𝐿

)︂−1

(𝐼−𝜏𝐿)𝑥(0).

Тогда

lim
𝛿→0

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝛿→0

1𝑣⊤
(︂
𝐼 +

1

𝛿
𝐿

)︂−1

(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) =

= 1𝑣⊤𝐿⊢(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) = 1𝑣⊤𝐿⊢𝑥(0).

В силу того, что матрица 1𝑣⊤𝐿⊢ является стохастической
матрицей единичного ранга, протокол (3) будет сходиться к кон-
сенсусу при любом векторе начальных значений.
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4. Заключение

В данной статье был рассмотрен протокол согласования ха-
рактеристик агентов в многоагентной системе с информационны-
ми влияниями и запаздыванием. Для случая, когда агенты не до-
стигают консенсуса при любом векторе начальных значений, был
предложен протокол латентного консенсуса со слабыми фоновы-
ми связями и запаздыванием. Граничное значение запаздывания
предложенного протокола с уменьшением весов фоновых свя-
зей приближается к граничному значению запаздывания исход-
ного протокола. В то же время предложенный протокол сходится
к консенсусу при любом векторе начальных значений и сколь
угодно малых весах фоновых связей, что решает вышеуказанную
проблему. Данное исследование позволяет адаптировать другие
рассмотренные ранее протоколы латентного консенсуса для мно-
гоагентных систем с запаздыванием.
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LATENT CONSENSUS PROTOCOL WITH WEAK
BACKGROUND LINKS AND TIME-DELAY

Dmitriy Khomutov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences
of RAS, Moscow, Junior Researcher (homutov−dk@mail.ru).

Abstract: Coordination in multiagent system with information influences and time-
delay is considered. In particular, the case when consensus is not achieved for any
vector of initial values was considered. Such a problem may arise in a multi-agent
system with a weakly coupled structure, that is, when there are several leading
agents or groups of agents. To achieve consensus, a latent consensus protocol
with weak background links and time-delay was used. Using the Nyquist criterion
applied by Tsypkin, a boundary value of time-delay was established, depending on
the spectral properties of the Laplace matrix, and a condition for the independence
of convergence from time-delay. With a decrease in the weights of background links,
the boundary value of time-delay of the protocol under consideration approaches the
one of the required protocol. It was found that in the case of convergence, the latent
consensus protocol with background links converges to consensus for any vector of
initial values, while the weights of background links can be arbitrarily small. Thus,
the use of this protocol solves the above problem, and this study allows adapting
other previously considered latent consensus protocols for multiagent systems with
time-delay.

Keywords: multiagent system, consensus, laplacian matrix, stability analysis
with delay, Tsypkin’s test.
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