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Ранее авторами был предложен метод имитационного моделирования случай-
ной величины по интенсивности – одной из характеристик функции распреде-
ления. В данной работе представлены результаты тестирования этого ме-
тода для имитационного моделирования поведения стохастической модели,
в данном случае – модели пары восстанавливаемых зависимых элементов. Ха-
рактеристики периодов безотказной работы и периодов восстановления по-
добраны таким образом, что возможно аналитическое исследование поведе-
ния исследуемой модели. Результаты имитационного моделирования «класси-
ческим» методом и методом моделирования случайных величин по интенсив-
ности были сравнены с аналитическим решением задачи о поведении коэффи-
циента готовности исследуемой модели. В результате численных эксперимен-
тов показано, что моделирование поведения случайного процесса с методом
моделирования случайных величин не уступает по точности «классическому»
методу моделирования.

Ключевые слова: интенсивность случайной величины, численное моде-
лирование Марковского процесса, вопросы оптимизации моделирова-
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1. Введение

Для прогнозирования и анализа поведения сложных стоха-
стических моделей теории массового обслуживания (ТМО), тео-
рии надёжности (ТН) и смежных областей в случае, когда теоре-
тическими методами этого сделать невозможно или очень слож-
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но, используется имитационное моделирование поведения таких
моделей. Анализ полученных статистических данных по большо-
му количеству таких моделирований позволяет прогнозировать
поведение реальных сложных стохастических моделей.

Как правило, в таких моделях предполагается интенсивность
(скорость) поступления заявок, обслуживания, времени ремон-
та/простоя и пр. постоянной или, в случае переменной интенсив-
ности, – с заданным заранее «графиком» её изменения, опреде-
ляемой функцией распределения (ф.р.), например, времени об-
служивания (ремонта и пр.) – см. ниже определение ??. В этом
случае имитационное моделирование проводится хорошо извест-
ными методами с использованием моделирования сл.в. по функ-
ции распределения этих сл.в. – см., например, [9, 12, 11].

Но хорошо известно, что в реальных сетях связи
интенсивность (частота) появления новых соединений меняется
как в зависимости от времени, так и в связи с внешними событи-
ями; например, количество телефонных вызовов резко возрастает
во время знаковых событий (важный спортивный матч, стихий-
ное бедствие, авария на дороге и пр.).

Поэтому важно уметь моделировать поведение сложных сто-
хастических систем в случае, когда интенсивность появления ин-
тересующих исследователя событий зависит от состояния всей
системы (а также от неких внешних событий).

По-видимому, впервые асимптотический анализ
поведения стохастических систем с зависящими от
полного состояния системы интенсивностями был предло-
жен в [19, 20]; вопросы вычисления оценок поведения такого
рода стохастических систем исследовались, например, в
[16, 17, 18, 21, 22, 23] и др. Но полученные в этих работах
результаты дают только грубые оценки, а более точные оценки
могут быть получены с помощью имитационного моделирова-
ния.

Имитационное моделирование поведения стохастических
систем обслуживания и др. обычно сводится к последователь-
ному моделированию случайных величин (длин периодов рабо-
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ты/ремонта/обслуживания и пр.). При этом моделирование сл.в.
чаще всего строится с использованием обратной функции к функ-
ции распределения (см., например, [9] и ниже раздел 2.2).

Однако для стохастических систем с зависящими от
полного состояния системы интенсивностями стандартные мето-
ды моделирования малоприменимы: распределение периодов ра-
боты/ремонта/обслуживания и пр. не известны заранее, они мо-
гут меняться по ходу изменения полного состояния системы.

Поэтому в публикациях [5, 6, 7] был предложен метод мо-
делирования сл.в. по её интенсивности. (Этот метод кратко упо-
минается в [14], но алгоритма использования интенсивности для
моделирования сл.в. не приводится.)

В настоящей работе предполагается сравнить моделиро-
вание небольшой стохастической системы с зависящими от
полного состояния системы интенсивностями «классическим»
методом (методом обратной функции) и методом моделирования
сл.в. по её интенсивности с явно вычисленными характеристика-
ми поведения этой системы.

Естественно, будет выбрана небольшая система, поведение
которой может быть описано с помощью цепи Маркова в непре-
рывном времени; для таких систем существует хорошо извест-
ный аппарат исследования их поведения. В следующих исследо-
ваниях будут изучаться системы с более сложной зависимостью
поведения элементов от полного состояния системы.

2. Интенсивность и метод моделирования сл.в.
по интенсивности

Сначала напомним определение интенсивности отка-
зов/восстановлений/входящих потоков/обслуживания и пр.

2.1. Интенсивность
Рассмотрим протекающий во времени процесс, поведение

которого определяется некоторыми периодами, длины которых –
сл.в. с непрерывной ф.р. (простейший случай – процесс восста-
новления, см., например, [3, 10, 15]).
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Одной из величин, характеризующих распределение сл.в.,
является интенсивность.

Определение 1. Интенсивностью случайной величины 𝜉
c функцией распределения 𝐹 (𝑡) называется функция

(1) 𝜆(𝑡) = lim
Δ→0

P{𝜉 ∈ (𝑡, 𝑡+Δ) | 𝜉 > 𝑡}
Δ

=
𝐹 ′(𝑡)

𝐹 (𝑡)
.

Замечание 1. Здесь мы предполагаем, что 𝐹 (𝑡) непрерыв-
на и 𝐹 ′(𝑡) существует п.в., т.е. распределение сл.в. 𝜉 абсолютно
непрерывно.

Понятие интенсивности может быть распространено и на
неабсолютно непрерывные (но не сингулярные) распределения
(см., например, [13]), однако здесь мы ограничиваемся рассмот-
рением только абсолютно непрерывных распределений.

Замечание 2. Поскольку

𝐹 (𝑡) = 1− exp

⎛⎝−
𝑡∫︁

0

𝜆(𝑣) d𝑣

⎞⎠,

интенсивность определяет распределение неотрицательной сл.в.
Далее мы будем рассматривать только неотрицательные слу-

чайные величины.
Замечание 3. Поскольку 𝐹 (+∞) = 1, то

(2)
∫︁ ∞

0
𝜆(𝑡) d𝑡 = +∞,

т.е. некоторая функция 𝜆(𝑡) будет задавать интенсивность неко-
торой сл.в., если выполнено условие (2).

2.2. Схема алгоритма моделирования сл.в. по интенсивности
Предположим, что 𝜆(𝑡) – интенсивность сл.в. 𝜉.
Возьмём {𝒰𝑖}𝑖=0,1,2,... – последовательность независимых

сл.в., равномерно распределенных на отрезке [0, 1).
Рассмотрим точки {𝑡𝑖}𝑖=0,1,2,..., 𝑡0 = 0, 𝑡𝑖 < 𝑡𝑖+1; обозначим

Δ𝑖
def
== 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖.
Если 𝜆(𝑡0)Δ0 > 𝒰0, то полагаем 𝜉 = 0.

В противном случае, если 𝜆(𝑡1)Δ1 > 𝒰1, то полагаем 𝜉 = 𝑡1.
В противном случае, если 𝜆(𝑡2)Δ2 > 𝒰2, то полагаем 𝜉 = 𝑡2.
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· · ·

. . . если 𝜆(𝑡𝑖)Δ𝑖 > 𝒰𝑖, то полагаем 𝜉 = 𝑡𝑖. . .
Эта процедура с вероятностью 1 конечна, и её качество за-

висит от выбора длины шагов Δ𝑖 – см. [5, 6, 7]. В работе [6]
с помощью методов математической статистики было получено,
что шаг моделирования зависит от значения интенсивности в рас-
сматриваемый в момент 𝑡 и вычисляется по формуле

Δ(𝑡) =
𝐾

𝜆(𝑡)
, 𝐾 = 0, 001,

но данная процедура применима только к положительным сл.в.
Замечание 4. Если известна ф.р. 𝐹 (𝑡) сл.в. 𝜉, то для ком-

пьютерного моделирования сл.в. 𝜉 удобно применять следующее
соотношение:

(3) 𝐹−1(𝒰) 𝒟
= 𝜉,

где 𝒰 равномерно распределена на [0; 1],

𝐹−1(𝑦)
def
== inf{𝑡 ∈ R : 𝐹 (𝑡) > 𝑦},

об этом см., например, [9].
Хотелось бы отметить различие возможности применения

в сложных системах массового обслуживания моделирования ре-
ализаций сл.в. (времени работы, восстановления и пр.) методом
моделирования по интенсивности и методом обратной функции.

Моделируя значения некоторого случайного промежутка
времени в системе массового обслуживания методом обратной
функции, мы можем не учесть изменения состояния нашей систе-
мы массового обслуживания в течение этого промежутка (из-за
сложности системы массового обслуживания). Метод моделиро-
вания по интенсивности автоматически учитывает любые слож-
ности системы массового обслуживания, поскольку реализация
всех действующих в каждый момент времени 𝑡 сл.в. производит-
ся одновременно на малом промежутке (𝑡, 𝑡+Δ𝑡).

Очевидно, что моделирование сл.в. с помощью интенсивно-
сти требует гораздо бо́льшего числа операций, чем моделирова-
ние с помощью обратной функции. Именно поэтому требуется
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тестирование метода моделирования сл.в. с помощью интенсив-
ности на примере моделирования поведения стохастической си-
стемы и сравнение результатов как с результатом моделирования
с помощью обратных функций, так и с теоретически вычислен-
ными характеристиками поведения этой стохастической системы.

3. Выбор стохастической системы
для тестирования метода имитационного
моделирования её поведения с помощью
интенсивностей

Рассматриваем систему надёжности, состоящую из двух
зависимых восстанавливаемых элементов. В качестве примера
можно привести две кассы в магазине, две взлётно-посадочные
полосы аэропорта и пр. Зависимость состоит в том, что во вре-
мя нерабочего состояния одного элемента второй должен рабо-
тать с бо́льшей нагрузкой, а значит, и изнашивается быстрее, т.е.
повышается вероятность его отказа в ближайшее время. С дру-
гой стороны, если оба элемента находятся в отказавшем (нера-
бочем) состоянии, то скорость ремонтных работ изменяется, так
как мощности ремонтников имеют некоторые ограничения.

Иначе говоря, интенсивности отказов и восстановлений обо-
их элементов зависят от полного состояния системы, которое
включает в себя показатели состояния обоих элементов (работа
или ремонт), а также прошедшее время нахождения обоих эле-
ментов в этом состоянии.

Пространство состояний такой системы – это произведение
𝒮 := {0; 1} × R+ × {0; 1} × R+со стандартной 𝜎-алгеброй.

Элементами 𝒮 являются векторы 𝑍 = (𝑖, 𝑥; 𝑗, 𝑦) с 𝑖, 𝑗 = 0, 1
и 𝑥, 𝑦 > 0.

Значение 𝑖 = 0 (или 1) означает, что первый элемент систе-
мы находится в рабочем состоянии (или в состоянии ремонта);
значение 𝑥 обозначает время, прошедшее с момента последне-
го изменения первой переменной 𝑖. Аналогично значения 𝑗 и 𝑦
интерпретируются для второго элемента системы.

Процесс 𝑌𝑡 на пространстве 𝒮 задан случайными величи-
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нами: 𝑋1
𝑡 , 𝜉1𝑡 , 𝑋2

𝑡 , 𝜉2𝑡 . 𝑋1
𝑡 принимает значения 0 и 1 в за-

висимости от состояния первого прибора (работы/ремонта/пр.),
а 𝜉1𝑡 – случайное время с последнего изменения состояния при-
бора до момента 𝑡. Величины 𝑋2

𝑡 , 𝜉2𝑡 вводятся аналогичным об-
разом для второго прибора. Тогда обозначим по определению
𝑌𝑡 = (𝑋1

𝑡 , 𝜉
1
𝑡 , 𝑋

2
𝑡 , 𝜉

2
𝑡 ) – состояние всей системы в момент вре-

мени 𝑡, и вероятности переходов (изменения компонент 𝑖, 𝑗) за-
даются формулами

P{𝑋1
𝑡+Δ = |𝑖𝑡 − 1|, 𝜉1𝑡+Δ ∈ (0;Δ), 𝑋2

𝑡+Δ = 𝑗𝑡, 𝜉
2
𝑡+Δ = 𝑦𝑡 +Δ |

| 𝑋1
𝑡 = 𝑖𝑡, 𝜉

1
𝑡 = 𝑥𝑡, 𝑋

2
𝑡 = 𝑗𝑡, 𝜉

2
𝑡 = 𝑦𝑡} =

= 𝜌1(𝑌𝑡)Δ + 𝑜(Δ);

P{𝑋1
𝑡+Δ = 𝑖𝑡, 𝜉

1
𝑡+Δ = 𝑥𝑡 +Δ, 𝑋2

𝑡+Δ = |𝑗𝑡 − 1|, 𝜉2𝑡+Δ ∈ (0;Δ) |
| 𝑋1

𝑡 = 𝑖𝑡, 𝜉
1
𝑡 = 𝑥𝑡, 𝑋

2
𝑡 = 𝑗𝑡, 𝜉

2
𝑡 = 𝑦𝑡} =

= 𝜌2(𝑌𝑡)Δ + 𝑜(Δ);

P{𝑋1
𝑡+Δ = 𝑖𝑡, 𝜉

1
𝑡+Δ = 𝑥𝑡 +Δ, 𝑋2

𝑡+Δ = 𝑗𝑡, 𝜉
2
𝑡+Δ = 𝑦𝑡 +Δ |

| 𝑋1
𝑡 = 𝑖𝑡, 𝜉

1
𝑡 = 𝑥𝑡, 𝑋

2
𝑡 = 𝑗𝑡, 𝜉

2
𝑡 = 𝑦𝑡} =

= 1− 𝜌1(𝑌𝑡)Δ− 𝜌2(𝑌𝑡)Δ + 𝑜(Δ),

где 𝜌1(𝑌𝑡), 𝜌2(𝑌𝑡) – интенсивности переходов для первого и вто-
рого элемента соответственно. Обозначения 𝜌1(𝑌𝑡), 𝜌2(𝑌𝑡) как раз
подразумевают 𝜌1(𝑌𝑡) = 𝜌1(𝑖𝑡, 𝑥𝑡, 𝑗𝑡, 𝑦𝑡), 𝜌2(𝑌𝑡) = 𝜌2(𝑖𝑡, 𝑥𝑡, 𝑗𝑡, 𝑦𝑡)
для 𝑖𝑡, 𝑗𝑡 = 0, 1.

Понятно, что в общем случае решить соответствующие по-
ведению этой системы уравнения Колмогорова в явном виде не
представляется возможным.

Поэтому в этой работе мы ограничимся случаем, когда
𝜌1(𝑌𝑡) = 𝜌1(𝑖𝑡, 𝑗𝑡) и 𝜌2(𝑌𝑡) = 𝜌2(𝑖𝑡, 𝑗𝑡); обозначим 𝑋𝑡 – компо-
ненты (𝑖𝑡, 𝑗𝑡) процесса 𝑌𝑡: 𝑋𝑡 = (𝑖𝑡, 𝑗𝑡). Для упрощения формул
обозначаем:
𝜌1(0, 0) = 𝜆11 (интенсивность отказа первого элемента, второй
элемент исправен);
𝜌1(1, 0) = 𝜇11 (интенсивность восстановления первого элемента,
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второй элемент исправен);
𝜌1(0, 1) = 𝜆12 (интенсивность отказа первого элемента, второй
элемент неисправен);
𝜌1(1, 1) = 𝜇12 (интенсивность восстановления первого элемента,
второй элемент неисправен).
𝜌2(0, 0) = 𝜆21 (интенсивность отказа второго элемента, первый
элемент исправен);
𝜌2(0, 1) = 𝜇21 (интенсивность восстановления второго элемента,
первый элемент исправен);
𝜌2(1, 0) = 𝜆22 (интенсивность отказа второго элемента, первый
элемент неисправен);
𝜌2(1, 1) = 𝜇22 (интенсивность восстановления второго элемента,
первый элемент неисправен).

4. Поведения изучаемой системы надёжности

Итак, процесс 𝑋𝑡 = (𝑖𝑡, 𝑗𝑡), 𝑖𝑡, 𝑗𝑡 ∈ {0; 1}, описывает пове-
дение изучаемой системы надёжности; здесь 𝑖𝑡 описывает состо-
яние первого элемента, а 𝑗𝑡 – второго; нулю соответствует рабо-
чее состояние элемента, единице – состояние ремонта. Процесс
𝑋𝑡 является цепью Маркова в непрерывном времени с простран-
ством состояний 𝒳 = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} (см. диаграмму на
рис. 1). Предполагается, что в начальный момент времени 𝑡 = 0
оба элемента исправны.

Изучение поведения процесса 𝑋𝑡 – это изучение поведения
вероятностей состояний {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}; обозначим эти
вероятности:

𝑝1(𝑡) = P{𝑋𝑡 = (0,0)}, 𝑝2(𝑡) = P{𝑋𝑡 = (1,0)},
𝑝3(𝑡) = P{𝑋𝑡 = (0,1)}, 𝑝4(𝑡) = P{𝑋𝑡 = (1,1)}.

Важной характеристикой системы, состоящей из восстанав-
ливаемых элементов, является коэффициент готовности – вероят-
ность того, что в данный момент времени система находится в ра-
ботоспособном состоянии: 𝐾Γ(𝑡)=1−𝑝4(𝑡)=𝑝1(𝑡)+𝑝2(𝑡)+𝑝3(𝑡).
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Рис. 1. Диаграмма процесса 𝑋𝑡

Для изучаемой системы надёжности система прямых урав-
нений Колмогорова с учётом начальных условий и условия нор-
мировки имеет вид

(4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑝′1(𝑡) = −(𝜆11 + 𝜆21)𝑝1(𝑡) + 𝜇11𝑝2(𝑡) + 𝜇21𝑝3(𝑡),

𝑝′2(𝑡) = 𝜆11𝑝1(𝑡)− (𝜇11 + 𝜆22)𝑝2(𝑡) + 𝜇22𝑝4(𝑡),

𝑝′3(𝑡) = 𝜆21𝑝1(𝑡)− (𝜇21 + 𝜆12)𝑝3(𝑡) + 𝜇12𝑝4(𝑡),

𝑝′4(𝑡) = 𝜆22𝑝2(𝑡) + 𝜆12𝑝3(𝑡)− (𝜇22 + 𝜇12)𝑝4(𝑡),

𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) + 𝑝3(𝑡) + 𝑝4(𝑡) = 1, 𝑝1(0) = 1,

𝑝2(0) = 𝑝3(0) = 𝑝4(0) = 0.
Используя нормировочное условие, получаем дифференциальные
уравнения для 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), 𝑝3(𝑡):

(5)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝′1(𝑡) = −(𝜆11 + 𝜆21)𝑝1(𝑡) + 𝜇11𝑝2(𝑡) + 𝜇21𝑝3(𝑡),

𝑝′2(𝑡) = (𝜆11 − 𝜇22)𝑝1(𝑡)−
−(𝜇11 + 𝜆22 + 𝜇22)𝑝2(𝑡)− 𝜇22𝑝3(𝑡) + 𝜇22,

𝑝′3(𝑡) = (𝜆21 − 𝜇12)𝑝1(𝑡)− 𝜇12𝑝2(𝑡)−
−(𝜇21 + 𝜆12 + 𝜇12)𝑝3(𝑡) + 𝜇12,

𝑝1(0) = 1, 𝑝2(0) = 𝑝3(0) = 0.
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Из свойств 𝑋𝑡, являющейся невырожденной цепью Марко-
ва в непрерывном времени с конечным числом состояний следу-
ет, что решения уравнений (5) 𝑝𝑖(𝑡) имеют предел при 𝑡 → ∞
(см. [8]).

5. Решение уравнения (5) и стационарные значения
вероятностей

Поскольку цепь Маркова 𝑋𝑡 имеет конечное число состоя-
ний и возвратна, то существуют пределы
(6) lim

𝑡→+∞
𝑝𝑖(𝑡) = 𝜋𝑖, 𝑖 = 1, 4,

которые можно получить, решив систему

(7)

⎧⎪⎨⎪⎩
−(𝜆11 + 𝜆21)𝜋1 + 𝜇11𝜋2 + 𝜇21𝜋3 = 0,

(𝜆11 − 𝜇22)𝜋1 − (𝜇11 + 𝜆22 + 𝜇22)𝜋2 − 𝜇22𝜋3 = −𝜇22,

(𝜆21 − 𝜇12)𝜋1 − 𝜇12𝜋2 − (𝜇21 + 𝜆12 + 𝜇12)𝜋3 = −𝜇12.

Обозначив

(8)
ℓ11 = −𝜆11 − 𝜆21, ℓ12 = 𝜇11, ℓ13 = 𝜇21,
ℓ21 = 𝜆11 − 𝜇22, ℓ22 = −𝜇11 − 𝜆22 − 𝜇22, ℓ23 = −𝜇22,
ℓ31 = 𝜆21 − 𝜇12, ℓ32 = −𝜇12, ℓ33 = −𝜇21 − 𝜆12 − 𝜇12,

имеем

(9)

⎧⎪⎨⎪⎩
ℓ11𝜋1 + ℓ12𝜋2 + ℓ13𝜋3 = 0,

ℓ21𝜋1 + ℓ22𝜋2 + ℓ23𝜋3 = ℓ23,

ℓ31𝜋1 + ℓ32𝜋2 + ℓ33𝜋3 = ℓ32.

Или в векторном виде
(10) L�⃗� = (0, ℓ23, ℓ32)

T, L = (ℓ𝑖𝑗).

Решение системы (9) будет иметь вид

𝜋1 =
1

Δℓ
(ℓ23ℓ32(ℓ13 + ℓ12)− ℓ32ℓ22ℓ13 − ℓ23ℓ12ℓ33) ,

𝜋2 =
1

Δℓ
(ℓ11ℓ23(ℓ33 − ℓ32) + ℓ21ℓ32ℓ13 − ℓ31ℓ22ℓ13) ,

𝜋3 =
1

Δℓ
(ℓ11ℓ22ℓ32 + ℓ31ℓ12ℓ23 − ℓ11ℓ32ℓ23 − ℓ21ℓ12ℓ33) ,

Δℓ = detL.
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Для решения системы (5) воспользуемся преобразовани-
ем Лапласа для решения системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений с начальными условиями: 𝑝𝑖(𝑡) : Π𝑖(𝑟),
𝑖 = 1, 2, 3. Используя замену (8), получаем

(11)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(ℓ11 − 𝑟)Π1(𝑟) + ℓ12Π2(𝑟) + ℓ13Π3(𝑟) = −1,

ℓ21Π1(𝑟) + (ℓ22 − 𝑟)Π2(𝑟) + ℓ23Π3(𝑟) =
ℓ23
𝑟
,

ℓ31Π1(𝑟) + ℓ32Π2(𝑟) + (ℓ33 − 𝑟)Π3(𝑟) =
ℓ32
𝑟
.

В векторном виде система (11) имеет вид

(12) (L− 𝑟E)Π⃗ =

(︂
−1,

ℓ23
𝑟
,
ℓ32
𝑟

)︂T

,

где E – единичная матрица. Решением этой системы будут
дробно-рациональные функции, зависящие от 𝑟:

(13)
Π1(𝑟) =

𝑟3 + 𝑎1𝑟
2 + 𝑏1𝑟 + 𝑐1

𝑟(𝑟3 + 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)
,

Π𝑖(𝑟) =
𝑎𝑖𝑟

2 + 𝑏𝑖𝑟 + 𝑐𝑖
𝑟(𝑟3 + 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)

, 𝑖 = 2, 3.

где

𝑎 = −ℓ11 − ℓ22 − ℓ33, 𝑐 = −detL,
𝑏 = −ℓ12ℓ21 + ℓ11ℓ22 − ℓ13ℓ31 − ℓ23ℓ32 + ℓ11ℓ33 + ℓ22ℓ33;

𝑎1 = −ℓ22 − ℓ33, 𝑏1 = −ℓ12ℓ23 − ℓ13ℓ32 − ℓ23ℓ32 + ℓ22ℓ33,

𝑐1 = ℓ13ℓ22ℓ32 − ℓ12ℓ23ℓ32 − ℓ13ℓ23ℓ32 + ℓ12ℓ23ℓ33,

𝑎2 = ℓ21 − ℓ23, 𝑏2 = ℓ11ℓ23 + ℓ23ℓ31 − ℓ23ℓ32 − ℓ21ℓ33 + ℓ23ℓ33,

𝑐2 = ℓ13ℓ23ℓ31 − ℓ13ℓ21ℓ32 + ℓ11ℓ23ℓ32 − ℓ11ℓ23ℓ33,

𝑎3 = ℓ31 − ℓ32, 𝑏3 = −ℓ22ℓ31 + ℓ11ℓ32 + ℓ21ℓ32 + ℓ22ℓ32 − ℓ23ℓ32,

𝑐3 = −ℓ12ℓ23ℓ31 + ℓ12ℓ21ℓ32 − ℓ11ℓ22ℓ32 + ℓ11ℓ23ℓ32.

Для обращения преобразований Лапласа Π𝑖(𝑟) необходимо раз-
ложить на множители знаменатель 𝑟3 + 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐, т.е. найти
корни уравнения
(14) 𝑟3 + 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0.

Поскольку система (5) является невырожденной, то величи-
на 𝑐 не обращается в ноль. Воспользуемся тригонометрическими
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формулами Виета для вычисления корней кубического уравнения
(14) (см., например, [1]).

Вычислим

𝑄 =
𝑎2 − 3𝑏

9
, 𝑅 =

2𝑎3 − 3𝑎𝑏+ 27𝑐

54
, 𝑆 = 𝑄3 −𝑅2.

В зависимости от значений 𝑄, 𝑅, 𝑆 имеют место следующие слу-
чаи.

1. 𝑆 > 0. В этом случае есть три различных вещественных
корня:

𝑟1 = −2
√︀
𝑄 cos𝜙− 𝑎

3
, 𝑟2,3 = −2

√︀
𝑄 cos

(︂
𝜙± 2𝜋

3

)︂
− 𝑎

3
,

𝜙 =
1

3
arccos

𝑅√︀
𝑄3

,

и решения уравнений Колмогорова (5) примут вид

(15) 𝑝1(𝑡) = −𝑐1
𝑟1

(︂
1

𝑟2𝑟3
− 𝑒𝑟2𝑡

𝑟2(𝑟3 − 𝑟2)
− 𝑒𝑟3𝑡

𝑟3(𝑟2 − 𝑟3)

)︂
+

+
𝑟31 + 𝑎1𝑟

2
1 + 𝑏1𝑟1 + 𝑐1
𝑟1

(︂
𝑒𝑟1𝑡

(𝑟2 − 𝑟1)(𝑟3 − 𝑟1)
+

+
𝑒𝑟2𝑡

(𝑟1 − 𝑟2)(𝑟3 − 𝑟2)
+

𝑒𝑟3𝑡

(𝑟1 − 𝑟3)(𝑟2 − 𝑟3)

)︂
+

+
(𝑎1 + 𝑟1 + 𝑟2)𝑒

𝑟2𝑡 − (𝑎1 + 𝑟1 + 𝑟3)𝑒
𝑟3𝑡

𝑟2 − 𝑟3
,

(16) 𝑝𝑖(𝑡) =
(𝑎𝑖𝑟

2
1 + 𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖)𝑒

𝑟1𝑡

𝑟1(𝑟2 − 𝑟1)(𝑟3 − 𝑟1)
+

(𝑎𝑖𝑟1𝑟2 + 𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖)𝑒
𝑟2𝑡

𝑟1(𝑟1 − 𝑟2)(𝑟3 − 𝑟2)
+

+
(𝑎𝑖𝑟1𝑟3 + 𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖)𝑒

𝑟3𝑡

𝑟1(𝑟1 − 𝑟3)(𝑟2 − 𝑟3)
− 𝑐𝑖

𝑟1

(︂
1

𝑟2𝑟3
− 𝑒𝑟2𝑡

𝑟2(𝑟3 − 𝑟2)
−

− 𝑒𝑟3𝑡

𝑟3(𝑟2 − 𝑟3)

)︂
, 𝑖 = 2, 3.

2. 𝑆 = 0. В этом случае есть три вещественных корня, при-
чем один из корней имеет кратность 2:

𝑟1 = −2
3
√
𝑅− 𝑎

3
, 𝑟2 =

3
√
𝑅− 𝑎

3
,
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и решения уравнений Колмогорова (5) примут вид

(17) 𝑝1(𝑡) = (1 + 𝑟2𝑡)𝑒
𝑟2𝑡+

+
(𝑟31 + 𝑎1𝑟

2
1 + 𝑏1𝑟1 + 𝑐1)(𝑒

𝑟1𝑡 − 𝑒𝑟2𝑡)

𝑟1(𝑟1 − 𝑟2)2
−

− (𝑟21𝑟2 + 𝑎1𝑟1𝑟2 + 𝑏1𝑟1 + 𝑐1)𝑒
𝑟2𝑡

(𝑟1 − 𝑟2)
+

𝑐1
𝑟1𝑟22

(︀
𝑒𝑟2𝑡(1− 𝑟2𝑡)− 1

)︀
,

(18) 𝑝𝑖(𝑡) =
(𝑎𝑖𝑟

2
1 + 𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖)(𝑒

𝑟1𝑡 − 𝑒𝑟2𝑡)

𝑟1(𝑟1 − 𝑟2)2
−

− (𝑎𝑖𝑟1𝑟2 + 𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖)𝑡𝑒
𝑟2𝑡

𝑟1(𝑟1 − 𝑟2)
+

+
𝑐𝑖

𝑟1𝑟22

(︀
𝑒𝑟2𝑡(1− 𝑟2𝑡)− 1

)︀
, 𝑖 = 2, 3.

3. 𝑆 = 0, 𝑅 = 0. В этом случае есть один вещественный
корень кратности 3:

𝑟0 = −𝑎

3
,

и решения уравнений Колмогорова (5) примут вид

(19) 𝑝1(𝑡) = (𝑟20 + 𝑏1𝑟0 + 𝑐1)
𝑡2𝑒𝑟0𝑡

2𝑟0
+
(︀
1 + (𝑎1 + 2𝑟0)𝑡

)︀
𝑒𝑟0𝑡+

+
𝑐1
𝑟30

(︀
𝑒𝑟0𝑡(1− 𝑟0𝑡)− 1

)︀
,

(20) 𝑝𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖𝑡𝑒
𝑟0𝑡 + (𝑎𝑖𝑟

2
0 + 𝑏𝑖𝑟0 + 𝑐𝑖)

𝑡2𝑒𝑟0𝑡

2𝑟0
+

+
𝑐𝑖
𝑟30

(︀
𝑒𝑟0𝑡(1− 𝑟0𝑡)− 1

)︀
, 𝑖 = 2, 3.

4. 𝑆 < 0. В этом случае есть один вещественный корень 𝑟1 и
два комплексно сопряжённых корня 𝑟2,3 = 𝛼± 𝑖𝛽. В зависимости
от значения величины 𝑄 имеется три случая.

а) 𝑄 > 0. В этом случае

𝑟1 = −2 sgn𝑅
√︀

𝑄 ch𝜙− 𝑎

3
, 𝛼 = sgn𝑅

√︀
𝑄 ch𝜙− 𝑎

3
,

𝛽 =
√︀
3𝑄 sh𝜙, 𝜙 =

1

3
Arch

|𝑅|√︀
𝑄3

.
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б) 𝑄 < 0. В этом случае

𝑟1 = −2 sgn𝑅
√︀
|𝑄| sh𝜙− 𝑎

3
, 𝛼 = sgn𝑅

√︀
|𝑄| sh𝜙− 𝑎

3
,

𝛽 =
√︀
3|𝑄| ch𝜙, 𝜙 =

1

3
Arsh

|𝑅|√︀
|𝑄|3

.

в) 𝑄 = 0. В этом случае

𝑟1 = − 3

√︂
𝑐− 𝑎3

27
− 𝑎

3
, 𝛼 = −𝑎+ 𝑟1

2
,

𝛽 =
1

2

√︀
|(𝑎− 3𝑟1)(𝑎+ 𝑟1)− 4𝑏|,

и решения уравнений Колмогорова (5) примут вид

(21) 𝑝1(𝑡) =
1

(𝑟1 − 𝛼)2 + 𝛽2
×

×
{︂[︂

𝑟21𝑒
𝑟1𝑡 +

(︀
(𝛼− 𝑟1)

2 + 𝛽2 − 𝑟21
)︀
𝑒𝛼𝑡 cos𝛽𝑡 +

+

(︂
𝑟1𝛽 + 𝛼

(︂
𝛽 +

(𝛼− 𝑟1)𝛼

𝛽

)︂)︂
𝑒𝛼𝑡 sin𝛽𝑡

]︂
+

+ 𝑎1

[︂
𝑟1𝑒

𝑟1𝑡 − 𝑟1𝑒
𝛼𝑡 cos𝛽𝑡 +

+

(︂
𝛽 +

(𝛼− 𝑟1)𝛼

𝛽

)︂
𝑒𝛼𝑡 sin𝛽𝑡

]︂
+

𝑏1𝑟1 + 𝑐1
𝑟1

[︂
𝑒𝑟1𝑡 − 𝑒𝛼𝑡 cos𝛽𝑡+

+
𝛼− 𝑟1

𝛽
𝑒𝛼𝑡 sin𝛽𝑡

]︂}︂
−

− 𝑐1
𝑟1(𝛼2 + 𝛽2)

(︂
1− 𝑒𝛼𝑡

(︂
cos𝛽𝑡− 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑡

)︂)︂
,

(22) 𝑝𝑖(𝑡) =
1

(𝑟1 − 𝛼)2 + 𝛽2

{︂
𝑎𝑖

[︂
𝑟1𝑒

𝑟1𝑡 − 𝑟1𝑒
𝛼𝑡 cos𝛽𝑡 +

+

(︂
𝛽 +

(𝛼− 𝑟1)𝛼

𝛽

)︂
𝑒𝛼𝑡 sin𝛽𝑡

]︂
+

+
𝑏𝑖𝑟1 + 𝑐𝑖

𝑟1

[︂
𝑒𝑟1𝑡 − 𝑒𝛼𝑡 cos𝛽𝑡+

𝛼− 𝑟1
𝛽

𝑒𝛼𝑡 sin𝛽𝑡

]︂}︂
−

− 𝑐𝑖
𝑟1(𝛼2 + 𝛽2)

(︂
1− 𝑒𝛼𝑡

(︂
cos𝛽𝑡− 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑡

)︂)︂
, 𝑖 = 2, 3.
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6. Результаты моделирования методом, основанном
на интенсивностях, и методом обратной функции

С помощью указанного выше в разделе 2.2 метода моделиро-
вания сл.в. по интенсивности ([5, 6, 7]) и метода моделирования
с помощью обратной функции (3) было проведено моделирова-
ние различного количества 𝑁 реализаций процесса 𝑋𝑡 с различ-
ными параметрами 𝜆𝑘ℓ, 𝜇𝑘ℓ на достаточно небольших интерва-
лах, поскольку скорость сходимости к стационарному значению
в формулах (15), (16), (17), (18), (19), (20), (21), (22), экспонен-
циальна со скоростью выше, чем min

𝑖=1,2,3
{−Re 𝑟𝑖}. Количество 𝑁

реализаций процесса 𝑋𝑡, необходимое для получения достаточ-
но близкого к теоретическому поведению 𝐾Γ(𝑡) графика эмпири-
ческих значений 𝐾Γ(𝑡), существенно зависит от min

𝑖=1,2,3
{−Re 𝑟𝑖}:

чем меньше это значение, тем больше требуется реализаций про-
цесса 𝑋𝑡, что можно увидеть на нижеприведённых данных.

Реализация методов моделирования, как и в работах [5, 6],
проводилась на языке программирования C. Количество реализа-
ций бралось разное; для больших значений min{𝜆𝑘ℓ, 𝜇𝑘ℓ}, есте-
ственно, требуется меньшее количество реализаций для получе-
ния достаточно близкого к теоретическому графика поведения
эмпирических значений 𝐾Γ(𝑡); при этом lim

𝑡→∞
𝐾Γ(𝑡) = ̃︁𝐾Γ =

= 𝜋1+𝜋2+𝜋3 (см. (6)), и к этому значению должны приближать-
ся (а потом около него осциллировать) графики эмпирических
значений 𝐾Γ(𝑡).

Важно отметить, что, как правило, интенсивность отказов
восстанавливаемых элементов обычно существенно меньше ин-
тенсивности восстановления: обычно восстанавливаемый эле-
мент работает долго, а восстанавливается быстро. Поэтому при
имитационном моделировании сложных стохастических систем,
как правило, для получения достоверного результата потребуется
очень большое количество реализаций моделируемого процесса,
см. ниже графики на рис. 6, 7.

На графиках ниже приведены результаты моделирования ко-
эффициента готовности для систем с различными параметрами.
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Везде на графиках поведения коэффициента готовности: голубой
цвет – моделирование по интенсивности, оранжевый цвет – мо-
делирование методом обратной функции, фиолетовый цвет – ана-
литическое решение, зелёный цвет – предельное значение коэф-
фициента готовности. Напомним, что коэффициент готовности
𝐾Γ(𝑡) – это вероятность того, что в момент времени 𝑡 система
работоспособна, т.е. хотя бы один элемент находится в исправ-
ном состоянии. Обнаружилось, что, несмотря на существенно
бо́льшее число вычислений при моделировании по интенсивно-
сти, результаты моделирования обоими способами близки между
собой.

6.1. Случай комплексных корней уравнения (14)
Результаты моделирования поведения коэффициента готов-

ности в случае параметров 𝜆11 = 2; 𝜆12 = 3; 𝜆21 = 4; 𝜆22 = 3;
𝜇11 = 7; 𝜇12 = 8; 𝜇21 = 6; 𝜇22 = 7 представлены на рис. 2, 3, 4.
Решение уравнения (5) соответствует формулам (21), (22). При
этом 𝑄 = 12,444; 𝑆 = −207,583; 𝑅 = 46,203; ̃︁𝐾Γ = 0,911450.

Рис. 2. 𝑁 = 104; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,01
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Рис. 3. 𝑁 = 105; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,003

Рис. 4. 𝑁 = 106; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,0008

6.2. Случай двух действительных корней уравнения (14) (один
корень кратный)
Результаты моделирования поведения коэффициента готов-

ности в случае параметров 𝜆11 = 𝜆12 = 𝜆21 = 𝜆22 = 𝜇11 = 𝜇12 =
= 𝜇21 = 𝜇22 = 1 представлены на рис. 5, 6, 7. Решение уравне-
ния (5) соответсвует формулам (17), (18). При этом 𝑄 = 0,444;
𝑆 = 0; 𝑅 = 0,296; ̃︁𝐾Γ = 0,75.
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Рис. 5. 𝑁 = 104; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,01

Рис. 6. 𝑁 = 105; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,002

6.3. Случай трёх действительных корней уравнения (14)
6.3.1. Вариант 1.

Результаты моделирования поведения коэффициента готов-
ности в случае параметров 𝜆11 = 0,1; 𝜆12 = 0,2; 𝜆21 = 0,4;
𝜆22 = 0,1; 𝜇11 = 10; 𝜇12 = 20; 𝜇21 = 50; 𝜇22 = 20 представлены
на рис. 8, 9. Решение уравнения (5) соответствует формулам (15),
(16). При этом 𝑄 = 148,236; 𝑆 = 1711710,592; 𝑅 = −1243,245;̃︁𝐾Γ = 0,999936.
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Рис. 7. 𝑁 = 106; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,0005

Этот случай наиболее близок к реальной ситуации, когда ин-
тенсивности отказов существенно меньше интенсивностей вос-
становления (иначе говоря, восстанавливаемые элементы безот-
казно работают очень долго, а ремонтируются очень быстро).

Рис. 8. 𝑁 = 106; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,0003
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Рис. 9. 𝑁 = 107; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,0003

6.3.2. Вариант 2.

Результаты моделирования поведения коэффициента готов-
ности в случае параметров 𝜆11 = 2; 𝜆12 = 1; 𝜆21 = 2; 𝜆22 = 2;
𝜇11 = 3; 𝜇12 = 6; 𝜇21 = 3; 𝜇22 = 6 представлены на рис. 10, 11,
12. Решение уравнения (5) соответсвует формулам (15), (16). При
этом 𝑄 = 8,777; 𝑆 = 175,888; 𝑅 = 22,370; ̃︁𝐾Γ = 0,935644.

Рис. 10. 𝑁 = 104; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,01
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Рис. 11. 𝑁 = 105; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,001

Рис. 12. 𝑁 = 106; осцилляция численных решений после
достижения стационарного значения ̃︁𝐾Γ в пределах ±0,0005

7. Выводы

Анализ представленных результатов численных эксперимен-
тов приводит к следующему выводу. Несмотря на то, что моде-
лирование случайных величин с помощью интенсивностей тре-
бует существенно бо́льшего числа операций, результаты модели-
рования процесса 𝑋𝑡 с его помощью практически не отличаются
от результатов моделирования «классическим» методом обратной
функции. Точность моделирования зависит от соотношения чис-
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ла реализаций моделированного процесса 𝑋𝑡 и min{𝜆𝑘ℓ, 𝜇𝑘ℓ}.
В дальнейшем планируется исследовать качество моделиро-

вания обоими способами на модели системы массового обслу-
живания и/или модели надёжности, поведение которой не может
быть описано цепью Маркова в непрерывном времени.
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Abstract: In the past, the authors proposed a method for modeling of random
variable using intensity which is one of the characteristics of the distribution
function. The results of testing this method to simulate the behaviour of a
stochastic model, specifically a model of a pair of recoverable dependent elements,
are presented. The model under study’s behavior can be studied analytically by
selecting the characteristics of periods of failure-free operation and recovery periods.
Simulation modeling using both the “classical” method and the method of modeling
random variables by intensity yielded results. The availability factor behaviour of
the model under study was compared to an analytical solution based on these
results. The analytical solution was compared to numerical experiments to arrive
at the following conclusion: the classical modeling method does not outperform
the accuracy of modeling the behaviour of a random process using the method of
modeling random variables using intensities.

Keywords: random variable intensity, numerical simulation of Markov
process, discussion of simulation optimization, modeling of random variable
using intensity.
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