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Предлагается метод калибровки плоского кругового массива сенсоров для уль-
тразвуковой медицинской томографии, позволяющий оценивать координаты
сенсоров и задержки приема/передачи сигналов. Он основан на модели распро-
странения ультразвуковых волн и использует триангуляцию для оптимизации
параметров модели. На каждой итерации метода оценки координат и задер-
жек пересчитываются отдельно друг от друга путем решения систем линей-
ных уравнений малой размерности. Моделирование на искусственно сгенериро-
ванных данных показало высокую эффективность и точность предложенного
подхода. Метод устойчив к шумам и способен работать в различных условиях,
включая неидеальность модели распространения ультразвуковых волн. Предло-
женная процедура калибровки может быть легко масштабирована на большие
размеры массива, что актуально при практической реализации систем ультра-
звуковой томографии. Представляется, что разработанный подход позволит
повысить точность результатов ультразвуковой томографии при работе на
реальных данных, что делает его ценным инструментом для широкого спек-
тра применений, таких как медицинская диагностика и робототехника.
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1. Введение

Ультразвуковая томография (УЗТ) широко применяется в ме-
дицинской визуализации благодаря своей неинвазивности и эко-
номичности. Разработан ряд систем УЗТ, предназначенных спе-
циально для скрининга рака молочной железы [4, 11, 16, 18, 19],
и предложены алгоритмы для реконструкции структуры ис-
следуемой области по результатам применения этих аппаратов
[5, 6, 10, 15, 20]. Настоящая работа находится в русле предше-
ствующих исследований и направлена на повышение точности
реконструкции изображений в УЗТ. Цель – разработка более эф-
фективных методов калибровки УЗИ-сенсоров для дальнейшей
реконструкции изображений, которые позволят улучшить каче-
ство изображений и повысить точность диагностики. Рассматри-
ваемый здесь подход в предварительной форме был представлен
в [1, 8]. В настоящей работе изучается более сложная модель
неопределенностей и помех в наблюдениях. Предложена новая
процедура оценивания ключевых параметров и разработана про-
граммная платформа для генерирования тестовых данных и их
обработки. Описаны результаты моделирования.

Учитывая рост количества сенсоров и усложнение индустри-
ально производимых систем диагностики, их калибровка приоб-
ретает первостепенное значение для обеспечения достоверности
измерений. Надежная и качественная калибровка является крити-
чески важным требованием для многих приложений обработки
сигналов, включая ультразвуковую томографию. Она позволяет
точно определять параметры сенсоров, такие как их координа-
ты и задержки приема/передачи сигналов, что имеет решающее
значение для получения достоверных результатов измерений и
корректного восстановления УЗИ-картинки на их основе. В ли-
тературе [15, 17] продемонстрирована эффективность использо-
вания калиброванных датчиков для улучшения качества рекон-
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струкции в ультразвуковой томографии. В статье [15] рассмат-
ривается аналогичная задача калибровки и предлагается итера-
тивный алгоритм, устойчивый к шумам и использующий для оп-
тимизации матрицу расстояний. Однако алгоритм, предложенный
в [15], имеет высокую вычислительную сложность, что ограничи-
вает его применимость для систем с большим количеством сен-
соров. Это побуждает к разработке новых эффективных методов
калибровки, которые могут достигать высокой точности без су-
щественных вычислительных затрат.

В работе [12] предложен итеративный метод для совмест-
ной оценки положения датчиков и скорости звука в воде. Однако
одновременная аппроксимация этих параметров возможна лишь
с точностью до некоторого общего масштабирующего множите-
ля, идентификация которого требует серьезных дополнительных
усилий. Кроме того, невыпуклая формулировка задачи не гаран-
тирует глобальной сходимости алгоритма. Более того, метод не
учитывает задержки приема/передачи сигналов и другие шумы,
что может повлиять на точность калибровки. Таким же недостат-
ком страдает метод из [17], где вводимая целевая функция также
не является выпуклой, что не гарантирует сходимость к глобаль-
ному минимуму при оптимизации.

В статье [13] предложен алгоритм глобальной оптимизации
для определения местоположения сенсоров путем максимизации
резкости реконструируемого изображения. Работа алгоритма бы-
ла успешно продемонстрирована на примере массива из 28 сенсо-
ров. Однако часто наблюдалась его сходимость к локальным ми-
нимумам и плохая масштабируемость с увеличением количества
датчиков. В данной статье предлагается альтернативный подход,
который оказывается эффективным при решении задач калибров-
ки УЗТ-систем с числом сенсоров порядка двух тысяч.

В [14] предложен подход к исправлению ошибок в изобра-
жениях, которые связаны с неточностями определения коорди-
нат сенсоров при отсутствии калибровки. Этот подход использует
алгоритмы глубокого обучения для реконструкции изображения.
Однако модели глубокого обучения часто являются сложными
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и не вполне интерпретируемыми [9], что затрудняет понимание
и настройку процесса реконструкции. Кроме того, использова-
ние глубокого обучения зачастую приводит к потере линейности
процесса восстановления изображения, что может повлиять на
точность и надежность получаемых результатов.

2. Постановка задачи. Математическая модель

Рассмотрим устройство, представляющее собой плоскую
круговую раму с расположенными на ней 𝑛 сенсорами, которые
могуть излучать и принимать ультразвуковой сигнал, см. рис. 1.
Для точного определения времени полета сигнала (Time of Flight,
ToF) от сенсора 𝑖 к сенсору 𝑗, которое является основой рекон-
струкции, требуется знать задержки 𝑟𝑖 передачи и приема 𝑒𝑗 сиг-
нала, а также точные координаты расположения сенсоров на ра-
ме.

Рис. 1. Схема кругового ультразвукового аппарата
с массивом сенсоров

В рамках рассматриваемой модели измеренное время 𝑚𝑖𝑗

прохождения сигнала от сенсора 𝑖 к сенсору 𝑗 задается следу-
ющим соотношением:
(1) 𝑚𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗 + 𝑟𝑖 + 𝑒𝑗 + 𝛿𝑖𝑗 ,
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где 𝑡𝑖𝑗 – истинное время полета сигнала; 𝑟𝑖 и 𝑒𝑗 – задерж-
ки излучения и приема этого сигнала; 𝛿𝑖𝑗 – шум измерений,
обусловленный дискретной природой процесса регистрации сиг-
нала сенсором-приемником; его абсолютное значение предпо-
лагается ограниченным величиной, не превышающей времени
прохождения двух длин волны сигнала. Координаты сенсоров
𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2)

⊤ ∈ R2 не известны и отличны от идеальных –
равномерно распределенных на кольце – вследствие неизбежных
неточностей производственного процесса; по той же причине
неизвестны величины 𝑟𝑖 и 𝑒𝑖, и ниже будет предложен алгоритм
их оценивания, называемый калибровкой устройства.

Так как процесс происходит в однородной среде (воде), то
первый обнаруженный на приемнике сигнал ультразвукового им-
пульса соответствует лучу, следующему по кратчайшему пути
между сенсорами, т.е. по прямой. Тогда
(2) 𝑑𝑖𝑗 = 𝑐 · 𝑡𝑖𝑗 ,
где 𝑑𝑖𝑗 = ||𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 ||2 – расстояние между сенсором-излучателем
𝑖 и сенсором-приемником 𝑗 в евклидовой норме; 𝑐 – скорость
распространения звука в однородной среде, предполагаемая из-
вестной точно.

Учитывая формулы (1)–(2), перепишем уравнение зависимо-
сти расстояния между сенсорами от времени прохождения сигна-
ла:
(3) (𝑥𝑖1−𝑥𝑗1)

2+(𝑥𝑖2−𝑥𝑗2)
2 = (𝑐·𝑡𝑖𝑗)2 = 𝑐2 ·(𝑚𝑖𝑗−𝑒𝑖−𝑟𝑗−𝛿𝑖𝑗)

2,

где ошибка измерения входит в член, возводимый в квадрат, что
затрудняет использование традиционных методов оптимизации.

3. Алгоритм калибровки

Каждая итерация алгоритма оценивания расположения 𝑥𝑖
сенсоров и запаздываний 𝑟𝑖, 𝑒𝑖 разбивается на два этапа, кото-
рые выполняются последовательно:

1) оценивание координат 𝑥𝑖;
2) оценивание задержек 𝑟𝑖, 𝑒𝑖.
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3.1. Оценивание расположения сенсоров
Пусть после шага 𝑠 алгоритма имеем оценки 𝑥𝑠 координат

сенсоров и оценки 𝑒𝑠, 𝑟𝑠 задержек приема и передачи сигнала.
Зафиксируем номер 𝑖 сенсора; переход к оценке его коорди-

нат на шаге 𝑠+ 1 осуществляется следующим образом. Выберем
случайно равномерно на множестве {1, . . . , 𝑛} ∖ 𝑖 два индекса
𝑙 ̸= 𝑗 и рассмотрим оценки координат и задержек «пробной» па-
ры сенсоров 𝑙 и 𝑗, полученные на шаге 𝑠.

Из уравнения (3) имеем:

(4)

{︃
(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑠𝑙1)

2 + (𝑥𝑖2 − 𝑥𝑠𝑙2)
2 = 𝑐2(𝑚𝑖𝑙 − 𝑒𝑠𝑖 − 𝑟𝑠𝑙 − 𝛿𝑖𝑙)

2,

(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑠𝑗1)
2 + (𝑥𝑖2 − 𝑥𝑠𝑗2)

2 = 𝑐2(𝑚𝑖𝑗 − 𝑒𝑠𝑖 − 𝑟𝑠𝑗 − 𝛿𝑖𝑗)
2.

Раскроем скобки и вычтем второе уравнение из первого; по-
лучим линейное уравнение относительно координат 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ко-
торое выглядит следующим образом:

(5)
𝑎1(𝑥

𝑠
𝑙 , 𝑥

𝑠
𝑗)𝑥𝑖1 + 𝑎2(𝑥

𝑠
𝑙 , 𝑥

𝑠
𝑗)𝑥𝑖2 =

= 𝑢𝑙𝑗(𝑚𝑖𝑙,𝑚𝑖𝑗 , 𝛿𝑖𝑙, 𝛿𝑖𝑗 , 𝑒
𝑠
𝑖 , 𝑟

𝑠
𝑗 , 𝑥

𝑠
𝑙 , 𝑥

𝑠
𝑗),

а выражения для 𝑎1, 𝑎2, 𝑢𝑙𝑗 имеют следующий вид:
(6) 𝑎1 = 2(𝑥𝑠𝑗1 − 𝑥𝑠𝑙1),

𝑎2 = 2(𝑥𝑠𝑗2 − 𝑥𝑠𝑙2),

𝑢𝑙𝑗 = 𝑐2((𝑚𝑖𝑙 − 𝑒𝑠𝑖 − 𝑟𝑠𝑙 − 𝛿𝑖𝑙)
2,

−(𝑚𝑖𝑗 − 𝑒𝑠𝑖 − 𝑟𝑠𝑗 − 𝛿𝑖𝑗)
2)− ((𝑥𝑠𝑙1)

2 + (𝑥𝑠𝑙2)
2) + ((𝑥𝑠𝑗1)

2 + (𝑥𝑠𝑗2)
2).

При реализации алгоритма для оценивания расположения
датчика 𝑖 используется 𝑘 > 1 пробных пар сенсоров, см. ниже.
Проделав описанные выше действия 𝑘 раз, получим 𝑘 линейных
уравнений относительно координат сенсора 𝑥𝑖.

Запишем эти уравнения в матричном виде:
(7) 𝐴𝑖𝑥𝑖 = 𝑈𝑖,

где 𝐴𝑖 ∈ R𝑘×2 – матрица коэффициентов вида 𝑎1, 𝑎2, а 𝑈𝑖 ∈ R𝑘 –
вектор из элементов вида 𝑢𝑙𝑗 .

Заметим, что оценивание расположения двух разных сенсо-
ров производится независимо, т.е. возможно ускорение алгоритма
путем параллелизации вычислений.

Обозначим через 𝜏𝑖 = {(𝑗, 𝑙)} подмножество множества сен-
соров, состоящее из пробных пар (𝑗, 𝑙), выбранных для сенсора 𝑖
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так, как описано выше, т.е. случайно равномерно на множестве
{1, . . . , 𝑛} ∖ 𝑖. На этом множестве введем функционал среднего
риска (качества) для сенсора 𝑖:
(8) 𝐹𝑖(𝑥𝑖) = E||𝐴𝑖𝑥𝑖 − 𝑈𝑖||2,
где E – значок математического ожидания, которое берется по
всем парам и всем помехам.

Рассмотрим случайную выборку 𝜏𝑖 ⊂ 𝜏𝑖 и составим эмпири-
ческий функционал:

(9) 𝐹𝑖(𝑥𝑖) =
1

|𝜏𝑖|
∑︁

(𝑗,𝑙)∈𝜏𝑖

||𝐴𝑖𝑥𝑖 − 𝑈𝑖||2,

где |𝜏𝑖| – мощность множества 𝜏𝑖, усреднение производится по
выбранному набору пар и по реализовавшимся помехам. Резуль-
тат минимизации функционала (9) по переменным 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2 при-
нимаем за оценку координат сенсора 𝑖 на шаге (𝑠+ 1):

𝑥𝑠+1
𝑖 = argmin 𝐹𝑖(𝑥𝑖).

Величина 𝑘 – количество пар пробных сенсоров – является пара-
метром алгоритма, и при численном тестировании будут исполь-
зоваться ее различные значения, а описанную выше процедуру
оценивания координат будем называть триангуляцией.

Суммирование в (9) происходит по элементам 𝜏𝑖, которые по
определению независимы, случайно и одинаково распределены.
Покажем, что для любого набора {(𝑗, 𝑙)} выражения ||𝐴𝑖𝑥𝑖−𝑈𝑖||2
ограничены.

Обозначим через 𝑓𝑡(𝑥𝑖) = ||𝐴𝑖𝑥𝑖 − 𝑈𝑖||2 невязку для какой-
то одной пробной пары сенсоров. Пусть 𝑥*𝑖 минимизирует 𝑓𝑡 и
𝑓*
𝑡 = 𝑓𝑡(𝑥

*
𝑖 ). Тогда 𝑓𝑡(⃗0) > 𝑓*

𝑡 , где 0⃗ – нулевой вектор. Так как
𝑓𝑡(⃗0) = ||𝑈𝑖||2 < ∞. Таким образом, величина 𝑓𝑡 может быть
ограничена сверху квадратом нормы правой части уравнения (7).

Тогда в соответствии с законом больших чисел имеем

lim
|𝜏𝑖|→∞

𝐹𝑖 → 𝐹𝑖

с вероятностью 1 и в среднеквадратичном.
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3.2. Оценивание задержек
Для оценивания задержек зафиксируем координаты сенсоров

𝑥 и воспользуемся уравнением (3):
(10) (𝑥𝑖1 − 𝑥𝑗1)

2 + (𝑥𝑖2 − 𝑥𝑗2)
2 = (𝑐𝑡𝑖𝑗)

2.

Зная оценки 𝑥𝑠+1 координат сенсоров и используя выраже-
ние (1), получаем:

(11) 𝑡𝑠+1
𝑖𝑗 =

1

𝑐

√︁
(𝑥𝑠+1

𝑖1 − 𝑥𝑠+1
𝑗1 )2 + (𝑥𝑠+1

𝑖2 − 𝑥𝑠+1
𝑗2 )2.

Просуммируем уравнения (1) по 𝑖 для каждого 𝑗, получим 𝑛
линейных уравнений относительно 2𝑛 переменных 𝑒𝑖, 𝑟𝑖:

(12)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑖 + 𝑛𝑟𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑚𝑖𝑗 − 𝑡𝑠+1
𝑖𝑗 ); 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Аналогично, просуммировав (1) по 𝑗 для каждого 𝑖, получим
еще 𝑛 линейных уравнений относительно переменных 𝑒𝑖, 𝑟𝑖:

(13) 𝑛𝑒𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑚𝑖𝑗 − 𝑡𝑠+1
𝑖𝑗 ); 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Таким образом, получаем 2𝑛 линейных уравнений относи-
тельно 2𝑛 переменных 𝑒𝑖, 𝑟𝑖. Удобным свойством этой системы
уравнений является то, что коэффициенты в левой части фикси-
рованы при любой оценке правой части. Это означает, что она
останется неизменной на всех итерациях алгоритма, что позво-
ляет вычислить её единожды. Для решения системы линейных
уравнений потребуется лишь вычисление правых частей и умно-
жение на заранее полученную матрицу, что значительно ускоряет
процесс.

Перепишем систему уравнений в следующем виде:

(14) 𝐵

(︂
𝑒
𝑟

)︂
= 𝑣𝑠+1.

Здесь

𝐵 =

(︂
1𝑛×𝑛 𝑛𝐼𝑛×𝑛

𝑛𝐼𝑛×𝑛 1𝑛×𝑛

)︂
∈ R2𝑛×2𝑛

– матрица коэффициентов в левых частях уравнений (12), (13),
а через 1𝑛×𝑛 ∈ R𝑛×𝑛 и 𝐼𝑛×𝑛 ∈ R𝑛×𝑛 обозначены матрица из
единиц и единичная матрица соответственно; 𝑒 = (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛)

⊤
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и 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛)
⊤ – переменные, а 𝑣𝑠+1 ∈ R2𝑛 – вектор правых

частей уравнений (12, 13).
Значения переменных 𝑒, 𝑟, удовлетворяющие соотноше-

нию (14) (т.е. уравнениям (12), (13)), естественно принять за но-
вые оценки 𝑒𝑠+1 и 𝑟𝑠+1 запаздываний. Нетрудно видеть, что мат-
рица 𝐵 вырождена: нулевому собственному значению отвечает
нормализованный собственный вектор вида

𝑝 = 𝑡/‖𝑡‖; 𝑡 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑛

,−1, . . . ,−1⏟  ⏞  
𝑛

)⊤,

поэтому за оценку запаздываний, получаемую на шаге (𝑠 + 1)
принимаем (︂

𝑒𝑠+1

𝑟𝑠+1

)︂
= 𝐵+𝑣𝑠+1,

где 𝐵+ – матрица, псевдообратная к 𝐵.

4. Моделирование

4.1. Тестовые данные
Для численного моделирования была разработана система

генерирования тестовых данных, которая позволяет моделиро-
вать неточные (неидеальные, не равномерные на окружности)
координаты датчиков с любой заранее известной помехой. Так-
же генерируются задержки передачи и приема ультразвукового
сигнала. В типичном ультразвуковом томографе используется че-
тырехсекторное кольцо сенсоров, расстояние между секторами
заранее определено, что учитывается при моделировании.

Результатом работы системы моделирования являются: 𝑥𝑖𝑗 –
«неидеальные» координаты сенсоров, 𝑟𝑖, 𝑒𝑖 – дискретные задерж-
ки приема и передачи сенсоров с известным шумом.

Далее эти данные используются для апробации алгоритмов
и проверки качества его работы по выбранным метрикам.

Ниже приведен пример генерирования координат 𝑛 = 32
сенсоров, разбитых на четыре сектора на кольце. Такое коли-
чество сенсоров выбрано для наглядности рисунка, все чис-
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ленные эксперименты были проведены для 𝑛 = 2048 сенсо-
ров. Расстояния между секторами полагались равными двум рас-
стояниям между соседними датчиками одного сектора. Радиус
кольца принят равным единице. Идеальные координаты сенсо-
ров возмущены непрерывно равномерно распределенным шумом
𝒰 [−0.01, 0.01] (см. рис. 2) .

Рис. 2. Четыре сектора координат сенсоров с равномерно
распределенной помехой

4.2. Апробация алгоритма
Для рассматриваемой задачи была проведена апробация ал-

горитма с учетом разных входных параметров: количества сенсо-
ров, участвующих в алгоритме, а также разных типов шумов.

Для тестирования был сгенерирован набор из 𝑛 = 2048 сен-
соров. Для расположения сенсоров и для помех 𝛿 в эксперимен-
тах были рассмотрены два типа шума: равномерно распределен-
ный на [−0,01; 0,01] и усеченный гауссовский на [−7, 7] с ну-
левым средним и дисперсией 𝜎 = 2. Для большей наглядности
были приведены результаты в виде линейной комбинации оши-
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бок для задержек и координат датчиков, которые были масштаби-
рованы для приведения к одним порядкам величин. Искусствен-
но сгенерированные данные, использовавшиеся при тестирова-
нии, представляются близкими по природе к реальным данным.
Так, равномерное распределение (ошибки в координатах сенсо-
ров) с малой дисперсией и нулевым средним до определенной
степени соответствует практике, характеризуя мелкие неточности
производственного процесса изготовления прибора. Шум, добав-
ляемый в задержку при передаче и приёме сигналов, был подо-
бран на основе эмпирических данных, полученных с существую-
щего оборудования.

В экспериментах рассматривались значения 𝑘 = 16, 32, 64,
128, 256, 512, 1024; набор из 𝑘 = 1024 пар отвечает использова-
нию всех возможных пробных пар сенсоров.

5. Результаты

Для заданных параметров были получены результаты калиб-
ровки координат, представленные на графике (см. рис. 3) при рав-
номерно распределенном шуме.

Рис. 3. Зависимость суммы ошибок от количества итераций
алгоритма при равномерном распределении всех шумов
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Как указано выше, для оценки ошибки было принято сум-
марное среднеквадратическое отклонение по задержкам 𝑒, 𝑟 и ко-
ординатам 𝑥. График отражает зависимость ошибки от количе-
ства итераций алгоритма.

Аналогичный график для нормального распределения пред-
ставлен на графике (см. рис. 4).

Рис. 4. Зависимость суммы ошибок от количества итераций
алгоритма при нормальном распределении всех шумов

6. Выводы и направления дальнейших исследований

Алгоритм показал уменьшение ошибки местоположения дат-
чиков и задержек относительно неоткалиброванных данных.
Видно, что алгоритм зависит от выбора параметра 𝑘, при малых
значениях которого оптимизационная задача расходится, – пред-
положительно из-за накапливающейся ошибки при вычислениях
с плавающей точкой.

Дальнейшее направление работы заключается в разработке
гибридных алгоритмов калибровки, основанных на представлен-
ном в этой работе алгоритме. Планируется использование эле-
ментов подходов, описанных в работах [2, 3, 7], которые поз-
воляют работать с накапливающейся ошибкой и, вероятно, при-
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дадут новым синтезированным алгоритмам свойства робастно-
сти. Кроме того, упомянутые методы имеют ряд параметров, вы-
бор которых для рассматриваемой задачи калибровки может быть
критичен, и этот правильный выбор предполагается осуществить
в дальнейших исследованиях. Применение теоретически обосно-
ванных методов с доказанной сходимостью к конкретной зада-
че, имеющей практическое происхождение, представляет собой
нетривиальную задачу. Наконец, предполагается апробация ал-
горитма на реальных данных, характер шумов в которых может
быть отличным от принятых в настоящей работе.
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Abstract: The paper presents a method for calibration of planar circular arrays
of sensors used in ultrasound tomography, which enables the estimation of sensor
coordinates and signal reception/transmission delays. The method uses an ultrasound
wave propagation model and is based on the triangulation approach to identify the
model parameters. At each iteration of the method, the estimates of coordinates
and delays are recalculated separately from each other by solving systems of linear
equations of low dimensionality. Simulation over synthetic data demonstrated high
efficiency and accuracy of the approach: It is noise-resistant and is capable of
operating in diverse conditions, including non-ideal model of ultrasound wave
propagation. The proposed approach can be easily scaled to calibrate devices
with large nuber of sensors, which makes it relevant to correct industrial practical
implementation. This method can significantly improve the accuracy of ultrasound
imaging results, making it a valuable tool for a variety of applications, such as
medical diagnostics, robotics, etc.

Keywords: ultrasound tomography, planar circular array of sensors,
identification of the model parameters, triangulation, large-scale systems.
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