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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУМЕРНОГО  

МАРКИРОВАННОГО ММРР В ПРЕДЕЛЬНОМ 

УСЛОВИИ ВЫСОКОЙ ИНТЕНСИВНОСТИ1 

Пауль С. В.2, Назаров А. А.3, Лапатин И. Л.4 

(Национальный исследовательский Томский  

государственный университет, Томск) 

Рассматривается математическая модель потока разнородных данных 

в виде двумерного маркированного MMPP. Исследование таких моделей необ-

ходимо для анализа нагрузки на многомодальные системы. Многомодальные 

интерфейсы способны обрабатывать несколько естественных для человека 

способов ввода информации, каждый из которых требует определенных ре-

сурсов для распознавания, обработки и передачи. Для проектирования таких 

систем необходимо строить оценки требуемых ресурсов. Эти оценки могут 

строиться на основании совместного распределения вероятностей количе-

ства событий каждого типа за определенный промежуток времени. В рабо-

те предлагается асимптотический подход оценки двумерного распределения 

вероятностей числа событий, наступивших в высокоинтенсивном маркиро-

ванном марковски модулированном потоке за некоторое время. Предельное 

условие высокой интенсивности определяется ростом параметра интенсив-

ности наступления событий в исследуемом потоке. Метод асимптотическо-

го анализа проводится в два этапа. На первом этапе находятся параметры, 

которые определяют асимптотические средние числа событий первого и 

второго типа, наступивших в высокоинтенсивном потоке. На втором этапе 

находятся параметры, определяющие асимптотические дисперсии и ковари-

ацию числа событий первого и второго типов. Показано, что предельное 

распределение числа событий, наступивших в высокоинтенсивном маркиро-

ванном ММРР, является двумерным гауссовским. Полученные формулы для 

нахождения распределения и его характеристик имеют достаточно про-

стые выражения, неизвестные в которых находятся решением систем ли-

нейных уравнений.  

Ключевые слова: маркированный MMPP, метод асимптотического 

анализа, многомодальные системы. 
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1. Введение 

Многомодальные системы [1, 4, 8], такие как картографи-

ческие, медицинские, системы виртуальной реальности, робото-

технические и управляемые системы, web-приложения, «умный 

дом», технологии интернета вещей, в настоящее время набира-

ют стремительную популярность и становятся более сложными 

и многофункциональными. При проектировании многомодаль-

ных систем возникают проблемы эффективного взаимодействия 

человека с компьютером, решение которых позволяет разрабо-

тать современные многомодальные интерфейсы, обеспечиваю-

щие привычные и естественные для пользователя способы вза-

имодействия. Они должны непрерывно интерпретировать по-

ступающую информацию от различных визуальных, слуховых 

и тактильных каналов, реализовывать максимальную функцио-

нальность для достижения надежности в работе инфо-

телекоммуникационных систем. 

Основным отличием многомодальных интерфейсов от про-

фессиональных средств взаимодействия является применение 

способов коммуникации, характерных для общения между 

людьми. Задача разработки многомодальных интерфейсов воз-

никла при появлении научной парадигмы окружающего интел-

лектуального пространства [9]. 

Для проектирования многомодальных интерфейсов необ-

ходимо прогнозировать нагрузку, которая на него поступает, 

чтобы обеспечить необходимое качество обработки запросов. 

Поскольку одновременно поступают запросы разных типов, ко-

торые требуют различных алгоритмов обработки и выделения 

разных ресурсов, необходимо исследовать характеристики их 

совместного поступления. 

Современные потоки информации в многомодальных си-

стемах могут быть суперпозицией потоков речевых сообщений 

или звуковых сигналов, аудио-, видео-, мультимедиа информа-

ции, потоков интерактивных данных. Моделируя такие теле-

коммуникационные потоки с пакетным поступлением заявок 

или несколькими типами сообщений, иногда важно выделять 

(маркировать) необходимые входящие сообщения. Для модели-
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рования таких неоднородных потоков используются маркиро-

ванные потоки, самым общим из которых принято считать 

ВММАР (Batch Marked Markov Arrival Process) [2]. В случае 

моделирования коррелированных неоднородных потоков часто 

используют ММАР (Marked Markov Arrival Process) [11, 13]. 

ММАР являются обобщением МАР [6, 7, 12] на случай гетеро-

генных сообщений (разнородных по типу передаваемых дан-

ных). Такие потоки часто используются как входящие в систе-

мах массового обслуживания [10, 14, 15, 20, 21]. 

В работе [5] представлены два эквивалентных способа за-

дания MAP: классический способ задания MAP, согласно опре-

делению Д. М. Лукантони и М. Ф. Ньютса, и эквивалентный 

способ задания МАР-потока, который предложил Д. Кокс, кото-

рым и воспользуемся в данной работе. Одним из наиболее рас-

пространенных частных случаев МАР является марковски мо-

дулированный пуассоновский поток событий (ММРР) [3, 16, 

17, 18, 19]. 

2. Математическая модель и постановка задачи 

Рассмотрим один из классов маркированных МАР – марки-

рованный ММРР, заданный генератором Qdop = [qvm] инфините-

зимальных характеристик цепи Маркова m(t) = 0, 1, …, M с не-

прерывным временем, управляющей потоком; диагональными 

матрицами Λdop
(1) и Λdop

(2) условных интенсивностей (1)
m  и 

(2)
m  наступления события в m-м состоянии двумерного марки-

рованного ММРР, когда его управляющая цепь m(t) принимает 

значение m = 0, 1, …, M для первого и второго типа событий 

потока соответственно. Значения управляющего процесса m(t) 

также будем называть состояниями исследуемого двумерного 

маркированного ММРР. 

Пусть в некоторый момент времени tm управляющая цепь 

Маркова перейдет в состояние v или, что то же самое, двумер-

ный маркированный ММРР сменит свое состояние на v. В этом 

состоянии поток будет находиться до момента tm+1. Длина  

(tm+1 – tm) интервала постоянства распределена по экспоненци-
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альному закону с параметром –qvv. В течение времени пребыва-

ния потока в состоянии v наступают события первого и второго 

типов с интенсивностями (1)
m  и (2)

m  соответственно. В мо-

мент времени tm+1 цепь Маркова (двумерный маркированный 

ММРР) перейдет в некоторое состояние m. Далее процедура 

повторяется для состояния m потока. 

Обозначим распределение вероятностей  

(1) Pm(n1, n2, t) = P{n1(t) = n1,  n2(t) = n2,  m(t) = m}, m = 0, 1, …, M, 

где n1(t) и n2(t) – число событий первого и второго типов соот-

ветственно, наступивших в двумерном маркированном ММРР 

за время t. 

Трехмерный случайный процесс {n1(t), n2(t), m(t)} является 

марковским, что позволяет для распределения вероятностей (1) 

получить систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

(2)  (1) (2)1 2
1 2

( , , )
( , , )m

m m m

P n n t
P n n t

t
 


   


 

(1) (2)
1 2 1 2 1 2

0

( 1, , ) ( , 1, ) ( , , ) .
M

m m m m v vm
v

P n n t P n n t P n n t q 


      

Введем частичные характеристические функции 

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2
0 0

( , , ) ( , , ),ju n ju n
m m

n n

H u u t e e P n n t
 

 

    m = 0, 1, …, M. 

Систему (2) перепишем в следующем виде: 

(3) 1 2( , , )mH u u t

t





 

   1 2(1) (2)
1 2 1 2

0

1 1 ( , , ) ( , , ) .
M

ju ju
m m m v vm

v

e e H u u t H u u t q 


     
  

Обозначим вектор-строку  

H(u1, u2, t) = {H1(u1, u2, t), H2(u1, u2, t), …, HM(u1, u2, t)}, 

тогда систему уравнений (3) перепишем в матричном виде 

(4)     1 2(1) (21 2
2

)
1

( , 
,

, )
( .  , ) 1 1ju ju

dop dop dop

t
t e e

t

u u
u u


    



H
H Q Λ Λ  

Обозначим 

(5) H(0, 0, t) = r, 
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где r – вектор-строка стационарного распределения вероятно-

стей значений марковского процесса m(t). Из (4) при u1 = 0 и 

u2 = 0 получим систему уравнений, которая совместно с услови-

ем нормировки однозначно определяет вектор r: 

(6) rQ = 0, 

re = 1. 

Здесь е – единичный вектор-столбец. Получим задачу Коши 

в виде 

(7)     1 2(1) (21 2
2

)
1

( , 
,

, )
( ,  , ) 1 1ju ju

dop dop dop

t
t e e

t

u u
u u


    



H
H Q Λ Λ  

H(0,0, t) = r, 

решение которой, применяя метод матричной экспоненты, за-

пишем в виде 

(8)     1 2(1) (2)
1 2( , , ) exp 1 1 .ju ju

dop dop dopu u t e e t     
 

H r Q Λ Λ  

Нахождение значений двумерной характеристической 

функции H(u1, u2, t) при больших значениях интенсивностей 

входящего потока требует значительных затрат машинного вре-

мени, которое не всегда приводит к определенным результатам. 

Поэтому получим предельное при высокой интенсивности по-

тока выражение для распределения вероятностей значений чис-

ла событий, наступивших в двумерном маркированном ММРР. 

Умножив матричное уравнение (7) на единичный вектор-

столбец е, получим систему 

(9)     1 2(1) (21 2
2

)
1

( , 
,

, )
( ,  , ) 1 1ju ju

dop dop dop

t
t e e

t

u u
u u


    



H
H Q Λ Λ  

    1 2(1) (21 2
1 2

)( , )
( , ) 1 1

, 
,  ,ju ju

dop dop

t
t e e

t

u u
u u


   



H
e H Λ Λ e  

которая будет основной в дальнейших исследованиях. 

Ставится задача нахождения распределения вероятностей 

числа событий первого и второго типов, наступивших в двумер-

ном маркированном ММРР за время t. 
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3. Асимптотический анализ маркированного ММРР 

в условии большой интенсивности 

Высокая интенсивность исследуемого потока обеспечива-

ется за счет представления матриц интенсивностей 

Λdop
(l) = Λ(l)N,  l = 1, 2, Qdop = QN, где Λ(l) Q – фиксированные 

матрицы, N – неограниченно возрастающий параметр. Величину 

N будем называть параметром высокой интенсивности двумер-

ного маркированного ММРР, а предельное условие N → ∞ бу-

дем называть условием высокой интенсивности потока [5]. За-

данный в таком предельном условии двумерный ММРР будем 

называть высокоинтенсивным. Проведем анализ высокоинтен-

сивного двумерного маркированного ММРР, а именно, получим 

предельное распределение вероятностей числа событий, насту-

пивших в исследуемом потоке за время t. 

Реализация метода асимптотического анализа проводится 

в два этапа. На первом этапе находятся параметры (1)
1  и (2)

1 , 

которые определяют асимптотические средние (1)
1 Nt и (2)

1 Nt 

числа событий первого и второго типа, наступивших в двумер-

ном маркированном ММРР за время t.  

При реализации второго этапа асимптотического анализа 

находятся параметры (1)
2 , (2)

2  и κ12 определяющих асимптоти-

ческие дисперсии числа событий (1)
2 Nt и (2)

2 Nt первого и вто-

рого типа, наступивших в двумерном маркированном ММРР за 

время t, и ковариацию κ12Nt числа событий первого и второго 

типов. Показано, что предельное распределение числа событий, 

наступивших в высокоинтенсивном исследуемом потоке, явля-

ется двумерным гауссовским. 

Решим систему (9) методом асимптотического анализа 

в предельном условии высокой интенсивности потока. 

3.1. АСИМПТОТИКА ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Введем обозначение 
1

N
 , тогда систему (9) запишем 

в виде 
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(10)     1 21 2
1

) ( )

2

(1 2( , )1
( , ) 1 1 ,

, 
,  ju jut

t
u u

e e
N

u u
t


    



H
H Q Λ Λ  

    1 2(11 2
2

)

1

(2)( , )1
( , ,

, 
1,  ) 1ju juu u

u u
t

t e e
N t


   



H
e H Λ Λ e  

и в системе (10) сделаем следующие замены 

(11) 1 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2, , ( , , ) ( , , , ).

w w
u w u w u u t w w t

N N
      H F  

Получим систему 

(12)     1 2(1) (2)1
1

1 2
1 2

( , , )
( , , ) 1

,
, 1 ,j w j ww t

w
t

w
tw e e 

 


    


F
F Q Λ Λ  

    1 21 2
1 2

(1) (2)1
1

( , , )
( , , ) 1 1 .

,
, j w j ww t

w t
w

w e e
t

 
 


   


F
e F Λ Λ e  

Решение F1(w1, w2, t, ε) будем искать в классе вектор-

функций, для которых существует конечный предел при ε → 0 

1 1 2 1 1 2
0

lim ( , , , ) ( , , )w w t w w t





F F  и предел производной по t 

1 1 2 1 1 2

0

( , , , ) ( , , )
lim

w w t w w t

t t





 


 

F F
. 

Теорема 1.  Асимптотическое решение системы (12) 

1 1 2 1 1 2
0

lim ( , , , ) ( , , )w w t w w t





F F  в предельном условии высокой ин-

тенсивности потока имеет вид 

(13)   (1) (2)

1 1 2 1 1 2 1( , , ) exp ,w w t jw jw t  F r  

где вектор r является решением системы уравнений (6), а вели-

чины (1)
1  и (2)

1  определяются равенствами 

(14) (1) (1) (2) (2)
1 1 1 1, .  rΛ e rΛ e  

Доказательство.  В (12) разложим экспоненты в ряд Тей-

лора, сгруппируем слагаемые порядка малости не выше ε, раз-

делим на ε и устремим ε → 0. Получим систему для предельных 

характеристических функций 

(15) 21 1( , ) 0,ww t F Q , 

 11 2
1

( ) (2)1
1 12 2,

( , )
( , )

,w t
j w t w w

t

w
w


 



F
e F Λ Λ e . 

Решение системы (15) будем искать в виде 
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(16) 1 1 2 1 2( , , ) ( , , )w w t w w t F r . 

Получим систему  

(17) rQ = 0, 

 11 2

1 2

( ) (2)1
1 2

1

( , ) /

( ,

,

, )

w t t
j w w

w t

w

w

 
 


rΛ rΛ e . 

Так как отношение 21

1

1

1 2

( , )

)

,

,

/

( ,

w tw t

w tw

 


 не зависит от t, то 

функция Φ(w1, w2, t) имеет вид 

(18)   (1) (2)
1 2 1 1 2 1( , , ) exp ,w w t jw jw t     

где ввели обозначения  

(19) (1) (1) (2) (2)
1 1 1 1, .  rΛ e rΛ e  

Подставляя полученное решение (18) в (16), доказано, что 

выполняется равенство (13).  

В силу замены (11) H(u1, u2, t) = F1(w1, w2, t, ε) и найденного 

в (16) и (18) предельного значения F1(w1, w2, t) можно записать 

приближенное равенство для H(u1, u2, t): 

 (1) (2)

1 2 1 1 2 1( , , ) expu u t ju Nt jw Nt  H r . 

Обозначим предельную характеристическую функцию 

h(u1, u2, t) = H(u1, u2, t)e числа событий первого и второго типа, 

наступивших в двумерном маркированном ММРР за время t 

 (1) (2)

1 2 1 1 2 1( , , ) exph u u t ju Nt ju Nt   . 

Доказанная теорема 1 определяет лишь асимптотические 

средние значения (1)

1 Nt и (2)

1 Nt первого и второго типа собы-

тий, наступивших в двумерном маркированном ММРР за 

время t в условии высокой интенсивности наступления событий. 

Для построения распределения вероятностей числа собы-

тий, наступивших в исследуемом потоке, построим асимптотику 

второго порядка. 

3.2. АСИМПТОТИКА ВТОРОГО ПОРЯДКА 

На втором этапе реализации метода асимптотического ана-

лиза учитывая полученный вид характеристической функции 

h(u1, u2, t), в системе (10) выполним замену 
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(20) 
 (1) (2)

1 21 1

1 2 2 1 2( , , ) ( , , )
ju N ju N t

u u t e u u t
 

H H . 

Получим систему уравнений 

(21)  (1) (2)2
1 1

1
11 2 2

2
2

( , )1 , 
, , ( )

t
ju

u
ju t

N t

u
u u 


  



H
H  

    1 2(1) (2)

1 22 , ( , ) 1 1ju juu u t e e    H Q Λ Λ , 

 (1) (2)2
1 1

1
11 2 2

2
2

( , )1  
, , )

,
 (

t
ju

u
ju t

N t

u
u u 


  



H
е H е  

    1 2(1) (2)

1 22 ( , ) 1 1,  ju juu u t e e   H Λ Λ е . 

Обозначим 21

N
 , в системе (21) выполним замены 

(22) 1 2
1 1 2 2, ,

w w
u w u w

N N
      

2 1 2 2 1 2( , , ) ( , , , )u u t w w t H F . 

Получим систему для характеристических функций 

(23)   2
1 2

1 2

2 (1) (2)2
1 1 2 1

( ,
,

, )
( , , )

,w t
j w j w w t

w

t
w


     


  



F
F  

    1 2

1 2

(1) (2)

2 ( , , ) 1 1 ,, j w j ww ew t e     F Q Λ Λ  

 2 (1) (2)2
1 1 2 1

1
1 22

2( , , )
( , ,

,
),

w t
j w

w
wj w w t

t


     


  



F
e F e  

    1 2(

1 2

1) (2)

2 ( , , ) 1 1, j w j wt eww e    F Λ Λ e . 

Решение F2(w1, w2, t, ε) будем искать в классе вектор-

функций, для которых существует конечный предел при ε → 0 

2 1 2 2 1 2
0

lim ( , , , ) ( , , )w w t w w t





F F  и предел производной по t 

2 1 2 2 1 2

0

( , , , ) ( , , )
lim

w w t w w t

t t





 


 

F F
. 

Теорема 2.  Асимптотическое решение системы (23) 

2 1 2 2 1 2
0

lim ( , , , ) ( , , )w w t w w t





F F  в предельном условии высокой 

интенсивности потока имеет вид 
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(24) 
2 2

(1) (2)1 2
1 1 2 2 2 1 2 12

( ) ( )
( , , ) exp ,

2 2

jw jw
w w t t t jw jw t  

 
     

 
F r  

где вектор r является решением системы уравнений (6), а вели-

чины (1)
2 , (2)

2  и κ12 определяются равенствами 

(25) (1) (1) (1)
2 1 12  g Λ е , 

(2) (2) (2)
2 2 12  g Λ е , 

(2) (1)
12 1 2  g Λ e g Λ e . 

Здесь вектор-строки g1 и g2 являются решениями неодно-

родных систем уравнений 

(26)  (1) (1)
1 1 g Q r I Λ , 

g1e = 0. 

(27)  (2) (2)
2 1 g Q r I Λ , 

g2e = 0. 

Доказательство.  В систему (23) подставим следующее 

разложение 

(28)    2
2 1 2 2 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , )w w t w w t j w j w O       F r f f , 

и, разложив экспоненту в ряд Тейлора, учитывая (19), получим 

(29)  
2

(1) (2) (1) (2)
1 1 2 1 1 2 1 1 2 2

( )O
w w w w w w


 


     r rΛ rΛ f Q f Q , 

 
2

(1) (1) (1)2 1 2 1
1 1 1 1

2 1 2

( , , ) / ( )
2 2

( , , ) 2

w w t t jw

w w t
 

 
   


f Λ е f e  

 
2

(2) (2) (2)2
2 1 2 1

( )
2 2

2

jw
    f Λ е f e  

 
3

(2) (1) (1) (2)
1 2 1 2 1 2 1 1 2

( )О
jw jw


 


    f Λ e f Λ e f e f e . 

Перейдем к пределу при ε → 0 в последней системе (29), 

получим 

(30)      (1) (1) (2) (2)
1 1 1 2 1 2 0jw jw      r Λ f Q r Λ f Q , 
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 
2

(1) (1) (1)2 1 2 1
1 1 1 1

2 1 2

( , , ) / ( )
2 2

( , , ) 2

w w t t jw

w w t
 

 
   


f Λ е f e  

 
2

(2) (2) (2)2
2 1 2 1

( )
2 2

2

jw
    f Λ е f e  

 (2) (1) (1) (2)
1 2 1 2 1 2 1 1jw jw     f Λ e f Λ e f e f e . 

Из первого уравнения системы (30) получим два неодно-

родных матричных уравнения, определяющих векторы f1 и f2  

(31)  (1) (1)
1 1 f Q r I Λ , 

(32)  (2) (2)
2 1 f Q r I Λ . 

Системы (31) и (32) являются неоднородными системами 

линейных алгебраических уравнений для f1 и f2. Эти системы 

совместны и имеют множество решений, поскольку определи-

тель матрицы коэффициентов системы равен 0, а ранг расши-

ренной матрицы равен рангу матрицы коэффициентов. 

Система rQ = 0 является однородной системой для неодно-

родных систем (31) и (32). Тогда решения систем (31) и (32) 

можно записать в виде 

(33) 1 1,C f r g  

(34) 2 2 .C f r g  

Здесь C – константа, вектор вероятностей r определен вы-

ше, а векторы g1 и g2 являются частными решениями неодно-

родных систем (31) и (32), удовлетворяющих дополнительным 

условиям g1е = 0, g2е = 0. Подставим решения (33) и (34) в си-

стему (30): 

(35)  (1) (1)
1 1 g Q r I Λ , 

  (2) (2)
2 1 g Q r I Λ , 

 
2

(1) (1)2 1 2 1
1 1

2 1 2

( , , ) / ( )
2

( , , ) 2

w w t t jw

w w t


 
  


g Λ е  

   
2

(2) (2) (2) (1)2
2 1 1 2 1 2

( )
2 .

2

jw
jw jw   g Λ е g Λ e g Λ e  
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Так как отношение 2 1 2

2 1 2

( , , ) /

( , , )

w w t t

w w t

 


 не зависит от t, то ска-

лярную функцию Φ2(w1, w2, t) определим в виде 

(36) 
2 2

(1) (2)1 2
2 1 2 2 2 1 2 12

( ) ( )
( , , ) exp ,

2 2

jw jw
w w t t t jw jw t  

  
      

  
 

Тогда  
2 2

(1) (2)2 1 2 1 2
2 2 1 2 12

2 1 2

( , , ) / ( ) ( )
.

( , , ) 2 2

w w t t jw jw
jw jw

w w t
  

 
    


 

Тогда систему (35) можно переписать в виде совокупности 

систем 

(37)  (1) (1)
1 1 g Q r I Λ , 

 g1e = 0. 

(38)  (2) (2)
2 1 g Q r I Λ , 

 g2e = 0, 

где 

(39) (1) (1) (1)
2 1 12  g Λ е , 

 (2) (2) (2)
2 2 12  g Λ е , 

 (2) (1)
12 1 2  g Λ e g Λ e . 

Решив системы (37) и (38), найдем векторы g1 и g2, которые 

подставим в выражения (39) для (1)
2 , (2)

2  и κ12. Полученные 

выражения полностью определяют предельную функцию 

Φ(w1, w2, t) (36), которая полностью определяет предельную 

функцию (24), учитывая разложение (28).  

Возвращаясь к вектор-функции H2(u1, u2, t), в силу замен 

(22) можно записать 
2 2

(1) (2)1 2
2 1 2 2 2 1 2 12

( ) ( )
( , , ) exp

2 2

ju ju
u u t Nt Nt ju ju Nt  

  
     

  
H r , 

поэтому для вектора-функции H(u1, u2, t) из (20) получим при-

ближенное равенство 
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2
(1) (2) (1)1

1 2 1 1 2 1 2

( )
( , , ) exp

2

ju
u u t ju Nt ju Nt Nt  


   


H r  

2
(2)2
2 1 2 12

( )

2

ju
Nt ju ju Nt 


    


. 

Учитывая раннее введенное обозначение характеристиче-

ской функции h(u1, u2, t) = H(u1, u2, t)e числа событий, насту-

пивших в двумерном маркированном ММРР, запишем предель-

ную при достаточно больших N характеристическую функцию 

(40) 
2

(1) (2) (1)1
1 2 1 1 2 1 2

( )
( , , ) exp

2

ju
h u u t ju Nt ju Nt Nt  


   


 

2
(2)2
2 1 2 12

( )

2

ju
Nt ju ju Nt 


    


. 

Таким образом получили, что распределение вероятностей 

числа заявок, наступивших в двумерном маркированном ММРР, 

можно аппроксимировать двумерным нормальным распределе-

нием, которое определяется асимптотическими средними (1)
1 Nt 

и (2)
1 Nt, дисперсиями (1)

2 Nt и (2)
2 Nt и ковариацией κ12Nt чис-

ла событий первого и второго типов, наступивших в двумерном 

маркированном ММРР за время t.  

4. Численный пример 

Опишем алгоритм построения аппроксимации распределе-

ния вероятностей числа заявок, наступивших в высокоинтен-

сивном двумерном маркированном ММРР. 

Алгоритм построения гауссовской аппроксимации рас-

пределения вероятностей числа заявок, наступивших в вы-

сокоинтенсивном двумерном маркированном ММРР. 

1.  Задание значений параметров потока: элементов матриц 

Q, Λ(1), Λ(2), значение параметра N. 

2.  Нахождение стационарного распределения вероятностей r 

управляющего ММРР-потоком процесса m(t), которое опреде-

ляется системой уравнений rQ = 0, re = 1. 
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3.  Нахождение параметров (1)
1 , (2)

1  по формулам (14). 

4.  Нахождение векторов g1, g2 как решение матричных си-

стем уравнений (26) и (27). 

5.  Нахождение параметров (1)
2 , (2)

2 , κ12 по формулам (25). 

6.  Построение двумерной гауссовской плотности p(x1, x2) 

распределения вероятностей числа заявок, наступивших в высо-

коинтенсивном двумерном маркированном ММРР с математи-

ческими ожиданиями (1)
1 Nt и (2)

1 Nt, дисперсиями (1)
2 Nt 

и (2)
2 Nt, ковариацией κ12Nt числа событий первого и второго 

типов. 

(41) 

 
1 2

(1) (2) 2
2 2 12

1
( , )

2 1 ( )
p x x

Nt Nt Nt   
 

   
 

 
 

2
(1)

1 1

(1)2
212

1
exp

2 1 ( )

x Nt

NtNt





       

 

    
2

(2) (2) (2)
1 1 2 2 2 1

12 (2)(1) (2)
22 2

2
x Nt x Nt x Nt

Nt
NtNt Nt

  


 

  
 
 

. 

7.  Построение аппроксимации двумерного дискретного рас-

пределения вероятностей P(n1, n2) числа событий, наступивших 

в высокоинтенсивном двумерном маркированном ММРР, по 

формуле 

(42) 

1 2

1 2
1 2

1 2
0 0

( , )
( , )

( , )
n n

p n n
P n n

p n n
 

 



 

. 

Для предложенной модели двумерного маркированного 

ММРР положим 

(1) (2)

1 0,4 0,6 1 0 0 0,3 0 0

0,2 0,5 0,3 , 0 2 0 , 0 0,1 0

0,3 0,4 0,7 0 0 3 0 0 0,2

     
     

   
     
          

Q Λ Λ , 

N = 30, t = 1 
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Решая систему rQ = 0, re = 1, получим 

r = {0,197; 0,444; 0,359}. 

Для рассматриваемых исходных данных Q, Λ(1), Λ(2), N, t 

значения (1)
1 , (2)

1 , (1)
2 , (2)

2 , 12  составляют 

(1) (2) (1) (2)
1 1 2 2 122,162, 0,175, 3,001, 0,272, 0,226.           

График аппроксимаций дискретного распределения вероят-

ностей P(n1, n2) числа событий, наступивших в высокоинтен-

сивном двумерном маркированном ММРР, представлен 

на рис. 1. 

 

Рис. 1. Двумерная гауссовская аппроксимация распределения 

вероятностей P(n1, n2) числа заявок, наступивших 

в высокоинтенсивном двумерном маркированном ММРР 
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5. Заключение 

На основе реализации метода асимптотического анализа 

в предельном условии высокой интенсивности наступления со-

бытий и введения неограниченно возрастающего параметра N 

построена гауссовская двумерная аппроксимация распределения 

вероятностей числа событий, наступивших в высокоинтенсив-

ном двумерном маркированном ММРР за время t. При этом па-

раметры гауссовской аппроксимации находятся с использовани-

ем достаточно простых математических процедур, без примене-

ния сложных преобразований, требующих многократного дву-

мерного интегрирования. Для целей исследования нагрузки на 

многомодальные системы важно, что мы получаем именно 

оценку двумерного распределения, т.е. можем учитывать взаи-

мосвязь нагрузки одного и второго типа. А относительная про-

стота полученных формул позволяет рассчитывать эту зависи-

мость для разных соотношений параметров потока и оценивать 

чувствительность общей нагрузки от них. 
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Abstract: This paper considers a mathematical model of a heterogeneous flow in the 

form of a two-dimensional marked MMPP. The study of such models is necessary to 

analyze the load on multimodal systems. Multimodal interfaces are capable of pro-

cessing multiple natural human input methods, each of which requires specific re-

sources for recognition, processing and transmission. To design such systems, it is 
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necessary to estimate the required resources. These estimates can be based on the 

joint probability distribution of the number of calls of each type over a certain peri-

od of time. The paper proposes an asymptotic method to estimating the two-

dimensional probability distribution of the number of arrivals in a high-intensity 

marked Markov Modulated Process. The limiting condition of high intensity is de-

termined by the parameter of the rate of arrivals in the process over a certain time. 

The asymptotic analysis method is carried out in two stages. At the first stage, the 

parameters are obtained that determine the asymptotic mean numbers of arrivals of 

the first and second types that occurred in the high-intensity flow. At the second 

stage, the parameters are found that determine the asymptotic variances and the 

covariance of the number of events of the first and second types. It is shown that the 

limiting distribution of the number of events that occurred in a high-intensity 

marked MMPP is a two-dimensional Gaussian. The resulting formulas for finding 

the distribution and its characteristics have fairly simple expressions, the unknowns 

in which are found by solving systems of linear equations. 

Keywords: Marked MMPP, asymptotic analysis method, multimodal sys-

tem. 
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