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Аннотация. Разработан метод решения краевых задач релаксации остаточных напряжений во
вращающемся поверхностно упрочненном призматическом образце в условиях высокотемпера-
турной ползучести. Задача моделирует напряженно-деформированное состояние поверхностно
упрочненного призматического стержня, торцевое сечение которого закреплено на абсолютно
жестком диске, вращающегося с постоянной угловой скоростью. На первом этапе решена
задача реконструкции полей остаточных напряжений и пластических деформаций после
процедуры упрочнения, играющих роль начального напряженно-деформированного состояния.
На втором этапе решается задача релаксации остаточных напряжений в условиях ползучести.
Выполнено детальное исследование влияния угловой скорости на интенсивность релаксации
остаточных напряжений в различных сечениях по осевой координате для призматического
образца 10×10×150 мм из сплава ЭП742 при температуре 650 ∘C после ультразвукового
механического упрочнения одной из его граней. Анализ результатов расчета позволил уста-
новить, что для угловой скорости, изменяющейся от 1500 до 2500 об/мин, наблюдается
нетривиальный эффект, заключающийся в том, что релаксация остаточных напряжений
в более нагруженных сечениях, находящихся под действием осевых растягивающих напря-
жений вследствие вращения, происходит менее интенсивно, чем в «хвостовом» сечении,
где осевая нагрузка равна нулю. Полученные в работе результаты могут быть полезными
при оценке эффективности поверхностно упрочненных вращающихся деталей в условиях
высокотемпературной ползучести.
Ключевые слова: остаточные напряжения, поверхностное пластическое деформирование,
вращающийся призматический образец, ползучесть, релаксация
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Abstract. A method for solving boundary problems of relaxation of residual stresses in a rotating
surface-hardened prismatic specimen under high-temperature creep conditions has been developed.
The problem models the stress-strain state of a surface-hardened prismatic rod with one end fixed
to an infinitely rigid disk rotating at a constant angular velocity. In the first stage, we solve the
problem of reconstructing fields of residual stresses and plastic deformations after the hardening
procedure, which play the role of the initial stress-strain state, is solved. In the second stage,
we address the problem of relaxation of residual stresses under creep conditions is addressed. A
detailed study of the influence of angular velocity on the intensity of residual stress relaxation
in different sections along the axial coordinate is carried out for a 10×10×150 mm prismatic
specimen made of EP742 alloy at a temperature of 650 ∘C, following ultrasonic mechanical
hardening of one of its faces. The analysis of the calculation results revealed that for angular
velocities ranging from 1500 rpm to 2500 rpm, a non-trivial effect is observed. The relaxation
of residual stresses in more stressed sections experiencing axial tensile stresses due to rotation
occurs less intensively than in the “tail” section, where the axial load is zero. The obtained
results from this study can be useful in assessing the effectiveness of surface-hardened rotating
components under high-temperature creep conditions.
Keywords: residual stresses, surface plastic deformation, rotating prismatic specimen, creep,
relaxation
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Введение

Технологии поверхностного пластического упрочнения широко используются для
повышения ресурса деталей ответственных элементов конструкций в авиадвигателе-
строении, энергетическом машиностроении и других отраслях промышленности. Это
обусловлено образованием полей остаточных напряжений в приповерхностном слое
материала деталей, с которыми связывается улучшение ряда показателей надежности:
повышаются микротвердость и предел выносливости при много- и малоцикловом
нагружении, улучшаются трибологические характеристики и другие показатели [1–
11]. Решение краевых задач, связанных с оценкой кинетики остаточных напряжений
в процессе ползучести, состоит из двух этапов. На первом этапе необходимо решить
задачу реконструкции (формирования) остаточных напряжений и пластических де-
формаций после процедуры поверхностного упрочнения. Здесь можно выделить два
подхода для решения этой задачи. В ряде публикаций авторы используют феноме-
нологический подход, базирующийся на экспериментально известной информации о
распределении одной или двух компонент тензора остаточных напряжений [12–17].
Такая постановка задач соответствует классу обратных краевых задач, и их решение
даже в упругой постановке представляет большие трудности [18,19].

Существенное продвижение в области теоретических методов реконструкции оста-
точных напряжений связано с многократно возросшими возможностями прямого
математического моделирования технологических процессов (обработка микроша-
риками, обкатка роликом, алмазное выглаживание и др.) на основе современного
программного обеспечения в многочисленных коммерческих пакетах, базирующихся
в основном на методе конечных элементов. Например, в [20] за счет варьирования
технологических параметров обработки поверхности микрошариками (длительность
обработки, скорость и направление макрошариков и др.) для трехмерного случая
удалось получить поля остаточных напряжений и исследовать влияние технологиче-
ских параметров на их характер и величину. Аналогичные подходы реализованы в
исследованиях [21–26].

Однако многочисленные попытки прямого моделирования процесса упрочнения
в большинстве случаев позволяют получить распределение остаточных напряжений
лишь на качественном уровне, поскольку учесть все параметры реального технологиче-
ского процесса поверхностного пластического упрочнения сложно, а зачастую, в силу
различных стохастических возмущений, и невозможно. На втором этапе исследования
полученное остаточное напряженно-деформированное состояние после упрочнения
используется в краевых задачах ползучести упрочненных элементов конструкций
для оценки скорости релаксации остаточных напряжений и эффективности методов
поверхностного пластического упрочнения для деталей при высокой температуре.
Данная тематика находится в активной разработке. В частности, решен ряд задач
для полых и сплошных поверхностно упрочненных цилиндрических деталей в усло-
виях квазистатического нагружения при кручении, внутреннем давлении, осевом
растяжении, чистой термоэкспозиции (температурная выдержка без приложения си-
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ловых нагрузок) и их различных комбинациях [27–30], а также при дополнительных
кинематических ограничениях на осевые и угловые перемещения [31–33]. Важный
класс задач связан с учетом влияния массовых сил при вращении на релаксацию
остаточных напряжений, имеющих прозрачный интерес в области авиадвигателестро-
ения и энергетического машиностроения. Первая попытка решения задач такого типа
предпринята для поверхностно упрочненного цилиндра в [34]. Здесь методика расчета
основана на использовании приближенного метода [15], согласно которому полага-
лось, что поскольку толщина поверхностного упрочненного слоя мала по сравнению
с радиусом цилиндрического образца, то этот слой не оказывает существенного влия-
ния на жесткость и деформируемость самого цилиндра. Поэтому тонкий упрочненный
слой представлялся «наклеенным» на цилиндр и деформирующимся с ним в режиме
«жесткого» нагружения под действием осевой растягивающей силы, но оценить по-
грешность этого метода теоретически не представляется возможным. Впервые точное
(но численное) решение задачи о релаксации остаточных напряжений при вращении
сплошного упрочненного цилиндра в условиях ползучести приведено в [35].

В настоящей работе обобщается подход [35] применительно к вращающемуся
поверхностно упрочненному призматическому образцу.

1. Постановка задачи

Рассматривается вращающийся поверхностно упрочненный призматический обра-
зец в условиях высокотемпературной ползучести. Геометрические параметры образца
и введенная для дальнейшего исследования декартова система координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍
представлены на рис. 1.

Рис. 1. Схема растяжения призматического образца от действия центробежной
силы 𝑁 при вращении с угловой скоростью 𝜔

Fig. 1. The stretching scheme of a prismatic specimen under the action of the
centrifugal force 𝑁 during rotation with an angular velocity 𝜔

Грань в плоскости 𝑋𝑂𝑌 консольно (жестко) закреплена, что можно трактовать
как стержень, закрепленный на абсолютно жестком диске радиуса 𝑅1. Вращение
задается относительно оси 𝐴𝐴1 с угловой скоростью 𝜔. Система координат жестко
связана с вращающимся призматическим образцом. Одна из его граней подвержена
процедуре поверхностного пластического деформирования (залита темным цветом на
рис. 1), и в тонком приповерхностном слое сформировано поле остаточных напряже-
ний. При вращении в объеме образца возникает неоднородное осевое напряженное
состояние за счет переменной нагрузки 𝑁(𝑧), под действием которой развиваются
деформации ползучести в каждом сечении, ортогональном оси 𝑂𝑍, и происходит
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перераспределение (релаксация) остаточных напряжений в тонком приповерхностном
слое. Целью работы является разработка метода расчета релаксации наведенных
остаточных напряжений после процедуры поверхностного пластического упрочнения
в призматическом образце в поле массовых сил в условиях ползучести материала.

Последовательность решения сформулированной задачи аналогична изложенной
в работе [35] и состоит из реализации следующих этапов:

1) реконструкция полей остаточных напряжений и пластических деформаций после
процедуры упрочнения при нормальной («комнатной») температуре 𝑇 = 𝑇0;

2) перерасчет полей остаточных напряжений при приложении температурно-сило-
вых стационарных нагрузок от вращения и изменении температуры со значения
𝑇 = 𝑇0 (модуль Юнга материала 𝐸0) до температуры «эксплуатации» 𝑇 = 𝑇1
(𝑇1 > 𝑇0, модуль Юнга при этой температуре 𝐸1);

3) расчет релаксации остаточных напряжений в упрочненном призматическом
образце вследствие ползучести при температуре 𝑇 = 𝑇1.

2. Напряженно-деформированное состояние вращающегося
призматического образца

Рассмотрим сначала закон изменения осевого напряжения во вращающемся не-
упрочненном призматическом образце. Величина центробежной силы от вращения,
действующей на элемент объема 𝐻×𝐻×𝑑𝑧 (см. рис. 1), определяется формулой [36]

𝑑𝑁 = 𝜔2(𝑅1 + 𝑧)𝜌𝐹 (𝑧)𝑑𝑧, 0 6 𝑧 6 𝑙 = 𝑅2 −𝑅1, (1)

где 𝜔— угловая скорость; 𝜌 = 𝛾/𝑔— плотность материала; 𝛾 — удельный вес; 𝑔— уско-
рение свободного падения; 𝐹 (𝑧) — площадь поперечного сечения (в рассматриваемом
случае 𝐹 (𝑧) = 𝐻2 = const). Из (1) получаем

𝑁(𝑧) = 𝜌𝜔2

∫︁ 𝑙

𝑧

(𝑅1 + 𝜉)𝐹 (𝜉)𝑑𝜉. (2)

Учитывая, что 𝐹 (𝑧) = const, из (2) для напряжения 𝜎0(𝑧) = 𝑁(𝑧)/𝐹 имеем

𝜎0
𝑧(𝑧) = 𝜌𝜔2

[︁
𝑅1(𝑙 − 𝑧) +

𝑙2 − 𝑧2

2

]︁
. (3)

Формулу (3) с учетом обозначения 𝑙 = 𝑅2 −𝑅1 можно представить в виде

𝜎0
𝑧(𝑧) =

1

2
𝜌𝜔2𝑅2

2

[︁
1 −

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
, 0 6 𝑧 6 𝑅2 −𝑅1. (4)

Из формул (3) и (4) следует, что при 𝜔 = const осевое напряжение 𝜎0
𝑧(𝑧) при фикси-

рованной величине 𝑧 не зависит от времени. Этот факт используется в дальнейшем
при «наложении» на поле остаточных напряжений «эксплуатационных» нагрузок от
осевых напряжений.

3. Реконструкция остаточных напряжений и пластических
деформаций после упрочнения

Задача реконструкции остаточных напряжений и пластических деформаций в пред-
положении, что все компоненты тензоров напряжений и деформаций зависят лишь от
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координаты 𝑦, использования гипотез плоских сечений и анизотропии упрочнения по
координатам 𝑥 и 𝑧 (см. рис. 1), решена в [12], и получены следующие соотношения:

𝜎res
𝑧 =

1 + 𝛼𝜈

𝛼 + 𝜈
𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑥 = − 𝛼(1 − 𝜈2)

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 ,

𝑞𝑧 = − 1 − 𝜈2

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑦 =

(1 + 𝛼)(1 − 𝜈2)

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 ,

(5)

где 𝜎res
𝑥 = 𝜎res

𝑥 (𝑦), 𝜎res
𝑧 = 𝜎res

𝑧 (𝑦) — компоненты тензора остаточных напряжений;
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑦), 𝑞𝑦 = 𝑞𝑦(𝑦), 𝑞𝑧 = 𝑞𝑧(𝑦) — компоненты тензора остаточных пластических
деформаций; 𝐸0 — модуль Юнга при температуре упрочнения; 𝜈 — коэффициент Пуас-
сона; 𝛼— феноменологический параметр, характеризующий анизотропию компонент
𝑞𝑥 и 𝑞𝑧 вследствие технологии упрочнения [12]. Остальные компоненты тензоров
остаточных напряжений и пластических деформаций полагаются равными нулю, по-
скольку их значения (по модулю) на порядок меньше, чем у представленных в (5) [12].
Таким образом, для реконструкции остаточного напряженно-деформированного со-
стояния необходимо иметь аналитическое выражение для компоненты 𝜎res

𝑥 = 𝜎res
𝑥 (𝑦),

0 6 𝑦 6 𝐻. В дальнейших расчетах используются экспериментальные данные после
одностороннего ультразвукового упрочнения призматического образца прямоугольного
сечения из сплава ЭП742 для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦), приведенные в работе [12]
и представленные лишь в области сжатия материала.

Экстраполяция экспериментальных данных на все значения 0 6 𝑦 6 𝐻 выполнена
с использованием зависимости

𝜎res
𝑥 (𝑦) = 𝜎0 − 𝜎1 exp

(︁
−(𝑦 − 𝑦*)2

𝑏2

)︁
, (6)

где 𝜎res
𝑥 (𝑦*) = min

06𝑦6𝐻
𝜎𝑥(𝑦); 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏— параметры, методика определения которых

с использованием условия самоуравновешенности эпюры остаточных напряжений
изложена в [12].

В частном случае изотропного упрочнения (обработка дробью, ультразвуковое
(механическое) упрочнение, термопластическое упрочнение и другие технологии)
параметр 𝛼 = 1 [12] и формулы (5) принимают более простой вид:

𝜎res
𝑧 = 𝜎res

𝑥 , 𝑞𝑥 = 𝑞𝑧 = −1 − 𝜈

𝐸0

𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑦 =

2(1 − 𝜈)

𝐸0

𝜎res
𝑥 . (7)

4. Расчет напряженно-деформированного состояния
при мгновенном приложении температурно-силового
нагружения

Рассмотрим следующую схему нагружения поверхностно упрочненного призмати-
ческого образца: сначала образец прогревается (условно мгновенно) с температуры
упрочнения 𝑇0 (модуль Юнга 𝐸0) до температуры «эксплуатации» 𝑇1 (модуль Юн-
га 𝐸1), а затем цилиндр начинает вращаться с угловой скоростью 𝜔. Предполагается,
что при температурно-силовом нагружении не возникают вторичные пластические
деформации, т. е. происходит упругая догрузка упрочненного образца. Поэтому
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑦) не зависит от температуры, и второе соотношение (5) для температуры 𝑇1
можно записать в виде

𝑞𝑥(𝑦) = − 𝛼(1 − 𝜈2)

𝐸1(𝛼 + 𝜈)

𝐸1

𝐸0

· 𝜎res
𝑥 (𝑦). (8)
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Соотношение (8) по форме будет аналогично второму соотношению (5), если все
эпюры остаточных напряжений умножить на коэффициент 𝐸1/𝐸0. В результате
получаем распределение остаточных напряжений при температуре 𝑇1.

При расчете напряженно-деформированного состояния в условиях ползучести при
вращении с угловой скоростью 𝜔 и температуре 𝑇1 в любой момент времени 𝑡 в даль-
нейшем будем использовать следующие обозначения: 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡) — для компонент
тензора напряжений; 𝜀𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑒𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑝𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡) — для компонент тензоров полной,
упругой и реологической деформаций соответственно, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. Тогда в начальный
момент времени при 𝑡 = 0 имеем:

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0) =
𝜌𝜔2𝑅2

2

2

[︁
1 −

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
+
𝐸1

𝐸0

𝜎res
𝑧 (𝑦),

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0) =
𝐸1

𝐸0

𝜎res
𝑥 (𝑦),

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧, 0) =
1

𝐸1

[𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0) − 𝜈𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0)] + 𝑞𝑧(𝑦),

𝜀𝑥(𝑦, 𝑧, 0) =
1

𝐸1

[𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0) − 𝜈𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0)] + 𝑞𝑥(𝑦),

где 𝜎res
𝑥 (𝑦), 𝜎res

𝑧 (𝑦) — остаточные напряжения после упрочнения, определяемые форму-
лами (5), (6).

5. Расчет релаксации остаточных напряжений во вращающемся
призматическом образце в условиях ползучести

Решить аналитически поставленную задачу релаксации остаточных напряжений
при ползучести невозможно в силу нелинейности любой теории ползучести для ме-
таллических материалов. Поэтому в настоящей работе разработан численный метод.
Учитывая неоднородность напряженного состояния для компоненты 𝜎0

𝑧(𝑧), задаваемого
(1), и его стационарность по координате 𝑧 ∈ [0, 𝑙] при вращении, выполняется дис-
кретизация призматического образца по этой координате: 0 = 𝑧0 < 𝑧1 < · · · < 𝑧𝑁 = 𝑙
с постоянным шагом ∆𝑧 = 𝑙/𝑁 , где 𝑁 — количество отрезков разбиения. Далее
упрочненный образец рассматривается как составной стержень из 𝑁 элементарных
стержней прямоугольного сечения с высотой ∆𝑧, при этом в каждом сечении на-
пряжение 𝜎0

𝑧(𝑧) (𝑧𝑖−1 6 𝑧 6 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁) можно считать постоянным. В связи
с этим расчет релаксации остаточных напряжений в каждом сечении 𝑧 = 𝑧𝑘 вращаю-
щегося образца можно выполнять автономно, полагая, что в этом сечении действует
постоянная нагрузка 𝜎0

𝑧(𝑧𝑘).
Для каждого элементарного стержня вводится гипотеза плоских сечений в виде

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡), 𝜀𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

Тогда в любой момент времени справедливы следующие равенства:

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝑒𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),
𝜀𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝑒𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

(9)

Величины 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) имеют представление

𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) =
1

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),

𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) = − 𝜈

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

(10)
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Тогда (9) с учетом (10) преобразуются к виду

1

𝐸1

[︀
𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) − 𝜈𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
+ 𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) =

1

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),

1

𝐸1

[︀
𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) − 𝜈𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
+ 𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = − 𝜈

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

Решая полученную систему относительно 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), находим

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) +

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡)

)︀
−

−
(︀
𝑞𝑧(𝑦) + 𝜈𝑞𝑥(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

)︀]︀
,

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) =
𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡)

)︀
−

−
(︀
𝑞𝑥(𝑦) + 𝜈𝑞𝑧(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

)︀]︀
.

(11)

Однако для реализации расчетов напряжений 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) на основании
(11) необходимо знать величины 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) и 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡), которые пока неизвестны. Для
их определения запишем условия равенства внутренних и внешних сил, действующих
в любом сечении, параллельном координатным плоскостям 𝑍𝑂𝑌 и 𝑋𝑂𝑌 :∫︁ 𝐻

0

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝐻

0

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘)𝑑𝑦,

∫︁ 𝐻

0

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)𝑑𝑦 = 0. (12)

Подставляя (11) в (12), учитывая, что при 𝑧 = 𝑧𝑘 величина 𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) = const, решая

полученную систему уравнений относительно 𝑝0𝑥 и 𝑝0𝑧, окончательно находим

𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) =

∫︁ 𝐻

0

[𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)]𝑑𝑦,

𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) =

∫︁ 𝐻

0

[𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)]𝑑𝑦.

(13)

Объединяя (11) и (13), получаем систему для расчета кинетики остаточных напряже-
ний 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) в процессе ползучести во вращающемся упрочненном приз-
матическом образце. Начальные условия для этой системы следующие: 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 0) = 0;
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 0) = 0.

Таким образом, если известны компоненты тензора деформаций ползучести
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), то величины 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) определяются из си-
стемы (11), (13). Для определения деформации ползучести используется теория,
описывающая первую и вторую стадии ползучести и имеющая для рассматриваемого
в настоящей работе сложного напряженного состояния в призматическом образце
следующий вид [37]:

𝑝𝑗(𝑡) = 𝑣𝑗(𝑡) + 𝑤𝑗(𝑡);⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣𝑥(𝑡) = (1 + 𝜇′′)𝛽𝑥(𝑡) − 𝜇′′(︀𝛽𝑥(𝑡) + 𝛽𝑧(𝑡)

)︀
,

𝑣𝑧(𝑡) = (1 + 𝜇′′)𝛽𝑧(𝑡) − 𝜇′′(︀𝛽𝑧(𝑡) + 𝛽𝑥(𝑡)
)︀
;

�̇�𝑗(𝑡) =

{︃
𝜆𝐵𝑗(𝑡), 𝐵𝑗(𝑡)𝜎𝑗(𝑡) > 0,

0, 𝐵𝑗(𝑡)𝜎𝑗(𝑡) 6 0,

𝐵𝑗(𝑡) = 𝑎(𝑆(𝑡)/𝜎**)𝑛−1(𝜎𝑗(𝑡)/𝜎
**) − 𝛽𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑥, 𝑧;

�̇�𝑧(𝑡) = 𝑐
(︁𝑆(𝑡)

𝜎**

)︁𝑚−1(︁𝜎𝑧(𝑡) − 1
2
𝜎𝑥(𝑡)

𝜎**

)︁
;

�̇�𝑥(𝑡) = 𝑐
(︁𝑆(𝑡)

𝜎**

)︁𝑚−1(︁𝜎𝑥(𝑡) − 1
2
𝜎𝑧(𝑡)

𝜎**

)︁
,

(14)
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где 𝑝𝑗(𝑡), 𝑣𝑗(𝑡), 𝑤𝑗(𝑡) — компоненты тензоров полной деформации ползучести, вяз-
копластической деформации и деформации вязкого течения соответственно; 𝜇′′ —
аналог коэффициента Пуассона для компонент 𝑣𝑥(𝑡), 𝑣𝑧(𝑡) (по рекомендации [37]
можно использовать 𝜇′′ = 0,42); 𝑆(𝑡) =

√︀
𝜎2
𝑥(𝑡) + 𝜎2

𝑧(𝑡) − 𝜎𝑥(𝑡)𝜎𝑧(𝑡) — интенсивность
напряжений; 𝜎**, 𝜆, 𝑎, 𝑛, 𝑐, 𝑚— параметры модели, методика идентификации которых
хорошо известна и изложена в [37].

Начальные условия для уравнений (14) имеют следующий вид:

𝑣𝑗(0) = 𝑤𝑗(0) = 𝛽𝑗(0) = 0, 𝑗 = 𝑥, 𝑧. (15)

С использованием теории ползучести (14) рассчитываются значения 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)
и 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), входящие в формулы (11) и (13). Эти величины рассчитываются численно
«шагами» по времени. Суть метода состоит в следующем. Сначала осуществляется дис-
кретизация по временной координате 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝐾 = 𝑡* с шагом ∆𝑡𝑖 = 𝑡𝑖+1−𝑡𝑖
(𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐾 − 1) и по пространственной переменной 0 = 𝑦0 < 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑀 = 𝐻
(𝐻 — толщина образца, см. рис. 1). Пусть нам известны значения всех функций,
входящих в (14) в каждой точке (𝑡𝑖, 𝑦𝑗), а значит, известны и значения 𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),
𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖). Тогда на основании (14) вычисляются приращения компонент деформа-
ции ползучести ∆𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖), ∆𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) за шаг времени ∆𝑡𝑖, при этом приращения
соответствующих величин, входящих в дифференциальные соотношения (14), вычис-
ляются, например, по методу Эйлера. Далее находятся значения

𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1) = 𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) + ∆𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),

𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1) = 𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) + ∆𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),

а затем по формулам (11), (13) определяются 𝜎𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1), 𝜎𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1), и процесс
итерационно продолжается до достижения значением времени заданного интервала
расчета 𝑡 = 𝑡𝑁 = 𝑡*. На первом шаге при ∆𝑡0 = 𝑡1 − 𝑡0 используются начальные
условия (15) и значения напряжений 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 0) и 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 0) в момент приложения
температурно-силового нагружения.

Рассмотрим теперь температурно-силовую разгрузку после ползучести в момент
времени 𝑡 = 𝑡* + 0. Пусть сначала осуществляется силовая упругая разгрузка, т. е.
полагается 𝜔 = 0. Тогда получаем соотношения для остаточных напряжений из (11)

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*) =

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀
−

−
(︀
𝑞𝑧(𝑦) + 𝜈𝑞𝑥(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀]︀
,

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*) =

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀
−

−
(︀
𝑞𝑥(𝑦) + 𝜈𝑞𝑧(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀]︀
.

(16)

Чтобы найти остаточные напряжения после температурной разгрузки с температуры
𝑇1 до температуры 𝑇0, достаточно в (16) 𝐸1 заменить на 𝐸0.

6. Результаты расчетов и их анализ
В модельных расчетах использовался призматический образец из сплава ЭП742

с геометрическими размерами 10×10×150 мм после ультразвукового (механическо-
го) упрочнения1 при нормальной («комнатной») температуре 𝑇0 = 20 ∘C (модуль

1Здесь величина параметра анизотропии в формулах (5) 𝛼 = 1 и остаточное напряженно-деформи-
рованное состояние задается соотношениями (7).
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Юнга при этой температуре 𝐸0 = 2.21 · 105 МПа). Расчет релаксации остаточ-
ных напряжений осуществлялся при температуре 𝑇1 = 650 ∘C (модуль Юнга при
этой температуре 𝐸1 = 1.79 · 105 МПа) при четырех значениях скорости вращения
𝜔 = {1500; 2000; 2500; 3000} об/мин и длительности «испытаний» 100 ч. Плотность
материала 𝜌 = 83200 г/м3, коэффициент 𝜈 = 1/3 полагался независимым от темпе-
ратуры. Численные значения геометрических параметров (см. рис. 1) следующие:
𝑅1 = 517 мм, 𝑅2 = 667 мм. Значения параметров модели ползучести (14) сплава
ЭП742 при температуре 650 ∘C приведены в [38]: 𝜎** = 500 МПа; 𝜆 = 0.022 1/ч;
𝑎 = 6.1 · 10−3; 𝑛 = 3.29; 𝑚 = 14.3; 𝑐 = 0.722 · 10−6.

Расчеты для оценки кинетики остаточных напряжений во вращающемся образце
в условиях ползучести выполнялись в пяти сечениях при значениях 𝑧 = 0 (условно —
«корневое» сечение), 37.5 мм, 75.0 мм, 112.5 мм, 150.0 мм (условно — «хвостовое»
сечение).

На первом этапе выполнена реконструкция напряженно-деформированного со-
стояния образца из сплава ЭП742 после ультразвукового упрочнения его грани с
использованием экспериментальных данных для режима упрочнения, длительностью
20 с, приведенных для компоненты 𝜎res

𝑥 = 𝜎res
𝑥 (𝑦) в работе [12] и представленных на

рис. 2 сплошной линией. Используя методику этой работы, определены параметры
аппроксимации (6): 𝜎0 = 119.2 МПа; 𝜎1 = 1230.7 МПа; 𝑏 = 0.097 мм. Результаты
аппроксимации приведены на рис. 2 штриховой линией. И, наконец, с использованием
(6) и (7) определены компоненты тензоров остаточных напряжений и пластических де-
формаций. Еще раз отметим, что в соотношениях (5) при ультразвуковом упрочнении
параметр анизотропии упрочнения 𝛼 = 1.

На втором этапе выполнялся расчет осевых остаточных 𝜎0
𝑧(𝑧), вызванных вра-

щением, по формуле (4) при различных значениях 𝜔. Соответствующие графики
приведены на рис. 3.

Рис. 2. Экспериментальная (сплошная ли-
ния) и расчетная (штриховая линия) эпю-
ры остаточных напряжений в поверхност-
ном слое призматического образца (сплав
ЭП742) после ультразвукового упрочнения

Fig. 2. Experimental (solid line) and
calculated (dashed line) profiles of residual
stresses in the surface layer of a prismatic
sample (EP742 alloy) after ultrasonic

strengthening

Рис. 3. Распределение осевого напряже-
ния 𝜎0

𝑧 в сечениях образца при различной
скорости вращений 𝜔: 1 — 1500 об/мин;
2 — 2000 об/мин; 3 — 2500 об/мин; 4 —

3000 об/мин

Fig. 3. Distribution of the axial stress 𝜎0
𝑧 in

the cross-sections of the sample at different
rotation speeds 𝜔: 1 — of 1500 rpm; 2 — of
2000 rpm; 3 — of 2500 rpm; 4 — 3000 rpm
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На заключительном этапе выполнялся расчет релаксации остаточных напряжений
в процессе ползучести образца за время 100 ч в условиях температурно-силового
нагружения с последующей температурно-силовой разгрузкой образца в момент вре-
мени 𝑡* = 100 ч. Наибольший интерес представляет анализ кинетики компоненты
𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), поскольку здесь на первоначально наведенное после процедуры упрочнения
напряженное состояние накладывается «рабочее» внешнее напряжение, вызванное
вращением образца. В качестве примера на рис. 4, a–в приведены эпюры распределе-
ния этой компоненты при 𝜔 = 1500 об/мин (157.1 рад/с) в сечениях 𝑧 = 0, 𝑧 = 75 мм
и 𝑧 = 150 мм соответственно, и аналогично на рис. 4, г–е приведены зависимости
в «корневом» сечении 𝑧 = 0 при 𝜔 = 2000 об/мин (209.4 рад/с), 𝜔 = 2500 об/мин
(261.8 рад/с), 𝜔 = 3000 об/мин (314.2 рад/с). Отметим, что распределение оста-
точных напряжений 𝜎𝑧 в «хвостовом» сечении (рис. 4, в) не зависит от величины
угловой скорости 𝜔, поскольку осевое растягивающее напряжение от вращения при
𝑧 = 150 мм в этом сечении отсутствуют. Здесь фактически наблюдается релаксация
остаточных напряжений в условиях чистой термоэкспозиции.

Анализ зависимостей на рис. 4, а–в свидетельствует, что при 𝜔 = 1500 об/мин
релаксация напряжений в сечениях, где осевое растягивающее напряжение выше,
происходит менее интенсивно, чем в «хвостовом» сечении (𝑧 = 150 мм), где осевая
нагрузка от вращения равна нулю.

Это следует из сравнения кривой 1, которая соответствует распределению напря-
жения 𝜎𝑧 после процедуры упрочнения, с кривой 6, которая соответствует распреде-
лению этой компоненты после ползучести в течение 100 ч с последующей темпера-
турно-силовой разгрузкой. Аналогичный эффект наблюдался при 𝜔 = 2000 об/мин
и 𝜔 = 2500 об/мин. Отметим, что максимальные осевые растягивающие напряжения
от вращения в «корневом» сечении не превосходят 500 МПа (см. рис. 3) при этих трех
значениях угловой скорости. Таким образом, в этом диапазоне изменения 𝜔 наличие
растягивающих осевых напряжений приводит к замедлению процесса релаксации
остаточных напряжений по сравнению с условиями чистой термоэкспозиции в сечении
𝑧 = 150 мм, где ползучесть происходит только под действием остаточных (собствен-
ных) напряжений. Аналогичный нетривиальный вывод получен и в работе [35] при
исследовании релаксации остаточных напряжений во вращающемся цилиндрическом
образце.

а / a б / b
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в / c г / d

д / e е / f

Рис. 4. Кинетика компоненты остаточных напряжений 𝜎𝑧(𝑦, 𝑡) в условиях ползучести при
𝜔 = 1500 об/мин в сечениях 𝑧 = 0 (а ), 𝑧 = 75 мм (б), 𝑧 = 150 мм (в); в сечении 𝑧 = 0
при 𝜔 = 2000 об/мин (г), при 𝜔 = 2500 об/мин (д), при 𝜔 = 3000 об/мин (е). Расчетные
значения: 1 — после процедуры упрочнения при 20 ∘C в момент времени 𝑡 = 0− 0; 2 — после
температурной нагрузки до 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 0+ 0; 3 — после силовой нагрузки от
вращения при 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 0 + 0; 4 — после ползучести при температурно-
силовой нагрузке при 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 100− 0 ч; 5 — после силовой разгрузки
при 650 ∘C при 𝑡 = 100 + 0 ч; 6 — после температурной разгрузки до 20 ∘C в момент времени

𝑡 = 100 + 0 ч

Fig. 4. The kinetics of residual stresses component 𝜎𝑧(𝑦, 𝑡) under creep conditions at 𝜔 = 1500 rpm
in sections 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 mm (b), 𝑧 = 150 mm (c); in the section 𝑧 = 0 at 𝜔 = 2000 rpm (d),
at 𝜔 = 2500 rpm (e), at 𝜔 = 3000 rpm (f). Calculated values: 1 — after the hardening procedure
at 20 ∘C at time 𝑡 = 0−0; 2 — after temperature loading up to 650 ∘C at time 𝑡 = 0+0; 3 — after
force loading from rotation at 650 ∘C at time 𝑡 = 0 + 0; 4 — after creep under temperature-force
loading at 650 ∘C at time 𝑡 = 100−0 h; 5 — after force unloading at 650 ∘C at time 𝑡 = 100+0 h;

6 — after temperature unloading to 20 ∘C at time 𝑡 = 100 + 0 h

Проанализируем теперь процесс релаксации остаточных напряжений 𝜎𝑧 в «корне-
вом» сечении (𝑧 = 0) в зависимости от величин угловой скорости, сравнивая кривые
1 и 6 на рис. 4, а, г–е. Здесь наблюдается немонотонная зависимость скорости
релаксации от 𝜔 (или то же самое — от осевого растягивающего напряжения): при
𝜔 ∈ [1500; 2000] об/мин процесс релаксации замедляется (значения напряжения 𝜎𝑧
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при 100 часах (кривая 6) по модулю увеличиваются) с увеличением 𝜔; затем при
𝜔 = 2500 об/мин процесс релаксации интенсифицируется (значения напряжения 𝜎𝑧
(кривая 6 на рис. 4, д) по модулю начинают уменьшаться по сравнению с графиком
на рис. 4, г), а при 𝜔 = 3000 об/мин они практически полностью релаксируют (кривая
6 на рис. 4, е) и их распределение по координате 𝑦 ∈ [0, 10] мм при 𝑡 = 100 ч до
температурно-силовой разгрузки (кривая 4) совпадает со значением растягивающей
осевой нагрузки от вращения (см. рис. 3, кривая 4 при 𝑧 = 0).

Анализ интенсивности релаксации остаточных напряжений 𝜎𝑧 по длине вращаю-
щегося образца показал монотонное увеличение степени релаксации от «корневого»
сечения (𝑧 = 0) до «хвостового» сечения (𝑧 = 150 мм) для 𝜔 = {1500; 2000; 2500}
об/мин, при этом максимальные значения осевого растягивающего напряжения от
вращения в «корневом» сечении изменяются от 182.3 до 506.4 МПа (см. рис. 3).
Однако при 𝜔 = 3000 об/мин, что соответствует уровню растягивающих напряже-
ний от вращения 729 МПа при 𝑧 = 0, ситуация становится иной и наблюдается
немонотонная зависимость степени релаксации в сечениях по длине образца: при
𝑧 = 0 происходит полная релаксация остаточных напряжений 𝜎𝑧; далее до 𝑧 = 75 мм
происходит монотонное замедление процесса релаксации, а для значений 𝑧, больших
75 мм, вновь монотонное увеличение скорости релаксации, но в «хвостовом» сечении
уровень сжимающих остаточных напряжений еще достаточно высокий, в частности
при 𝑦 ∈ [0; 0.1] мм величина 𝜎𝑧(𝑦) = −560 МПа.

Полученные результаты могут быть использованы для оценки эффективности
поверхностно пластического упрочнения для вращающихся деталей авиационной тех-
ники в условиях высокотемпературной ползучести, поскольку никелевый сплав ЭП742
(ХН62БМКТЮ) широко применяется в конструкциях газотурбинных авиационных
двигателей.

Заключение

Предложена и реализована методика расчета релаксации остаточных напряжений
во вращающемся поверхностно упрочненном призматическом образце, закреплен-
ном на абсолютно жестком диске, в условиях ползучести с начальным напряженно-
деформированным состоянием после процедуры ультразвукового упрочнения. Иссле-
довано влияние скорости вращения на кинетику остаточных напряжений в модельных
расчетах для односторонне упрочненного призматического образца 10×10×150 мм
из сплава ЭП742 при температуре 650 ∘C и четырех значениях угловой скорости
𝜔 = {1500; 2000; 2500; 3000} об/мин.

Выполненные модельные расчеты скорости релаксации остаточных напряжений
при 𝜔 = {1500; 2000; 2500} об/мин позволили установить нетривиальный эффект
замедления релаксации остаточных напряжений в более нагруженных осевой растя-
гивающей нагрузкой от вращения сечениях призматического образца по сравнению
с менее нагруженными, при этом в «хвостовом» сечении, где осевая нагрузка от
массовых сил равна нулю, релаксация наиболее интенсивная. Но при 𝜔 = 3000 об/мин
этот эффект не наблюдается и в «корневом» сечении происходит полная релаксация
остаточных напряжений, а в других сечениях наблюдается немонотонный харак-
тер интенсивности релаксации остаточных напряжений по длине призматического
образца.

Полученные результаты могут быть полезны при оценке эффективности поверх-
ностно-пластического упрочнения вращающихся деталей, например газотурбинного
двигателя, в условиях высокотемпературной ползучести.
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