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Аннотация. Статья посвящена приближенным методам решения прямых и обратных задач

для параболических уравнений. Предложен приближенный метод решения начальной задачи

для многомерного нелинейного параболического уравнения. Метод основан на приведении

начальной задачи к нелинейному многомерному интегральному уравнению Фредгольма вто-

рого рода, которое аппроксимируется системой нелинейных алгебраических уравнений по

технологии метода механических квадратур. При построении вычислительной схемы исполь-

зованы узлы локальных сплайнов, реализующих оптимальную по порядку аппроксимацию

класса функций, к которому принадлежат решения параболических уравнений. Для чис-

ленной реализации вычислительной схемы используется приведенное в работе обобщение

непрерывного метода решения нелинейных операторных уравнений. Исследуется обратная

задача для параболического уравнения с дробной производной по временной переменной.

Предложены приближенные методы определения порядка дробной производной по времени и

коэффициента при производной по пространственной переменной.
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Введение
Аналитические и численные методы решения прямых и обратных задач для

параболических уравнений являются активно развивающимися направлениями мате-
матической физики и вычислительной математики. В настоящее время опубликовано
большое число работ, посвященных исследованию и решению параболических урав-
нений с различными видами нелинейностей [1–7]. При решении параболических
уравнений используются различные приближенные методы: разложение по базисным
функциям, метод конечных элементов, метод сеток, метод граничных интегральных
уравнений, вариационные и проекционные методы, итерационные методы [8,9].

Различные постановки обратных задач для параболических уравнений и различные
методы их исследования изложены в монографиях [10–13].

Для приближенного решения обратных задач для параболических уравнений
предложены различные методы, краткий обзор которых сделан в работах [14,15]. В
большинстве работ, посвященных приближенным методам решения обратных задач,
рассматриваются уравнения с производными целого порядка.

В настоящее время имеется большое число приложений, которые моделируются
параболическими уравнениями с дробными производными (как по временным, так и
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по пространственным переменным). Представляет значительный интерес разработка
численных методов решения как прямых, так и обратных задач для подобных уравне-
ний. Среди этих задач следует выделить обратные коэффициентные задачи и задачи
определения порядка производных.

Статья посвящена построению приближенных методов решения некоторых классов
прямых и обратных задач для параболических уравнений.

Приведем определения, используемые в статье.
Через 𝐷𝑘𝑔(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) обозначена частная производная

𝐷𝑘𝑔(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝜕𝑔(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)/𝜕𝑢𝑘, 𝑘 = 1, 2. . . . , 𝑛.

Пусть 𝑋 — банахово пространство; 𝐾 — оператор, действующий из 𝑋 в 𝑋,

𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥, 𝑎 ∈ 𝑋 : ‖𝑥− 𝑎‖ 6 𝑟}, 𝑆(𝑎, 𝑟) = {𝑥, 𝑎 ∈ 𝑋 : ‖𝑥− 𝑎‖ = 𝑟},

Λ(𝐾)— логарифмическая норма линейного оператора 𝐾, определяемая [16] выраже-
нием

Λ(𝐾) = lim
ℎ↓0

(‖𝐼 + ℎ𝐾‖ − 1)/ℎ,

где символ ℎ ↓ 0 означает, что ℎ стремится к нулю, убывая.
Для матриц в часто используемых пространствах логарифмические нормы извест-

ны.
Пусть дана вещественная матрица 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, в 𝑛-мерном про-

странстве 𝑅𝑛 векторов 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) с нормой

‖𝑥‖1 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑥𝑘|, ‖𝑥‖2 = max
16𝑘6𝑛

|𝑥𝑘|, ‖𝑥‖3 =

[︃
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑥𝑘|2
]︃1/2

.

Логарифмическая норма матрицы 𝐴 равна [17]:

Λ1(𝐴) = max
𝑗

(𝑎𝑗𝑗 +
𝑛∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

|𝑎𝑖𝑗|), Λ2(𝐴) = 𝜆max

(︂
𝐴+ 𝐴𝑇

2

)︂
,

Λ3(𝐴) = max
𝑖

(𝑎𝑖𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

|𝑎𝑖𝑗|).

Здесь 𝜆max((𝐴+ 𝐴𝑇 )/2)— наибольшее собственное значение матрицы (𝐴+ 𝐴𝑇 )/2.
Пусть 𝐴, 𝐵 — квадратные матрицы порядка 𝑛 с комплексными элементами и

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛), 𝜂 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑛)— 𝑛-размерные векто-
ры с комплексными компонентами. Рассмотрим следующие системы алгебраических
уравнений: 𝐴𝑥 = 𝜉 и 𝐵𝑦 = 𝜂. Норма вектора и подчиненная ему операторная нор-
ма матрицы фиксируются; логарифмическая норма Λ(𝐴) соответствует операторной
норме.

Теорема 1 ([18]). Если Λ(𝐴) < 0, то матрица 𝐴 не вырожденная и

‖𝐴−1‖ 6 1/|Λ(𝐴)|.

Напомним определения классов функций Гельдера.
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Определение 1. Пусть 𝑓(𝑥)— непрерывная функция на сегменте [𝑎, 𝑏]. Говорят,
что функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻𝛼(𝑀, [𝑎, 𝑏]), если для всех 𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏] выполняется неравенство

|𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| 6𝑀 |𝑥1 − 𝑥2|𝛼.

Определение 2. Пусть 𝑓(𝑥)— непрерывная функция на 𝑅. Если существуют 𝑀
и 𝛼 (0 < 𝛼 6 1) такие, что:

1) 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻𝛼(𝑀,𝐿);

2) |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| 6𝑀
⃒⃒⃒
1
𝑥1

− 1
𝑥2

⃒⃒⃒𝛼
,∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅 ∖ 𝐿,

то говорят, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻𝛼(𝑀,𝑅). Здесь 𝐿 = [−𝑙, 𝑙]— достаточно большой замкнутый
интервал.

1. Непрерывный метод решения нелинейных операторных
уравнений

В настоящее время существует большое число методов решения нелинейных
операторных уравнений 𝐴(𝑥) = 0 в банаховых пространствах [19, 20]. Наиболее
востребованными являются, по-видимому, методы простой итерации и Ньютона –
Канторовича [19–21]. Непрерывный аналог метода Ньютона –Канторовича предложен
в работе [22] и активно применяется при решении многочисленных задач физики [23].
При реализации непрерывного аналога метода Ньютона –Канторовича требуется
существование обратного оператора у производной 𝐴′(𝑥) оператора 𝐴(𝑥), что снижает
область его применения. В работе [24] предложен непрерывный метод решения нели-
нейных операторных уравнений, который не требует обратимости производной 𝐴′(𝑥)
на траектории решения уравнения 𝐴𝑥 = 0. В [24] приведены достаточные условия
сходимости непрерывного операторного метода к решению уравнения 𝐴(𝑥) = 0.

В случаях, когда эти условия не выполняются, необходимо обобщение этого
метода. Этому вопросу посвящен данный раздел.

Рассмотрим уравнение
𝐴(𝑥)− 𝑓 = 0, (1)

где 𝐴(𝑥)— нелинейный оператор из банахова пространства 𝐵 в 𝐵.
Уравнению (1) поставим в соответствие задачу Коши

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝐴′(𝑥(𝑡)))*(𝐴(𝑥(𝑡))− 𝑓), (2)

𝑥(0) = 𝑥0, (3)

где 𝐴′(𝑥(𝑡))— производная Гато (Фреше) оператора 𝐴(𝑥(𝑡)), (𝐴′(𝑥(𝑡)))* — оператор,
сопряженный с 𝐴′(𝑥(𝑡)).

По аналогии с доказательствами, приведенными в [24], доказываются следующие
утверждения.

Теорема 2. Пусть уравнение (1) имеет решение 𝑥* и на любой дифференцируе-
мой кривой 𝑔(𝑡) в пространстве 𝐵 выполняется условие

lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∫︁
0

Λ((𝐴′(𝑔(𝜏)))*𝐴′(𝑔(𝜏))) 𝑑𝜏 > 𝛼𝑔, 𝛼𝑔 > 0. (4)

Тогда решение задачи Коши (2)–(3) сходится к решению 𝑥* уравнения (1) при
𝑡→ ∞ и при любом начальном приближении 𝑥0 ∈ 𝐵.

Математика 289



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 3

Теорема 3. Пусть уравнение (1) имеет решение 𝑥* и на любой дифференцируе-
мой кривой 𝑔(𝑡) в шаре 𝐵(𝑥*, 𝑟), 𝑟 > 0, выполняются условия:

1) при всех 𝑡, 𝑡 > 0,

𝑡∫︁
0

Λ((𝐴′(𝑔(𝜏)))*𝐴′(𝑔(𝜏))) 𝑑𝜏 > 0;

2) справедливо неравенство (4).
Тогда задача Коши (2)–(3) при любом начальном значении 𝑥0 ∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟) схо-

дится при 𝑡→ ∞ к решению 𝑥* уравнения (1).

Если условия теорем 2 и 3 не выполняются, то необходимо провести регуляриза-
цию и перейти от задачи Коши (2)–(3) к задаче

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛼𝑥(𝑡)− (𝐴′(𝑥(𝑡)))*(𝐴(𝑥(𝑡))− 𝑓), (5)

𝑥(0) = 𝑥0, (6)

где 𝛼, 𝛼 > 0— параметр регуляризации.
При 𝑡→ ∞ задача Коши (5)–(6) сходится к решению уравнения

𝛼𝑥+ (𝐴′(𝑥))*(𝐴(𝑥)− 𝑓) = 0

при любом начальном значении 𝑥0 ∈ 𝐵.

Замечание 1. Выбор 𝛼 зависит от конкретной задачи.

2. Об одном методе оценки точности решений интегральных
уравнений

В этом разделе описан используемый в работе метод получения оценки погрешно-
сти вычислительной схемы. Так как вычислительная схема решения многомерных
интегральных уравнений, которую будем рассматривать в разделе 3, имеет громозд-
кий вид, то ограничимся изложением метода на примере одномерного интегрального
уравнения Фредгольма (линейного и нелинейного).

2.1. Линейные уравнения

Рассмотрим уравнение

𝑢(𝑥) +

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥), −∞ < 𝑥 <∞. (7)

Введем интервалы Δ−1 = (−∞,−𝐴), Δ𝑘 = [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1, Δ2𝑁 =
= [𝑥2𝑁 ,∞), где 𝑥𝑘 = −𝐴+ 𝑘𝐴/𝑁 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 , A — достаточно большое положи-
тельное число, величина которого зависит от класса функций, в котором ищется
решение уравнения (7).

Приближенное решение уравнения (7) ищем в виде кусочно-постоянной функции

𝑢𝑁(𝑥) =
2𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝜑𝑘(𝑥), 𝜑𝑘(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ Δ𝑘,

0, 𝑥 ∈ (−∞,∞) ∖Δ𝑘,
𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑁 − 1.
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Коэффициенты {𝛼𝑘} определяются из системы уравнений

𝑢𝑁(𝑥𝑘) +
2𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝐴

𝑁
ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙)𝑢𝑁(𝑥𝑙) = 𝑓(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, .., 2𝑁 − 1. (8)

Здесь 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝐴/2𝑁 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1.
Система линейных алгебраических уравнений (8) эквивалентна следующей:

𝛼𝑘 +
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙) = 𝑓(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1.

Для определенности будем исследовать систему уравнений (8) в 2𝑁 -мерном
пространстве 𝑅2𝑁 векторов 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣2𝑁) с нормой ‖𝑣‖2 = max

16𝑘62𝑁
|𝑥𝑘|.

Замечание 2. Все рассуждения справедливы для любого банахова 2𝑁 -мерного
пространства.

Система (8) в операторной форме имеет вид

𝐻𝑁𝑢𝑁 = 𝑓𝑁 .

Пусть логарифмическая норма Λ2(𝐻𝑁) отрицательная. Тогда согласно теореме 1
матрица 𝐻𝑁 обратима и ‖𝐻−1‖ 6 1/|Λ2(𝐻𝑁)|.

Обозначим через 𝑢*(𝑥) решение уравнения (7). Тогда

𝑢*(𝑥𝑘) +

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1. (9)

Представим систему (9) в следующем виде:

𝑢*(𝑥𝑘) +

−𝐴∫︁
−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦 +

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

∫︁
Δ𝑙

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦+

+

∞∫︁
𝐴

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1. (10)

Вычитая из (8) уравнение (10), имеем

(𝑢𝑁(𝑥𝑘)− 𝑢*(𝑥𝑘)) +
2𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝐴

𝑁
ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙)(𝑢𝑁(𝑥𝑙)− 𝑢*(𝑥𝑙)) =

=

−𝐴∫︁
−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦 +

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

∫︁
Δ𝑙

(ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)− ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙))𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦+

+
2𝑁−1∑︁
𝑙=0

∫︁
Δ𝑙

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙)(𝑢
*(𝑦)− 𝑢*𝑁(𝑥)) 𝑑𝑦+
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+

∞∫︁
𝐴

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)𝑢
*(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝐼1(𝑘) + . . .+ 𝐼4(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1. (11)

Из (11) следует

max
06𝑘62𝑁−1

|𝑢𝑁(𝑥𝑘)− 𝑢*(𝑥𝑘)| 6
𝐶

|Λ2(𝐻𝑁)|

(︁
max

𝑘
|𝐼1(𝑘)|+max

𝑘
|𝐼2(𝑘)|+max

𝑘
|𝐼3(𝑘)|

)︁
.

Величины |𝐼1(𝑘)| и |𝐼3(𝑘)| зависят от класса функций, к которым принадлежит
ядро ℎ(𝑥, 𝑦) и (или) решение 𝑥*(𝑡) уравнения (7). Например, в предположении, что
|ℎ(𝑥, 𝑦)| 6 1

𝑥2+𝑦2
, имеем

|𝐼1(𝑘)| 6
−𝐴∫︁

−∞

|ℎ(𝑥𝑘, 𝑦)||𝑢*(𝑦) 𝑑𝑦| 6

⎡⎣ −𝐴∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
1

𝑥2𝑘 + 𝑦2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑦

⎤⎦1/2 ⎡⎣ −𝐴∫︁
−∞

|𝑢*(𝑦)|2 𝑑𝑦

⎤⎦1/2

6

6

⎡⎣ −𝐴∫︁
−∞

1

(𝑥2𝑘 + 𝑦2)2
𝑑𝑦

⎤⎦1/2

||𝑢*(𝑦)|| 6 𝐶

𝐴3
.

Здесь и ниже через 𝐶 обозначены константы, не зависящие от 𝑁 .
Очевидно, выбором A величину |𝐼1(𝑘)|, точно так же как |𝐼4(𝑘)|, можно сделать

как угодно малой.
Сумма |𝐼2(𝑘)| в предположении, что ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝛼,𝛼(𝑀), оценивается неравенством

max
𝑘

|𝐼2(𝑘)| 6
𝐶𝑀𝐴1+𝛼

𝑁𝛼
.

Сумма |𝐼3(𝑘)| в предположении, что 𝑢*(𝑥) ∈ 𝐻𝛼(𝑀), оценивается неравенством

max
𝑘

|𝐼3(𝑘)| 6
𝐶𝑀𝐴1+𝛼

𝑁𝛼
.

Таким образом, приходим к оценке

max
𝑘

|𝑢*(𝑥𝑘)− 𝑢𝑁(𝑥𝑘)| 6 𝐶

⎡⎢⎣ max
−𝐴6𝑥6𝐴

⎡⎣ −𝐴∫︁
−∞

|ℎ(𝑥, 𝑦)|2 𝑑𝑦

⎤⎦1/2

+

+ max
−𝐴6𝑥6𝐴

⎡⎣ ∞∫︁
𝐴

|ℎ(𝑡, 𝑦)|2 𝑑𝑦

⎤⎦1/2

+
𝑀𝐴1+𝛼

𝑁𝛼

⎤⎥⎦ .
Теорема 4. Пусть уравнение (7) имеет решение 𝑢*(𝑥), sup

−∞<𝑥<∞
|𝑢*(𝑥)| 6 𝑀 ,

𝑢*(𝑥) ∈ 𝐻𝛼(𝑀), Λ2(𝐻𝑁) < −𝜅. Тогда система (8) однозначно разрешима и справед-
лива оценка

max
𝑘

|𝑢*(𝑥𝑘)− 𝑢𝑁(𝑥𝑘)| 6 𝐶

⎡⎢⎣ max
−𝐴6𝑥6𝐴

⎡⎣ −𝐴∫︁
−∞

|ℎ(𝑥, 𝑦)|2𝑑𝑦

⎤⎦1/2

+
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+ max
−𝐴6𝑥6𝐴

⎡⎣ ∞∫︁
𝐴

|ℎ(𝑡, 𝑦)|2𝑑𝑦

⎤⎦1/2

+
𝑀𝐴1+𝛼

𝑁𝛼

⎤⎥⎦ ,
где 𝑢*(𝑥) и 𝑢*𝑁(𝑥)— решения уравнений (7) и (8) соответственно.

Замечание 3. Параметр 𝐴 может быть выбран, как функция от 𝑁 , в результате
минимизации правой части предыдущего неравенства.

2.2. Нелинейные уравнения

Рассмотрим нелинейное уравнение

𝐾(𝑢) ≡ 𝑢(𝑦) +

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦), −∞ < 𝑦 <∞. (12)

Воспользуемся обозначениями, введенными в предыдущем пункте.
Приближенное решение будем искать в виде кусочно-постоянной функции 𝑢𝑁(𝑥),

коэффициенты 𝛼𝑘 которой находятся из системы уравнений

𝑢𝑁(𝑥𝑘) +
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢𝑛(𝑥𝑙)) = 𝑓(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2𝑁 − 1. (13)

Запишем систему (13) в операторной форме

𝐾𝑁(𝑢𝑁) ≡ 𝑢𝑁 + 𝐿𝑁(𝑢𝑁) = 𝐹𝑁

с очевидными обозначениями 𝐾𝑁 , 𝐿𝑁 , 𝐹𝑁 .
Пусть оператор 𝐾(𝑢) отображает пространство 𝐿2(−∞,∞) в 𝐿2(−∞,∞). Пред-

положим, что функция ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢) удовлетворяет условию Гельдера 𝐻𝛼(𝑀), 0 < 𝛼 6 1,
по первым двум переменным и имеет производную, удовлетворяющую условию Гель-
дера 𝐻𝛼(𝑀) по третьей переменной. Производная ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢) по третьей переменной
обозначается как ℎ′3(𝑥, 𝑦, 𝑢).

Пусть уравнение (12) имеет решение 𝑢*(𝑥) в шаре 𝐵(𝑥*, 𝜌), 𝜌 > 0, пространства
𝐿2(−∞,∞).

Пусть на всех элементах вида
2𝑁−1∑︀
𝑙=0

𝛽𝑘𝜓𝑘(𝑥), принадлежащих шару 𝐵(𝑢*, 𝜌), лога-

рифмическая норма Λ2 производной Фреше оператора 𝐾𝑁(𝑢𝑁) отрицательна и не
превосходит константы −𝜒 < 0.

Так как 𝑢*(𝑥)— решение уравнения (12), то, очевидно,

𝑢*(𝑥𝑘) +
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙)) =

= 𝑓(𝑥𝑘)−
∞∫︁

−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦 +

𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙)), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1. (14)

Вычитая из (13) почленно (14), имеем

(𝑢𝑁(𝑥𝑘)− 𝑢*(𝑥𝑘))) +
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

(ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢𝑁(𝑥𝑙))− ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙))) =
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=

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙)), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1. (15)

Уравнение (15) преобразуем следующим образом:

(𝑢𝑁(𝑥𝑘)− 𝑢*(𝑥𝑘)) +
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙))(𝑢𝑁(𝑥𝑙)− 𝑢*(𝑥𝑙)) =

=

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙))−

−𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

[ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙) + 𝜃𝑙(𝑢𝑁(𝑥𝑙)− 𝑢*(𝑥𝑙)))− ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢

*(𝑥𝑙))] .

Здесь 0 < 𝜃𝑘 < 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1.
Введем матрицу 𝑊 = {𝑤𝑘,𝑙}, 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1, с элементами

𝑤𝑘,𝑙 = 1 +
𝐴

𝑁
ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢

*(𝑥𝑙)), 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑁 − 1.

Пусть логарифмическая норма матрицы 𝑊 отрицательная:

Λ2(𝑊 ) 6 −𝜅 < 0.

Тогда согласно теореме 1 справедлива оценка

max
06𝑘62𝑁−1

|𝑢𝑁(𝑥𝑘)− 𝑢*(𝑥𝑘)| 6
𝐶

𝜅
max

06𝑘62𝑁−1
[|𝐼1(𝑘)|+ |𝐼2(𝑘)|] ,

где

𝐼1(𝑘| =
∞∫︁

−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙)),

𝐼2(𝑘) =
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

[ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙) + 𝜃𝑙(𝑢𝑁(𝑥𝑙)− 𝑢*(𝑥𝑙)))− ℎ′3(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢

*(𝑥𝑙))] .

Оценим каждое выражение в отдельности. Очевидно,

|𝐼1(𝑘)| 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
−𝐴∫︁

−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐴∫︁
−𝐴

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
𝐴

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝐼11(𝑘) + 𝐼12(𝑘) + 𝐼13(𝑘).

Величина 𝐼1(𝑘) зависит от асимптотики функций ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢) и 𝑢(𝑥, 𝑦) на бесконеч-
ности. В случае, если |ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢)| 6 𝐶

𝑥2+𝑦2
, 𝑢 ∈ 𝐵(𝑢*, 𝜌), то⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
−𝐴∫︁

−∞

ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢
*(𝑦)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐶

−𝐴∫︁
−∞

1

𝑥2𝑘 + 𝑦2
𝑑𝑦 6 𝐶

−𝐴∫︁
−∞

1

𝑦2
𝑑𝑦 =

𝐶

𝐴
.
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Так как для 𝑢 ∈ 𝐵(𝑢*, 𝜌) выполняется условие

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

|ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 <∞,

то выбором параметра А значения 𝐼11(𝑘) и 𝐼13(𝑘) можно сделать как угодно малыми.
Остановимся на оценке 𝐼12(𝑘). Очевидно,

𝐼12(𝑘) 6
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑙=0

∫︁
Δ𝑙

|ℎ(𝑥𝑘, 𝑦, 𝑢*(𝑦))− ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑢
*(𝑥𝑙))| 𝑑𝑦 6

22−𝛼𝑀𝐴2+𝛼

1 + 𝛼

1

𝑁𝛼
.

Оценим 𝐼2(𝑘):

|𝐼2(𝑘)| 6
𝐴

𝑁

2𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑀 |𝑢𝑁(𝑥𝑙)− 𝑢*(𝑥𝑙)| 6 2𝐴𝑀‖𝑢𝑁(𝑥)− 𝑢*(𝑥)‖.

Собирая полученные оценки, имеем

‖𝑢*(𝑥)− 𝑢𝑁(𝑥)‖(1− 2𝐴𝑀) 6

6 𝐶

⎛⎜⎝𝐴3

𝑁2
+ sup

𝑥∈[−𝐴,𝐴],
𝑢(𝑦)∈𝐵(𝑢*,𝜌)

−𝐴∫︁
−∞

|ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦))| 𝑑𝑦 + sup
𝑥∈[−𝐴,𝐴],

𝑢(𝑦)∈𝐵(𝑢*,𝜌)

∞∫︁
𝐴

|ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦))| 𝑑𝑦

⎞⎟⎠ .

Если 2𝐴𝑀 < 1, приходим к оценке

‖𝑢*(𝑥)− 𝑢𝑁(𝑥)‖ 6
𝐶

1− 2𝐴𝑀
×

×

⎛⎜⎝𝐴3

𝑁2
+ sup

𝑥∈[−𝐴,𝐴],
𝑢(𝑦)∈𝐵(𝑢*,𝜌)

−𝐴∫︁
−∞

|ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦))| 𝑑𝑦 + sup
𝑥∈[−𝐴,𝐴],

𝑢(𝑦)∈𝐵(𝑢*,𝜌)

∞∫︁
𝐴

|ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦))| 𝑑𝑦

⎞⎟⎠ .

Замечание 4. Параметр 𝐴, как функцию 𝑁 , можно найти, минимизируя правую
часть предыдущего неравенства.

Замечание 5. Выше для простоты обозначений авторы ограничились рассмотре-
нием сплайн-коллокационного метода со сплайнами нулевого порядка. Изложенный
метод обоснования распространяется на сплайн-коллокационные методы со сплайнами
более высоких порядков.

3. Приближенное решение многомерных нелинейных уравнений
теплопроводности

В данном разделе строится приближенное решение начальной задачи

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
, (16)

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦), (17)

где 𝑇 > 𝑡 > 0, ∞ < 𝑥, 𝑦 <∞.
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Будем считать, что функция 𝐹

(︂
𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝜉, 𝜂),

𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
,
𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂

)︂
удовлетворяет

условию Гельдера 𝐻𝛼(𝑀), 0 < 𝛼 6 1 по первым трем переменным и имеет частные
производные, удовлетворяющие условию Гельдера 𝐻𝛼(𝑀) по остальным переменным.

При построении вычислительной схемы перейдем от начальной задачи (16), (17)
к интегральному уравнению

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑢0(𝜉, 𝜂)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡) 𝑑𝜉 𝑑𝜂+

+

𝑡∫︁
0

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝐹

(︂
𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝜉, 𝜂),

𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
,
𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂

)︂
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡− 𝑠) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠, (18)

где 𝐺(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 1
4𝜋𝑡

exp
{︁
−𝑥2

1+𝑥2
2

4𝑡

}︁
.

Уравнение (18) будем решать методом механических квадратур, который в данном
случае представляет собой возмущение вычислительной схемы коллокаций квадра-
турными формулами.

Остановимся на построении метода коллокаций. Узлы коллокаций будем выби-
рать, учитывая определения классов, к которым принадлежат решения уравнений
теплопроводности.

В работе [25] введены классы функций 𝑃𝑟(𝐺,𝑀) и 𝑃𝑟,𝑠(𝐺,𝑀), к которым принад-
лежат решения линейных уравнений теплопроводности, и построены оптимальные по
порядку (по точности) алгоритмы аппроксимации функций из этих классов.

Напомним определение классов функций 𝑃𝑟(𝐺,𝑀) и 𝑃𝑟,𝑠(𝐺,𝑀).
Рассмотрим область 𝐺 = {0 6 𝑡 6 1,Ω = [−1, 1]𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . .}.

Определение 3 ([25]). Пусть 𝐺 = {0 6 𝑡 6 1,Ω}, где Ω = [−1, 1]𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . . ,
Γ = 𝜕Ω— граница области Ω. Через 𝑃𝑟,𝛾(𝐺,𝑀,𝛼) обозначим множество функций
𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙), определенных и непрерывных в области 𝐺 и удовлетворяющих
следующим условиям:

1) функции 𝑓(𝑡, 𝑥) (0 6 𝑡 6 1, 𝑥 ∈ Ω) по переменной 𝑡 удовлетворяют условию
Гельдера с показателем 𝛼, 0 < 𝛼 6 1;

2) при любом фиксированном 𝑥 (𝑥 ∈ Ω) и при 𝑡 > 0⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝑘

⃒⃒⃒⃒
6
𝑀 · 𝑎𝑘 · 𝑘𝑘

𝑡𝑘
, 0 < 𝑡 6 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ;

3) при любом фиксированном 𝑡 (𝑡 > 0)

|𝐷𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)| 6𝑀, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑟;

|𝐷𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)| 6 𝑀 · 𝑎𝑘 · 𝑘𝑘

𝑡𝛾(𝑘)
, 𝑘 = 𝑟 + 1, . . . ,

где 𝛾(𝑘)— неотрицательная возрастающая функция.

Частным случаем класса 𝑃𝑟,𝛾(𝐺,𝑀,𝛼) является класс функций 𝑃𝑟(𝐺,𝑀).

Определение 4 ([25]). Пусть 𝐺 = {0 6 𝑡 6 1,Ω}, где Ω = [−1, 1]𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . . ,
Γ = 𝜕Ω — граница области Ω. Через 𝑃𝑟(𝐺,𝑀) обозначим множество функций 𝑓(𝑡, 𝑥),
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𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙), определенных и непрерывных в области 𝐺 и удовлетворяющих
следующим условиям:

1) функции 𝑓(𝑡, 𝑥) (0 6 𝑡 6 1, 𝑥 ∈ Ω) по переменной 𝑡 удовлетворяют условию
Гельдера с показателем 1/2:

|𝑢(𝑡1, 𝑥)− 𝑢(𝑡2, 𝑥)| 6𝑀 |𝑡1 − 𝑡2|1/2;

2) при любом фиксированном 𝑥(𝑥 ∈ Ω) и при 𝑡 > 0⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝑘

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶 ·𝑀 · (𝑙 + 2𝑘)!! · 1

𝑡𝑘
, 0 < 𝑡 6 1, 𝑘 = 1, 2, . . . ;

3) при любом фиксированном 𝑡 (𝑡 > 0)

|𝐷𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)| 6 𝐶 ·𝑀, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑟;

|𝐷𝑘𝑢(𝑡, 𝑥)| 6 𝐶 ·𝑀 · 2𝑘 · (𝑘 + 1)!!

𝑡(𝑘−𝑟)/2
, 𝑘 = 𝑟 + 1, . . . .

Ниже при построении вычислительной схемы используются узлы локальных
сплайнов, реализующих оптимальные по порядку алгоритмы аппроксимации функций
из классов 𝑃𝑟(𝐺,𝑀), 𝑃𝑟,𝑠(𝐺,𝑀).

При построении вычислительной схемы интегралы

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑢0(𝜉, 𝜂)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡) 𝑑𝜉 𝑑𝜂,

𝑡∫︁
0

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

Φ(𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝑠, 𝜉, 𝜂))𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡−𝑠) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠

аппроксимируются интегралами

𝐴∫︁
−𝐴

𝐴∫︁
−𝐴

𝑢0(𝜉, 𝜂)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡) 𝑑𝜉 𝑑𝜂, (19)

𝑡∫︁
0

𝐴∫︁
−𝐴

𝐴∫︁
−𝐴

Φ(𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝑠, 𝜉, 𝜂))𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡− 𝑠) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠, (20)

при вычислении которых используются многомерные аналоги составной квадратурной
формулы трапеций.

Интегралы (19), (20) вычисляются при 0 < 𝑡 6 𝑇 , −𝐴 6 𝑥, 𝑦 6 𝐴, где 𝐴— до-
статочно большое положительное число. Значение числа 𝐴 зависит от конкретной
физической задачи, моделируемой начальной задачей (16)–(17), и оно в меньшей сте-
пени влияет на вычислительный процесс, нежели область определения переменной 𝑡.
В работе переменная 𝑡 принимает значения из интервала (0, 1]. Интерес к этому
интервалу обусловлен пограничным слоем, в котором происходит резкое изменение
функции 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) и ее производных.

Замечание 6. Выбор константы 𝐴 можно связать с числом 𝑁 значений функции
𝑢0(𝑥, 𝑦) (по каждой переменной), используемых в вычислительной схеме. Так как
функция 𝑢0(𝑥, 𝑦) непрерывна по обеим переменным и суммируема с квадратом на плос-
кости 𝑅2, то параметр 𝐴 естественно выбрать из условия max

𝑅2∖[−𝐴,𝐴]2
|𝑢0(𝑥, 𝑦)| 6 1/𝑁.

Это обусловлено тем, что точность аппроксимации класса функций 𝐻1,1([−𝐴,𝐴]2, 1) не
превосходит 𝑂(1/𝑁, где 𝑁2− число функционалов, используемых при аппроксимации.
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При вычислении интеграла

𝑡∫︁
0

𝐴∫︁
−𝐴

𝐴∫︁
−𝐴

Φ(𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝑠, 𝜉, 𝜂))𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡− 𝑠) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠

используются кубатурные формулы следующего вида:∫︁ 𝜏

0

∫︁ ℎ

0

∫︁ ℎ

0

Φ(𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝑠, 𝜉, 𝜂))𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜂 𝑑𝑠 =

=
1

8
[Φ(0, 0, 0, 𝑢(0, 0, 0)) + Φ(0, 0, ℎ, 𝑢(0, 0, ℎ)) + Φ(0, ℎ, 0, 𝑢(0, ℎ, 0))+

+Φ(0, ℎ, ℎ, 𝑢(0, ℎ, ℎ)) + Φ(𝜏, 0, 0, 𝑢(𝜏, 0, 0)) + Φ(𝜏, 0, ℎ, 𝑢(𝜏, 0, ℎ))+

+ Φ(𝜏, ℎ, 0, 𝑢(𝜏, ℎ, 0)) + Φ(𝜏, ℎ, ℎ, 𝑢(𝜏, ℎ, ℎ))]𝐺

(︂
𝑥, 𝑦,

ℎ

2
,
ℎ

2
, 𝜏 − 𝜏

2

)︂
+𝑅(𝑢),

где ℎ(𝜏)— шаг по пространственной (временной) переменной.
Предполагая 𝑢0(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻1,1(𝑀), 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞,∞), можно показать, что |𝑅(𝑢)| = 𝑂(𝜏+ℎ).
После этих предварительных замечаний перейдем к построению вычислительной

схемы.
Сначала построим сетку узлов коллокации.
Решение уравнения (18) будем искать в области Ω = [−𝐴,𝐴;−𝐴,𝐴; 0, 1]. Сетка

узлов строится следующим образом.
Построим квадраты:

Ω0
0 = [−𝐴,𝐴;−𝐴,𝐴; 0],

Ω𝑙
0 = [−𝐴,𝐴;−𝐴,𝐴; 2𝑙/2𝑛𝑟], 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛0 − 1, 𝑛0 = 𝑛(𝑟 − 1) + 1,

Ω𝑘 = [−𝐴,𝐴;−𝐴,𝐴; 2𝑘/2𝑛], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Квадрат Ω𝑙
0, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛0 − 1, покроем прямоугольниками со сторонами, парал-

лельными осям координат, и с ребрами, у одного из которых длина равна ℎ0 = 2−𝑛/2,
а длина второго не меньше ℎ0 и не больше 2ℎ0. Построенные прямоугольники обозна-
чим через Δ𝑙

0,𝑗, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛0, где 𝑛0 = [4𝐴22𝑛]. Не ограничивая общности, можно
считать, что области Δ𝑙

0,𝑗, 𝑙 = 0, 1, . . . ‘, 𝑛0, покрыты квадратами с длиной стороны,
равной ℎ0, и 𝑛0 = [4𝐴22𝑛].

Квадрат Ω𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, покроем прямоугольниками со сторонами, параллельны-
ми осям координат, и с ребрами, у одного из которых длина равна ℎ𝑘 = 𝑘𝑟/(𝑒2𝑛−𝑘−1)1/2,
а длина второго не меньше ℎ𝑘 и не больше 2ℎ𝑘. Построенные прямоугольники обо-
значим через Δ𝑘,𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑘, где 𝑚𝑘 = 𝑂(2𝑛−𝑘−1/𝑘). Не ограничивая общности,
можно считать, что области Δ𝑘,𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑘, покрыты квадратами с
длиной стороны, равной ℎ𝑘, и 𝑚0 = [(2𝐴/ℎ𝑘)

2].
Приближенное решение уравнения (18) будем искать в виде кусочно-постоянной

функции

𝑢𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
𝑚−1∑︁
𝑙=0

∑︁
𝑖1

∑︁
𝑖2

𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

Ψ0,𝑙
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑖1

∑︁
𝑖2

𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

Ψ𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦),

где

Ψ0,𝑙
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

{︃
1, (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Δ0,𝑙

𝑖1,𝑖2
,

0, (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω∖Δ0,𝑙
𝑖1,𝑖2

,
𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛(𝑟 − 1)− 1;
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Ψ𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

{︃
1, (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Δ𝑘

𝑖1,𝑖2
,

0, (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω∖Δ𝑘
𝑖1,𝑖2

,
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Коэффициенты 𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

, 𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

определяются из системы уравнений

𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

=

𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)𝐺(𝑥

0,𝑙
𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,0𝑗1
, 𝑥0,0𝑗2

, 𝑡
0,𝑙
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂+

+

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2
,
𝛼0,𝑘
𝑗1+1,𝑗2

−𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2

ℎ0
,
𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2+1−𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2

ℎ0

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,𝑘𝑗1
, 𝑥0,𝑘𝑗2

, 𝑡
0,𝑙 − 𝑡

0,𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ𝑘

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2
,
𝛼𝑘
𝑗1+1,𝑗2

−𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2

ℎ𝑘
,
𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2+1−𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2

ℎ𝑘

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑗2

, 𝑥𝑘𝑗1 , 𝑥
𝑘
𝑗2
, (𝑡

0,𝑙 − 𝑡
𝑘
)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛(𝑟 − 1)− 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1; (21)

𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

=

𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)𝐺(𝑥

𝑘
𝑖1
, 𝑥𝑘𝑖2 , 𝑥

0,0
𝑗1
, 𝑥0,0𝑗2

, 𝑡
𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂+

+

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘1=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘1 , 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑗2
, 𝛼0,𝑘1

𝑗1,𝑗2
,
𝛼
0,𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

−𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

ℎ0
,
𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2+1−𝛼

0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

ℎ0

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑖2
, 𝑡

𝑘 − 𝑡
0,𝑘1) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘1=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ

𝑘1
𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
𝑘1 , 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, 𝛼𝑘1

𝑗1,𝑗2
,
𝛼
𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

−𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2

ℎ𝑘1
,
𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2+1−𝛼

𝑘1
𝑗1,𝑗2

ℎ𝑘1

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, (𝑡

𝑘 − 𝑡
𝑘1)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (22)

Здесь через (𝑥𝑘𝑖1,𝑖2 , 𝑦
𝑘
𝑖1,𝑖2

, 𝑡
𝑘
) обозначен центр прямоугольного параллелепипеда Δ𝑘

𝑖1,𝑖2
.

Аналогично обозначены центры параллелепипедов Δ0,𝑙
𝑖1,𝑖2

.
Этой системе поставим в соответствие систему обыкновенных дифференциальных

уравнений

𝜕𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

(𝑣)

𝜕𝑣
=

𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)𝐺(𝑥

0,𝑙
𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,0𝑗1
, 𝑥0,0𝑗2

, 𝑡
0,𝑙
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂+

+

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑣),

𝛼0,𝑘
𝑗1+1,𝑗2

(𝑣)−𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ0
,
𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2+1(𝑣)−𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑣)

ℎ0

)︂
×
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×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,𝑘𝑗1
, 𝑥0,𝑘𝑗2

, 𝑡
0,𝑙 − 𝑡

0,𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ𝑘

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑣),

𝛼𝑘
𝑗1+1,𝑗2

(𝑣)−𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ𝑘
,
𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2+1(𝑣)−𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑣)

ℎ𝑘

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑗2

, 𝑥𝑘𝑗1 , 𝑥
𝑘
𝑗2
, (𝑡

0,𝑙 − 𝑡
𝑘
)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛(𝑟 − 1)− 1, 𝑖1, 𝑖2 = 1, 2, . . . ,𝑚0 − 1; (23)

𝜕𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑣)

𝜕𝑣
=

𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)𝐺(𝑥

𝑘
𝑖1
, 𝑥𝑘𝑖2 , 𝑥

0,0
𝑗1
, 𝑥0,0𝑗2

, 𝑡
𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂+

+

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘1=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘1 , 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑗2
, 𝛼0,𝑘1

𝑗1,𝑗2
(𝑣),

𝛼
0,𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

(𝑣)−𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ0
,
𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2+1(𝑣)−𝛼

0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ0

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑖2
, 𝑡

𝑘 − 𝑡
0,𝑘1) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘1=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ

𝑘1
𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
𝑘1 , 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, 𝛼𝑘1

𝑗1,𝑗2
(𝑣),

𝛼
𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

(𝑣)−𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ𝑘1
,
𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2+1(𝑣)−𝛼

𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑣)

ℎ𝑘1

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, (𝑡

𝑘 − 𝑡
𝑘1)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (24)

Функции 𝛾0,𝑙𝑖1,𝑖2
(𝑣), 𝛾𝑘𝑖1,𝑖2(𝑣) выбираются таким образом, чтобы логарифмическая нор-

ма якобиана в правой части системы (23)–(24) была отрицательной. Если такой выбор
невозможен, то следует перейти к итерационным процессам (2), (5), приведенным в
разделе 1.

Для решения системы уравнений (23)–(24) может быть использован любой чис-
ленный метод. Ниже, при решении модельных примеров, был применен метод Эйлера.
Вычислительная схема метода имеет вид

𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

(𝑚+ 1)− 𝛼0,𝑙
𝑖1,𝑖2

(𝑚) = 𝛾0,𝑙𝑖1,𝑖2
(𝑚)ℎ

⎡⎢⎢⎣𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,0𝑗1
, 𝑥0,0𝑗2

, 𝑡
0,𝑙
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 +

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

×

×
∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑚),

𝛼0,𝑘
𝑗1+1,𝑗2

(𝑚)−𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ0
,
𝛼0,𝑘
𝑗1,𝑗2+1(𝑚)−𝛼0,𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑚)

ℎ0

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑖2

, 𝑥0,𝑘𝑗1
, 𝑥0,𝑘𝑗2

, 𝑡
0,𝑙 − 𝑡

0,𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ𝑘

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘
, 𝑥0,𝑘𝑗1

, 𝑥0,𝑘𝑗2
, 𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑚),

𝛼𝑘
𝑗1+1,𝑗2

(𝑚)−𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ𝑘
,
𝛼𝑘
𝑗1,𝑗2+1(𝑚)−𝛼𝑘

𝑗1,𝑗2
(𝑚)

ℎ𝑘

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑙𝑖1
, 𝑥0,𝑙𝑗2

, 𝑥𝑘𝑗1 , 𝑥
𝑘
𝑗2
, (𝑡

0,𝑙 − 𝑡
𝑘
)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛(𝑟 − 1)− 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1; (25)
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𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑚+ 1)− 𝛼𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑚) = 𝛾𝑘𝑖1,𝑖2(𝑚)ℎ

𝑚0−1∑︁
𝑗1=0

𝑚0−1∑︁
𝑗2=0

∫︁∫︁
Δ0,0

𝑗1,𝑗2

𝑢0(𝑥
0
𝑗1
, 𝑥0𝑗2)×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥0,0𝑗1

, 𝑥0,0𝑗2
, 𝑡

𝑘
) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 +

𝑛(𝑟−1)−1∑︁
𝑘1=0

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

×

×
∫︁∫︁∫︁
Δ0,𝑙

𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
0,𝑘1 , 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑗2
, 𝛼0,𝑘1

𝑗1,𝑗2
(𝑚),

𝛼
0,𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

(𝑚)−𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ0
,
𝛼
0,𝑘1
𝑗1,𝑗2+1(𝑚)−𝛼

0,𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ0

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑖2
, 𝑡

𝑘 − 𝑡
0,𝑘1) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠+

+
𝑛−1∑︁
𝑘1=1

∑︁
𝑗1

∑︁
𝑗2

∫︁∫︁∫︁
Δ

𝑘1
𝑗1,𝑗2

𝐹

(︂
𝑡
𝑘1 , 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, 𝛼𝑘1

𝑗1,𝑗2
(𝑚),

𝛼
𝑘1
𝑗1+1,𝑗2

(𝑚)−𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ𝑘1
,
𝛼
𝑘1
𝑗1,𝑗2+1(𝑚)−𝛼

𝑘1
𝑗1,𝑗2

(𝑚)

ℎ𝑘1

)︂
×

×𝐺(𝑥𝑘𝑖1 , 𝑥
𝑘
𝑖2
, 𝑥𝑘1𝑗1 , 𝑥

𝑘1
𝑗2
, (𝑡

𝑘 − 𝑡
𝑘1)) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (26)

Функции 𝛾0,𝑙𝑖1,𝑖2
(𝑚), 𝛾𝑘𝑖1,𝑖2(𝑚) выбираются таким образом, чтобы логарифмическая

норма якобиана в правой части системы (25)–(26) была отрицательной. При вы-
полнении этого условия итерации (25)–(26) сходятся к решению 𝑢*𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦) системы
уравнений (21)–(22).

Остановимся на оценке точности предложенного алгоритма. Пусть 𝑢*(𝑡, 𝑥, 𝑦)—
решение задачи (16)–(17), 𝑢*(𝑡, 𝑥, 𝑦) удовлетворяет условию Гельдера 𝐻𝛼(𝑀) по
каждой переменной. Пусть ядро уравнения (18) имеет вид

𝐹

(︂
𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢(𝜉, 𝜂),

𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
,
𝜕𝑢(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂

)︂
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂, 𝑡− 𝑠),

и известны асимптотики функций 𝑢*(𝜉, 𝜂),
𝜕𝑢*(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
,
𝜕𝑢*(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂
. Тогда справедлива

следующая оценка:

|𝑢*(𝑡0,𝑘1 , 𝑥0,𝑘1𝑗1
, 𝑥0,𝑘1𝑗2

)− 𝑢*𝑛(𝑡
0,𝑘1 , 𝑥0,𝑘1𝑗1

, 𝑥0,𝑘1𝑗2
)| 6

6 𝐶

⎛⎜⎝sup
𝑡,𝑥,𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

∫︁∫︁
(−∞,∞)2∖[−𝐴,𝐴]2

𝐹

(︂
𝑠, 𝜉, 𝜂, 𝑢*(𝜉, 𝜂),

𝜕𝑢*(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
,
𝜕𝑢*(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂

)︂
×

×𝐺(𝑥0,𝑘1𝑗1
, 𝑥0,𝑘1𝑗2

, 𝜉, 𝜂, 𝑡
0,𝑘1 − 𝑠) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
+
𝐴1+𝛼

𝑛𝛼

)︂
,

где sup
𝑡,𝑥,𝑦

берется по сетке узлов.

Аналогичная, но более сложная оценка справедлива и для остальных узлов. Ее не
выписываем из-за громоздкости.

Доказательство приведенных оценок опускаются из-за громоздкости выражений.
Методика доказательства приведена в разделе 2.

Остановимся на вопросе аппроксимации производных, входящих в функцию

𝐹
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁
.

Математика 301



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 3

Вычислительные эксперименты показали, что аппроксимация производных 𝜕𝑢
𝜕𝑥
, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

разностными схемами приводит к значительным погрешностям.
Значительно большую точность дает аппроксимация производных формулами,

связывающими производные с интегралами Римана [26] или гиперсингулярными
интегралами [27,28].

Напомним формулу интегрирования Ланцоша [26]

𝑓 ′(𝑥) ≈ 3

2Δ2

∫︁ Δ

−Δ

𝑡𝑓(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡,

где Δ— достаточно малое число, Δ > 0.
При вычислениях естественно использовать ее дискретизацию [26]

𝑓 ′(𝑥) ≈

(︂
𝑛∑︀

𝑘=−𝑛

𝑘𝑓(𝑥+ 𝑘ℎ)

)︂
(︂
2

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑘2ℎ

)︂
с шагом ℎ, ℎ > 0.

Пример 1. Требуется найти приближенное решение задачи Коши:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

2
·
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
+ 2𝑢 ln(𝑢) + 4𝑡𝑢,

𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥2−𝑦2 .

Точное решение задачи дается функцией 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥2−𝑦2−2𝑡.
Восстановление неизвестной функции 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) осуществлялось при 0 6 𝑡 6 𝑇 , где

𝑇 = 1. Двойной интеграл в расчетной формуле метода вычислялся приближенно по
многомерному аналогу квадратурной формулы средних прямоугольников на интервале
(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝐴,𝐴]2 с шагом ℎ = 2𝐴/𝑁 = 10−1, где 𝐴 = 5/2. Функция 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) на каждом
из 𝑀 = 10 слоев по переменной 𝑡 (𝑡 = 𝑡𝑖 = 𝑖𝜏 , где 𝜏 = 𝑇/𝑀) восстанавливалась
на равномерной сетке из (𝑁 + 1)2 = 512 = 2601 узлов, построенной в квадрате
(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝐴,𝐴]2. Число шагов 𝐿 метода Эйлера, а также шаг 𝜃 метода Эйлера были
зафиксированы формулой

𝐿 = 100, 𝜃 = 10−1.

Результаты счета приведены в табл. 1.

Замечание 7. Полученная оценка погрешности совпадает по порядку с теорети-
ческой.

4. Приближенное решение обратных задач
В работах [14, 29, 30] исследовались вопросы применения непрерывного опера-

торного метода к решению обратных коэффициентных задач для параболических
уравнений с производными целых порядков. В связи с активным развитием направ-
ления, связанного с исследованием задач математической физики с производными
дробных порядков и многочисленными приложениями этих задач, возникает необходи-
мость в построении численных методов решения обратных задач для параболических
уравнений с дробными производными.
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Таблица 1 / Table 1

Решение задачи Коши для нелинейного уравнения
теплопроводности

Solving the Cauchy problem for nonlinear heat equation

Значение 𝑡 Погрешность Значение 𝑡 Погрешность
(слой 𝑡 = 𝑡𝑖) (слой 𝑡 = 𝑡𝑖)

0.1 0.006007 0.6 0.020818
0.2 0.003836 0.7 0.024745
0.3 0.007459 0.8 0.028089
0.4 0.011893 0.9 0.030763
0.5 0.016446 1.0 0.032730

Рассмотрим следующую начальную задачу для дробно-дифференциального урав-
нения в частных производных [31]:

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝛾

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝛼 < 1, (27)

𝑢(0+, 𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑢(0−, 𝑥) = 0, 𝑢(𝑡,±∞) = 0, (28)

где (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅+×𝑅. Уравнение (27) называется дробно-дифференциальным уравнением
диффузии. При 𝛼 = 1 это уравнение совпадает с обычным уравнением диффузии,
в то время как при 𝛼 < 1 с его помощью моделируются процессы субдиффузии
(замедленной диффузии) [32].

Замечание 8. Дробную производную 𝜕𝛼𝑢
𝜕𝑡𝛼

в уравнении (27) следует понимать в
смысле Римана –Лиувилля. Дробная производная Римана –Лиувилля определяется
интегральной формулой [33]

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
=

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑠, 𝑥)

(𝑡− 𝑠)𝛼−𝑛+1
𝑑𝑠, 𝑛 = [𝛼] + 1.

В данном разделе на примере начальной задачи (27), (28) рассматриваются две
задачи:

1) определение коэффициента 𝛾;
2) определение показателя 𝛼.

4.1. Приближенный метод определения коэффициента 𝛾

Известно [31], что решение задачи (27)–(28) представимо в виде

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝐺(𝑡, 𝑥− 𝜉)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉,

где

𝐺(𝑡, 𝑥) =
𝑧

2|𝑥|

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! Γ(−𝛽𝑛+ (1− 𝛽))
, 𝛽 =

𝛼

2
, 𝑧 =

|𝑥|
√
𝛾𝑡𝛽

. (29)

Замечание 9. Ниже, при решении модельных примеров, при вычислении ряда в
(29) брался его отрезок, состоящий из первых 100 членов суммы.
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Полагая в начальной задаче (27)–(28) решение 𝑢(𝑥, 𝑡) известным и равным
𝑢*(𝑡*, 𝑥*) в точке (𝑡*, 𝑥*), приходим к нелинейному уравнению для определения
коэффициента 𝛾:

𝑢*(𝑡*, 𝑥*) =

∞∫︁
−∞

1

2
√
𝛾(𝑡*)

𝛼
2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!Γ(1− (𝑛+ 1)𝛼
2
)

(︃
|𝑥* − 𝜉|
√
𝛾(𝑡*)

𝛼
2

)︃𝑛

𝜙(𝜉) 𝑑𝜉. (30)

Уравнение (30) аппроксимируется следующим:

𝑢*(𝑡*, 𝑥*) =
1

2
√
𝛾(𝑡*)

𝛼
2

𝐴∫︁
−𝐴

𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!Γ(1− (𝑛+ 1)𝛼
2
)

(︃
|𝑥* − 𝜉|
√
𝛾(𝑡*)

𝛼
2

)︃𝑛

𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (31)

где константы 𝐴 и 𝑁 выбираются из требования, чтобы погрешность аппроксима-
ции правой части уравнения (30) не превосходила 𝜀, где 𝜀— фиксированное число,
обусловленное требованием к точности решаемой физической или технологической
задачи.

В соответствии с непрерывным методом решения нелинейных операторных урав-
нений уравнению (31) сопоставляется задача Коши

𝑑𝛾(𝑣)

𝑑𝑣
=

= 𝑞(𝑣)

⎡⎣ 1

2
√︀
𝛾(𝑣)(𝑡*)𝛼/2

𝐴∫︁
−𝐴

𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!Γ(1− (𝑛+ 1)𝛼
2
)

(︃
|𝑥* − 𝜉|√︀
𝛾(𝑣)(𝑡*)𝛼/2

)︃𝑛

𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 − 𝑢*(𝑡*, 𝑥*)

⎤⎦ ,
𝛾(0) = 𝛾0,

где 𝑞(𝑣) = ±1. Знак 𝑞(𝑣) выбирается из требования отрицательности логарифмической
нормы производной по 𝛾 функции⎡⎣ 1

2
√︀
𝛾(𝑣)(𝑡*)

𝛼
2

𝐴∫︁
−𝐴

𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!Γ(1− (𝑛+ 1)𝛼
2
)

(︃
|𝑥* − 𝜉|√︀
𝛾(𝑣)(𝑡*)

𝛼
2

)︃𝑛

𝜙(𝜉) 𝑑𝜉

⎤⎦ .
Замечание 10. Если это требование невыполнимо, то для решения уравнения

(31) используются обобщения, описанные в разделе 2.

Рассмотрим следующий модельный пример.

Пример 2. Рассмотрим начальную задачу (27)–(28), где

𝜙(𝑥) = log

(︂
𝑥2 + 5

𝑥2 + 2

)︂
, 𝛼 =

1

2
.

Коэффициент 𝛾, который будем восстанавливать, зафиксируем равным 2.5.
В качестве известного априорно значения возьмем значение 𝑢(0.25, 0.5), полу-

ченное при приближенном вычислении интеграла в формуле (31) по квадратурной
формуле средних прямоугольников на интервале [−10, 10] с шагом ℎ = 10−4. Было
получено следующее значение функции 𝑢: 𝑢(0.25, 0.5) = 0.63395.

Пусть 𝐿— число итераций метода Эйлера, 𝜃— шаг метода Эйлера, 𝛾0 — начальное
приближение метода, 𝜀— погрешность восстановления 𝛾, 𝜂— невязка.

Полученные численные результаты приведены в табл. 2.
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Таблица 2 / Table 2

Восстановление коэффициента 𝛾
Recovery of the coefficient 𝛾

№ L 𝜃 𝛾0 ≈ 𝛾 𝜀 𝜂

1 500 0.1 1.0 2.36609 0.13391 5.9 · 10−3

2 1000 0.1 1.0 2.48247 0.01753 6.2 · 10−4

3 1500 0.1 1.0 2.49488 0.00512 6.7 · 10−5

4 2000 0.1 1.0 2.49623 0.00377 7.3 · 10−6

5 10000 0.01 0.5 2.47918 0.02082 7.6 · 10−4

6 2000 0.1 4.0 2.49666 0.00334 1.2 · 10−5

7 5000 0.1 10.0 2.49640 0.00360 2.2 · 10−10

Замечание 11. В процессе счета по непрерывному операторному методу интеграл
в формуле (31) вычислялся по квадратурной формуле средних прямоугольников
на интервале [−10, 10], но уже с шагом ℎ = 10−1. Таким образом, даже довольно
грубое вычисление интеграла в формуле (31) практически не оказывает влияния на
сходимость метода.

4.2. Приближенный метод определения показателя 𝛼

Поставим задачу о восстановлении неизвестного показателя производной 𝛼 при
дополнительном предположении о том, что известным (точно либо приближенно)
является значение 𝜓 = 𝑢 (𝑡*, 𝑥*), где (𝑡*, 𝑥*) ∈ 𝑅+ ×𝑅 — фиксированная точка.

Известно [31], что общее решение задачи (27)–(28) дается следующей интеграль-
ной формулой:

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝐺(𝛼, 𝑥− 𝜉, 𝑡)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (32)

где функция Грина 𝐺(𝛼, 𝑥, 𝑡) определяется следующим образом:

𝐺(𝛼, 𝑥, 𝑡) =
𝑧

2|𝑥|
𝑀(𝑧, 𝛽), 𝑧 =

|𝑥|
𝑡𝛽
, 𝛽 =

𝛼

2
,

𝑀(𝑧, 𝛽) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Br

𝑒𝜎−𝑧𝜎𝛽 𝑑𝜎

𝜎1−𝛽
=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛!Γ[−𝛽𝑛+ (1− 𝛽)]
, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶,

символ Br обозначает интеграл Бромвича.
Зафиксируем в формуле (32) 𝑡 = 𝑡* и 𝑥 = 𝑥*, после чего перепишем (32) в

следующем виде:

∞∫︁
−∞

𝐺(𝛼, 𝜉, 𝑡)𝜙(𝑥− 𝜉) 𝑑𝜉 − 𝜓 = 0, 𝜓 = 𝑢(𝑡*, 𝑥*). (33)

Уравнение (33) служит основой для построения численного метода решения задачи
восстановления значения параметра 𝛼.

Введем вспомогательную функцию 𝛼(𝜎), 𝜎 > 0, такую, что lim
𝜎→∞

𝛼(𝜎) = 𝛼. В соот-

ветствии с описанием непрерывного операторного метода функция 𝛼(𝜎) удовлетворяет
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следующей задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения:

𝑑𝛼

𝑑𝜎
= 𝜈

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

𝐺(𝛼(𝜎), 𝜉, 𝑡)𝜙(𝑥− 𝜉) 𝑑𝜉 − 𝜓

⎫⎬⎭ , (34)

𝛼(0) = 𝜒, (35)

где значение 𝜒 фиксируется произвольным образом внутри интервала (0, 1), а значение
параметра 𝜈 = ±1 фиксируется таким образом, чтобы обеспечить сходимость метода
к решению задачи.

Для решения начальной задачи (34)–(35) может быть применен любой из числен-
ных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Воспользуемся
методом Эйлера. Пусть 𝜃 — шаг метода Эйлера, а 𝐿 — число итераций метода
Эйлера. Обозначим 𝛼𝑟 = 𝛼(𝜎𝑟), где 𝜎𝑟 = 𝑟𝜃. Тогда вычислительная схема реализуется
последовательным (𝑟 = 0, 1, 2, . . .) счетом по следующей расчетной формуле:

𝛼(𝜎𝑟+1) = 𝛼(𝜎𝑟) + 𝜃

⎧⎨⎩𝜈𝑟
⎧⎨⎩

∞∫︁
−∞

𝐺(𝛼𝑟, 𝜉, 𝑡)𝜙(𝑥− 𝜉) 𝑑𝜉 − 𝜓

⎫⎬⎭
⎫⎬⎭ , (36)

где 𝜈𝑟 = ±1.
Результат вычислений фиксируется посредством формулы 𝛼 ≈ 𝛼(𝜎𝐿).
Рассмотрим следующий модельный пример.

Пример 3. Рассмотрим начальную задачу (27)–(28), где 𝜙(𝑥) = log

(︂
𝑥2 + 5

𝑥2 + 2

)︂
,

𝛾 = 5/2. Коэффициент 𝛼, который будем восстанавливать, зафиксируем равным 1/2.
В качестве известного априорно значения возьмем значение 𝑢(0.25, 0.5).

В результате вычисления значения 𝑢(𝑡, 𝑥) при 𝑡* = 0.25, 𝑥* = 0.5 при помощи
приближенного вычисления интеграла в правой части формулы (36) по квадратурной
формуле средних прямоугольников на интервале [−10, 10] с шагом ℎ = 10−4 получено
следующее приближенное значение функции 𝑢: 𝑢(0.25, 0.5) = 0.63396.

Обозначим 𝐿— число итераций метода Эйлера, 𝜃 — шаг метода Эйлера, 𝛼0 —
начальное приближение метода, 𝜀 — погрешность восстановления 𝛼.

Полученные численные результаты представлены в табл. 3.

Таблица 3 / Table 3

Восстановление коэффициента 𝛼
Recovery of the coefficient 𝛼

№ 𝐿 𝜃 𝛼0 ≈ 𝛼 𝜀 Невязка

1 300 0.1 0.1 0.48543 0.01457 1.7 · 10−3

2 300 0.1 0.4 0.49663 0.00337 3.9 · 10−4

3 300 0.1 0.6 0.50323 0.00323 3.7 · 10−4

4 300 0.1 0.8 0.50915 0.00915 1.1 · 10−3

5 1000 0.1 0.9 0.51019 0.01019 3.0 · 10−7

6 1000 0.1 1.0 0.51019 0.01019 3.6 · 10−7

7 1000 0.1 1.1 0.51019 0.01019 4.3 · 10−7

306 Научный отдел



И. В. Бойков, В. А. Рязанцев. Об одном итерационном методе решения

В табл. 4 приводятся результаты, если 𝑢(0.25, 0.5) известно с погрешностью 0.07
(первая строка табл. 4) и 0.03 (вторая строка табл. 4).

Таблица 4 / Table 4

Восстановление коэффициента 𝛼 по дополнительной информации,
заданной с погрешностью

Recovery of the coefficient 𝛼 using additional information given
with error

№ 𝑢(𝑡*, 𝑥*) 𝐿 𝜃 𝛼0 ≈ 𝛼 𝜀 Невязка

1 0.64 1000 0.1 0.1 0.55401 0.05401 4.9 · 10−7

2 0.63 1000 0.1 0.1 0.46615 0.03385 6.3 · 10−7

Выводы
В работе предложены приближенные методы решения прямых и обратных задач

для параболических уравнений. Прямые и обратные задачи решаются по единой
методологии — исходная задача преобразуется в интегральное уравнение, которое
затем аппроксимируется по технологии метода коллокации (или механических квадра-
тур). Построенная вычислительная схема реализуется в соответствии с непрерывным
методом решения нелинейных операторных уравнений.

Отметим несколько принципиальных моментов. При приближенном решении пря-
мой задачи для нелинейных параболических уравнений в качестве узлов коллокации
выбраны узлы локальных сплайнов, реализующие наилучшую по порядку аппрок-
симацию класса функций 𝑃𝑟(𝐺,𝑀), к которому принадлежат решения линейных
параболических уравнений. Исследованы коэффициентная задача и задача восста-
новления порядка дробной производной. Предложена новая методика обоснования
проекционных методов решения линейных и нелинейных интегральных уравнений.

Предложенная методика может быть распространена на ряд других прямых и
обратных задач математической физики.
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