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Введение

Пусть N, Z, R— множества натуральных, целых и вещественных чисел соответ-
ственно; Z+ = N∪{0}; R𝑚 —𝑚-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)
с вещественными координатами; I𝑚 = {𝑥 ∈ R𝑚; 0 6 𝑥𝑗 < 1; 𝑗 = 1, . . . ,𝑚} = [0, 1)𝑚 —
𝑚-мерный куб; Z𝑚+ — декартово произведение из 𝑚 множеств Z+.

Пусть даны числа 𝑝, 𝜏 ∈ (1,∞), 𝛼 ∈ R = (−∞,+∞). Пространством Лоренца–
Зигмунда 𝐿𝑝,𝜏 (log𝐿)𝛼(T) называется множество всех измеримых по Лебегу и 2𝜋
периодических функций 𝑓 , для которых (см., например, [1])

‖𝑓‖𝑝,𝛼,𝜏 :=

{︂∫︁ 1

0

(𝑓 *(𝑡))𝜏 (1 + | log2 𝑡|)𝛼𝜏 𝑡
𝜏
𝑝
−1𝑑𝑡

}︂ 1
𝜏

< +∞,

где 𝑓 *(𝑡) — невозрастающая перестановка функции |𝑓(2𝜋𝑥)|, 𝑥 ∈ [0, 1), T = [0, 2𝜋).
Пространство Лоренца –Зигмунда иногда обозначается как 𝐿𝑝,𝛼,𝜏 (T). Будем поль-

зоваться именно этим обозначением.
Отметим, что для 𝛼 = 0 пространство 𝐿𝑝,𝛼,𝜏 (T) совпадает с пространством Лоренца

𝐿𝑝,𝜏 (T), 1 < 𝑝, 𝜏 <∞, которое состоит из всех функций 𝑓 таких, что (см., например,
[2, гл. 1, п. 3])

‖𝑓‖*𝑝,𝜏 :=

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑓 *𝜏 (𝑡)𝑡
𝜏
𝑝
−1𝑑𝑡

⎞⎠1/𝜏

<∞.
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Пусть 𝑝 = (𝑝1, . . . 𝑝𝑚), 𝜏 = (𝜏1, . . . 𝜏𝑚), 𝛼 = (𝛼1, . . . 𝛼𝑚) и 𝑝𝑗, 𝜏𝑗 ∈ (1,∞), 𝛼𝑗 ∈ R,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Через 𝐿*

𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) обозначим анизотропное пространство Лоренца–
Зигмунда — всех измеримых по Лебегу функций 𝑚 переменных 𝑓 , имеющих период
2𝜋 по каждой переменной и для которых конечна величина

‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 := ‖ . . . ‖𝑓 *1,...,*𝑚‖𝑝1,𝛼1,𝜏1 . . . ‖𝑝𝑚,𝛼𝑚,𝜏𝑚 =

=

⎡⎢⎣∫︁ 1

0

⎡⎣. . .[︃∫︁ 1

0

(𝑓 *1,...,*𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚))𝜏1

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

(1+| log2 𝑡𝑗|)
𝛼𝑗 𝑡

1
𝑝𝑗

− 1
𝜏𝑗

𝑗

)︃𝜏1

𝑑𝑡1

]︃ 𝜏2
𝜏1

. . .

⎤⎦
𝜏𝑚

𝜏𝑚−1

𝑑𝑡𝑚

⎤⎥⎦
1

𝜏𝑚

,

где 𝑓 *1,...,*𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) — невозрастающая перестановка функции |𝑓(2𝜋𝑥)| по каждой
переменной 𝑥𝑗 ∈ [0, 1) при фиксированных остальных переменных (см. [3,4]).

Для 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 пространство 𝐿*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) является анизотропным про-

странством Лоренца и обозначается 𝐿*
𝑝,𝜏 (T𝑚), а его норма ‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 = ‖𝑓‖*𝑝,𝜏 (см. [3]).

Если 𝛼𝑗 = 0 и 𝑝𝑗 = 𝜏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то 𝐿*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) = 𝐿𝑝(T𝑚) — известное

пространство Лебега с нормой

‖𝑓‖𝑝 :=

⎛⎝∫︁
I𝑚

|𝑓(2𝜋𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞.

Введем следующие обозначения: �̊�*
𝑝,�̄�,𝜏 (T𝑚) — множество всех функций 𝑓 ∈ 𝐿*

𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚)
таких, что

2𝜋∫︁
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥𝑗 = 0 ∀ 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;

𝑎𝑛(𝑓) — коэффициенты Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿1(T𝑚) по системе {𝑒𝑖⟨𝑛,𝑥⟩};

𝛿𝑠(𝑓, 𝑥) :=
∑︁
𝑛∈𝜌(𝑠)

𝑎𝑛(𝑓)𝑒𝑖⟨𝑛,𝑥⟩,

где ⟨𝑦, 𝑥⟩ =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗𝑥𝑗, 𝜌(𝑠) :=
{︀
𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) ∈ Z𝑚 : [2𝑠𝑗−1] 6 |𝑘𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

}︀
,

[𝑎] — целая часть числа 𝑎 и 𝑠𝑗 = 0, 1, . . .
В теории функций хорошо известно 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵 — пространство Никольского –Бесова в

пространстве Лебега 𝐿𝑝(T𝑚), 1 6 𝑝 <∞ и его различные обобщения [5–7].
В данной статье рассматривается аналог класса Никольского –Бесова в анизо-

тропном пространстве Лоренца –Зигмунда:

𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵 :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ �̊�*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) : ‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 +

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏

}︃
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜃

6 1

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

где 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚), 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚), 𝜏 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚), 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑚),
1 < 𝑝𝑗, 𝜏𝑗 < ∞, 0 < 𝜃𝑗 6 +∞, 0 < 𝑟𝑗 < +∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, норма 𝑙𝜃 числовых
последовательностей {𝑎𝑛} имеет вид

⃦⃦
{𝑎𝑛}𝑛∈Z𝑚

⃦⃦
𝑙𝜃

=

⎛⎜⎝∑︁
𝑛𝑚∈Z

⎛⎝. . .(︃∑︁
𝑛1∈Z

|𝑎𝑛|𝜃1
)︃𝜃2/𝜃1

. . .

⎞⎠𝜃𝑚/𝜃𝑚−1
⎞⎟⎠

1/𝜃𝑚

.
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Наилучшим 𝑀 -членным тригонометрическим приближением функции 𝑓 ∈𝐿*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚)

называется величина [8]

‖𝑓 −
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑒
𝑖⟨𝑘𝑗 ,𝑥⟩‖*𝑝,𝛼,𝜏 ,

где {𝑘𝑗}𝑀𝑗=1 — система векторов 𝑘
𝑗

= (𝑘𝑗1, . . . , 𝑘
𝑗
𝑚) с целочисленными координатами,

𝑏𝑗 — действительные или комплексные числа.
Положим

𝑒𝑀(𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵)𝑞,𝛽,𝜏 (2) := sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝛼,𝜏(1),𝜃
𝐵

𝑒𝑀(𝑓)𝑞,𝛽,𝜏 (2) ,

где 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑚), 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚), 𝜏 (𝑖) = (𝜏
(𝑖)
1 , . . . , 𝜏

(𝑖)
𝑚 ) и 1 < 𝑞𝑗, 𝜏

(𝑖)
𝑗 < ∞, 𝑖 = 1, 2,

𝛽𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
Оценкам порядка наилучших 𝑀 -членных тригонометрических приближений функ-

ций из классов Соболева 𝑊 𝑟
𝑝 , Никольского –Бесова 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵, Лизоркина –Трибеля в

пространстве 𝐿𝑞(T𝑚) к настоящему времени посвящено большое количество иссле-
дований Р. С. Исмагилова, Э. С. Белинского [9], Ю. Маковоза, В. Е. Майорова,
Р. Девора, В. Н. Темлякова [10–12], А. С. Романюка [13], М. Хансена и У. Зикеля,
С. А. Стасюка, Д. Б. Базарханова [14,15] (более подробно см. библиографию в [8]).

Оценки наилучших 𝑀 -членных приближений функций класса Никольского –
Бесова в пространствах Лоренца и Лебега с анизотропными нормами исследованы
в [16,17].

Основная цель статьи — найти точный порядок величины 𝑒𝑀(𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵)𝑞,𝛽,𝜏 (2).
Через 𝐶(𝑝, 𝑞, 𝑦, . . .) обозначим положительные величины, которые зависят от ука-

занных параметров и отличаются для разных формул. Запись 𝐴(𝑦) ≍ 𝐵(𝑦) означает,
что существуют положительные числа 𝐶1, 𝐶2 такие, что 𝐶1𝐴(𝑦) 6 𝐵(𝑦) 6 𝐶2𝐴(𝑦).
Для краткости записи вместо 𝐵 > 𝐶1𝐴 или 𝐵 6 𝐶2𝐴 часто будем писать 𝐵 ≫ 𝐴
или 𝐵 ≪ 𝐴 соответственно. Запись log 𝑦 означает логарифм с основанием 2 от числа
𝑦 > 0.

1. Вспомогательные утверждения
В данном разделе приведем несколько лемм, необходимых для доказательства

основных результатов статьи.

Лемма 1 ([18]). Пусть 𝛾′ = (𝛾′1, . . . , 𝛾
′
𝑚), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚) и

0 < 𝛾′𝑗 6 𝛾𝑗, 0 < 𝜃𝑗 < ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и 𝛼 ∈ (0,∞). Тогда справедливо следующее
неравенство:⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
{︃

2−𝛼⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗

}︃
𝑠∈𝑌𝑚(𝑛,𝛾′)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜃

≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

𝜆𝑗+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃𝑗
, 𝑛 ∈ N,

где 𝛿 = min{𝛾𝑗
𝛾′𝑗

: 𝑗 = 1, . . . ,𝑚}, 𝐴 = {𝑗 :
𝛾𝑗
𝛾′𝑗

= 𝛿, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚}, 𝑗1 = min{𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐴} и
числа 𝜆𝑗 ∈ R удовлетворяют условиям

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

𝜆𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜃𝑗
, 𝜆𝑗′ +

1

𝜃′𝑗

⎫⎬⎭ > 0, 𝑗′ = max{𝑗 ∈ 𝐴}.

Математика 145



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 2

Лемма 2. Пусть 𝜅 > 0, 0 < 𝜃𝑗 < ∞, 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и 𝛾′ = (𝛾′1, . . . , 𝛾
′
𝑚),

𝛾
′
= (𝛾′1, . . . , 𝛾

′
𝑚), 𝛾′𝑗 = 𝛾′𝑗 = 1 для 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝛾′𝑗 < 𝛾′𝑗 для 𝑗 /∈ 𝐴. Тогда⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
{︃

2𝜅⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗

}︃
⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜃

≪ 2𝑛𝜅𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

𝜆𝑗+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃𝑗
, 𝑛 ∈ N

при условии

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

𝜆𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜃𝑗
, 𝜆𝑗′ +

1

𝜃𝑗′

⎫⎬⎭ > 0.

Доказательство. Рассмотрим множество

Ω𝑛,𝛾′ = {𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑚) ∈ Z𝑚+ : ⟨𝑠, 𝛾′⟩ < 𝑛} =
𝑛⋃︁
𝑙=1

𝜔𝑙,

где 𝜔𝑙 = {𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑚) ∈ Z𝑚+ : 𝑙 − 1 6 ⟨𝑠, 𝛾′⟩ < 𝑙}, 𝜔𝑙 ∩ 𝜔𝑘 = ∅, 𝑘 ̸= 𝑙.
Пусть 𝜒Ω𝑛,𝛾′

и 𝜒𝜔𝑙
— характеристические функции множеств Ω𝑛,𝛾′ и 𝜔𝑙 соответ-

ственно. Тогда

𝜒Ω𝑛,𝛾′
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜒𝜔𝑙
(𝑠).

Поэтому согласно свойству нормы имеем⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

2𝜅⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗

}︃
𝑠∈Ω𝑛,𝛾′

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

=

⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

𝑛∑︁
𝑙=1

2𝜅⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗𝜒𝜔𝑙
(𝑠)

}︃
𝑠∈
⋃︀𝑛

𝑙=1 𝜔𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

6

6
𝑛∑︁
𝑙=1

⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

2𝜅⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗𝜒𝜔𝑙
(𝑠)

}︃
𝑠∈𝜔𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

. (1)

Обозначим 𝛿 = 2𝛾′ − 𝛾. Тогда 𝛿𝑗 = 𝛾′𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝛿𝑗 > 𝛾′𝑗 для 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ 𝐴.
Поэтому⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

2𝜅⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗𝜒𝜔𝑙
(𝑠)

}︃
𝑠∈𝜔𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

6 22𝑙𝜅

⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

2−𝜅⟨𝑠,𝛿⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗𝜒𝜔𝑙
(𝑠)

}︃
𝑠∈𝜔𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

. (2)

Теперь, пользуясь леммой 1 из неравенств (1) и (2), получим утверждение леммы. �

Замечание 1. В случае 𝜃1 = . . . = 𝜃𝑚 = 𝜃 и 𝐴 = {1, . . . 𝜈} лемма 2 ранее доказана
в [10, лемма Г].

2. Основные результаты
Теорема. Пусть 𝑝=(𝑝1, . . . , 𝑝𝑚), 𝑞=(𝑞1, . . . , 𝑞𝑚), 𝛼=(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚), 𝛽=(𝛽1, . . . , 𝛽𝑚),

𝜏 (1) = (𝜏
(1)
1 , . . . , 𝜏

(1)
𝑚 ), 𝜏 (2) = (𝜏

(2)
1 , . . . , 𝜏

(2)
𝑚 ), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚) и 1 < 𝑝𝑗 < 2 < 𝑞𝑗 < +∞,

1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6∞, 1 < 𝜏

(1)
𝑗 < +∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 0 6 𝛽𝑗 <∞, 1

𝑝𝑗
− 1

𝑞𝑗
< 𝑟𝑗 <

1
𝑝𝑗

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

и 𝑟𝑗0 + 1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

= min{𝑟𝑗+ 1
𝑞𝑗
− 1

𝑝𝑗
: 𝑗 = 1, . . . ,𝑚}, 𝐴 = min

{︁
𝑗 : 𝑟𝑗+

1
𝑞𝑗
− 1

𝑝𝑗
= 𝑟𝑗0 + 1

𝑞𝑗0
− 1

𝑝𝑗0
,
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𝑗 = 1, . . . ,𝑚
}︁
, 𝑗1 = min{𝑗 ∈ 𝐴} и

(︁
1
𝑝𝑗

− 𝑟𝑗

)︁
1
𝑞𝑗0

<
(︁

1
𝑝𝑗0

− 𝑟𝑗0

)︁
1
𝑞𝑗

, 𝑗 /∈ 𝐴. Тогда справед-
лива оценка

𝑒𝑀

(︁
𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵
)︁
𝑞,𝛽,𝜏 (2)

≪

≪𝑀
−

𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0

+ 1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
(log𝑀)

𝑞𝑗0

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
+

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)

для натурального числа 𝑀 > 𝑀0 > 1 при условиях:
а) 2 < 𝜏

(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6∞ и

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1

𝜃𝑗

)︃
, 𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′ +

1

𝜏
(2)
𝑗′

− 1

𝜃𝑗′

⎫⎬⎭ > 0, (3)

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1

2
− 1

𝜃𝑗

)︂
, 𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′ +

1

2
− 1

𝜃𝑗′

⎫⎬⎭ > 0; (4)

б) для 1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6 2 при условии (3), где 𝑗′ = max{𝑗 ∈ 𝐴} и 𝑎+ = max{𝑎, 0}.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵. Для произвольного натурального числа

𝑀 найдется натуральное число 𝑛 такое, что 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛|𝐴|−1. Приближающий полином
𝑃 (Ω𝑀 , 𝑥) будем искать в виде

𝑃 (Ω𝑀 , 𝑥) =
∑︁

⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑛

𝛿𝑠 (𝑓, 𝑥) +
∑︁

𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

𝑃 (Ω𝑁𝑠
, 𝑥), (5)

где 𝛾′ = (𝛾′1, . . . , 𝛾
′
𝑚), 𝛾′𝑗 = 𝛾𝑗 = 1 для 𝑗 ∈ 𝐴 и 1 < 𝛾′𝑗 < 𝛾𝑗, 𝑗 /∈ 𝐴, 𝛾𝑗 =

𝑟𝑗 + 1
𝑞𝑗
− 1

𝑝𝑗

𝑟𝑗0 + 1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
Полиномы 𝑃 (Ω𝑁𝑠

, 𝑥) будут построены для каждого блока 𝛿𝑠(𝑓, 𝑥) согласно [9,
лемма 2.3], а число 𝛼 > 1 выбрано в процессе построения.

Предположим, что искомый полином построен. Тогда в силу равенства (5) и
свойства нормы получим

‖𝑓 − 𝑃 (Ω𝑀)‖*𝑞,𝛽,𝜏 (2) 6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

(𝛿𝑠(𝑓) − 𝑃 (Ω𝑁𝑠
))

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
*

𝑞,𝛽,𝜏 (2)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
⟨𝑠,𝛾′⟩>𝛼𝑛

𝛿𝑠(𝑓)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
*

𝑞,𝛽,𝜏 (2)

=

= 𝐽1(𝑓) + 𝐽2(𝑓). (6)

Так как полином
∑︀

𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛
(𝛿𝑠(𝑓, 𝑥) − 𝑃 (Ω𝑁𝑠

, 𝑥)) — непрерывная функция, то она при-

надлежит пространству 𝐿𝑞0(T𝑚), 𝑞0 = max{𝑞1, . . . , 𝑞𝑚} и

𝐽1(𝑓) ≪

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

(𝛿𝑠(𝑓) − 𝑃 (Ω𝑁𝑠
))

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑞0

. (7)

Так как 𝑞𝑗 ∈ (2,+∞), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то 𝑞0 ∈ (2,+∞). Поэтому согласно теореме
Литтлвуда –Пэли в пространстве Лебега (см. [5, гл. I, п. 1.5.2]) и [9, лемма 2.3]
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оценку (7) продолжим в следующем виде:

𝐽1(𝑓) ≪

⎛⎝ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

‖𝛿𝑠(𝑓) − 𝑃 (Ω𝑁𝑠
)‖2𝑞0

⎞⎠1/2

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

𝑁−1
𝑠

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖22

⎞⎠1/2

.

(8)

Оценим 𝐽2(𝑓). Пользуясь [19, теорема 3], получим

𝐽2(𝑓) ≪

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

(︂
1
𝑝𝑗

− 1
𝑞𝑗

)︂
(𝑠𝑗 + 1)𝛽𝑗−𝛼𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︃
𝑠∈𝑌𝑚(𝛼𝑛,𝛾′)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙
𝜏(2)

= 𝐶𝐽3(𝑓), (9)

где 𝑌 𝑚(𝛼𝑛, 𝛾′) =
{︀
𝑠 ∈ Z𝑚+ : ⟨𝑠, 𝛾′⟩ > 𝛼𝑛

}︀
.

Оценим 𝐽3(𝑓). Пусть 1 < 𝜏
(2)
𝑗 < 𝜃𝑗 6∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Тогда, применяя неравенство

Гельдера с показателями 𝜂𝑗 =
𝜃𝑗

𝜏
(2)
𝑗

> 1, 1
𝜂𝑗

+ 1
𝜂′𝑗

= 1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и леммой 1 при

𝜆𝑗 = 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, будем иметь

𝐽3(𝑓) ≪

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︃
𝑠∈𝑌𝑚(𝛼𝑛,𝛾′)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜃

×

×

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2
−⟨𝑠,𝛾⟩

(︁
𝑟1+

1
𝑞1

− 1
𝑝1

)︁ 𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝛽𝑗−𝛼𝑗

}︃
𝑠∈𝑌𝑚(𝛼𝑛,𝛾′)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜖

≪

≪ 2
−𝛼𝑛

(︁
𝑟1+

1
𝑞1

− 1
𝑝1

)︁
(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
(10)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵, где 𝜖 = (𝜖1, . . . , 𝜖𝑚) , 𝜖𝑗 = 𝜏
(2)
𝑗 𝜂′𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при

условии

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1

𝜃𝑗

)︃
, 𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′ +

1

𝜏
(2)
𝑗′

− 1

𝜃𝑗′

⎫⎬⎭ > 0. (11)

Теперь из неравенств (9), (10) следует, что

𝐽2(𝑓) ≪ 2
−𝛼𝑛(𝑟1+ 1

𝑞1
− 1

𝑝1
)
(𝑛+ 1)

𝜈∑︀
𝑗=1

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
𝜈∑︀

𝑗=2

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
+ (12)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵, при условии (11) для 1 < 𝜏
(2)
𝑗 < 𝜃𝑗 6 ∞,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
В силу условия 0 6 𝛽𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 справедливо неравенство

‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 ≪ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*2,𝛽,2 . (13)

Так как 1 < 𝑝𝑗 < 2, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то из [19, теоремы 2] следует, что

‖𝛿𝑠(𝑓)‖*2,𝛽,2 ≪
𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

(︂
1
𝑝𝑗

− 1
2

)︂
(𝑠𝑗 + 1)𝛽𝑗−𝛼𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1) (14)

для 𝛽𝑗, 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏
(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
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Из неравенств (13) и (14) следует, что

‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 ≪
𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

(︂
1
𝑝𝑗

− 1
2

)︂
(𝑠𝑗 + 1)𝛽𝑗−𝛼𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1) (15)

для 0 6 𝛽𝑗 <∞ и 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏
(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Используя неравенство (15) из (8), получим

𝐽1(𝑓) ≪

⎛⎝ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

𝑁−1
𝑠

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2(‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1))

2

⎞⎠1/2

, (16)

если 0 6 𝛽𝑗 <∞ и 1 < 𝜏
(2)
𝑗 <∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏

(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть 1
𝑝𝑗

− 1
𝑞𝑗
< 𝑟𝑗 <

1
𝑝𝑗

, 1 < 𝜏
(2)
𝑗 < 𝜃𝑗 6∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Положим

𝑁𝑠 =

[︃
2𝑛2

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

2
−𝛼𝑛

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂]︃
+ 1,

где координаты вектора 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) удовлетворяют соотношениям 𝛾′𝑗 = 𝛾𝑗 для
𝑗 ∈ 𝐴 и 1 < 𝛾𝑗 < 𝛾′𝑗 для 𝑗 /∈ 𝐴. По [10, лемма Г] нетрудно убедиться, что∑︁

𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

𝑁𝑠 ≪ 2𝑛𝑛𝜈−1 ≪𝑀.

Теперь, подставив значения чисел 𝑁𝑠 из (16), получим

𝐽1(𝑓) ≪
{︁

2−𝑛2
𝛼𝑛
(︁

1
𝑝1

−𝑟1
)︁ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2
−
(︁

1
𝑝1

−𝑟1
)︁
⟨𝑠,𝛾⟩×

×
𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

(︁
‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁2 }︁1/2

. (17)

Так как
(︁

1
𝑝𝑗

− 𝑟𝑗

)︁
1
𝑞𝑗0

<
(︁

1
𝑝𝑗0

− 𝑟𝑗0

)︁
1
𝑞𝑗

, 𝑗 /∈ 𝐴, то

1
𝑝𝑗

− 𝑟𝑗
1
𝑝𝑗0

− 𝑟𝑗0
<

𝑟𝑗 + 1
𝑞𝑗
− 1

𝑝𝑗

𝑟𝑗0 + 1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

= 𝛾𝑗, 𝑗 /∈ 𝐴.

Поэтому выберем числа 𝛾′𝑗 и 𝛾𝑗 так, чтобы
1
𝑝𝑗

− 𝑟𝑗
1
𝑝𝑗0

− 𝑟𝑗0
< 𝛾𝑗 < 𝛾′𝑗 < 𝛾𝑗, 𝑗 /∈ 𝐴. Тогда

2
−
(︂

1
𝑝𝑗0

−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 6 2

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗2𝑟𝑗 .

Следовательно,∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2
−
(︂

1
𝑝𝑗0

−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

(︁
‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁2
6
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6
∑︁

𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︃2

. (18)

Если 2 < 𝜃𝑗 6 +∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то, применяя неравенство Гельдера
(︁
𝜂𝑗 =

𝜃𝑗
2
,

𝜂′𝑗 =
𝜃𝑗
𝜃𝑗−2

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚
)︁

к сумме в правой части (18), будем иметь

∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2
−( 1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0 )⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

(︁
‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁2
≪

≪
⃦⃦⃦⃦{︁

2⟨𝑠,𝑟⟩ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)
}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦
𝑙𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2
⟨𝑠,𝛾⟩

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

}︃
⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜂′

. (19)

Далее, по лемме 2 при 𝜃𝑗 = 𝜂′𝑗 и 𝜆𝑗 = 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 будем иметь⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2
⟨𝑠,𝛾⟩

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

}︃
⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜂′

≪ 2
𝑛
(︁

1
𝑝1

−𝑟1
)︁
𝛼
(𝑛+ 1)

2
∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜂′
𝑗

(20)
при условии

min

⎧⎨⎩2
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜂′𝑗
, 2(𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′) +

1

𝜂′𝑗′

⎫⎬⎭ > 0.

Теперь из неравенств (19) и (20) следует, что∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2
−
(︂

1
𝑝𝑗0

−𝑟𝑗0

)︂
⟨𝑠,𝛾⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

(︁
‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁2
≪

≪ 2
𝑛

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝛼
(𝑛+ 1)

2
∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜂′
𝑗

⃦⃦⃦⃦{︁
2⟨𝑠,𝑟⟩ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦2
𝑙𝜃

(21)

при условии

min

⎧⎨⎩2
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜂′𝑗
, 2(𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′) +

1

𝜂′𝑗′

⎫⎬⎭ > 0.

Далее, из неравенств (17) и (21) получим

𝐽1(𝑓) ≪

(︃
2−𝑛2

𝛼𝑛

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
2
𝑛

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝛼
(𝑛+ 1)

2
∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜂′
𝑗

)︃1/2

(22)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵 при условии

min

⎧⎨⎩2
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜂′𝑗
, 2(𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′) +

1

𝜂′𝑗′

⎫⎬⎭ > 0,

если 0 6 𝛽𝑗 <∞ и 1 < 𝜏
(2)
𝑗 <∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏

(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
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В оценке 𝐽2(𝑓) число 𝛼 выбрано в следующем виде:

𝛼 =
𝑞𝑗0
2

− 𝑞𝑗0
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

2
− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
log 𝑛

𝑛
.

Тогда

𝑛𝛼 = 𝑛
𝑞𝑗0
2

− 𝑞𝑗0
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

2
− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
log 𝑛.

Следовательно,

2
−𝑛𝛼

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
=

= 2
−𝑛

𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

𝑗0
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1
2
− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
=

=
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
×

×(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
. (23)

Поэтому из неравенства (12) получим

𝐽2(𝑓) ≪
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
×

×(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1

𝜏
(2)
𝑗

− 1
𝜃𝑗

)︃
=

=
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
(24)

при условии (11) для 1 < 𝜏
(2)
𝑗 < 𝜃𝑗 6∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Далее

2
𝑛𝛼

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
= 2

𝑛
𝑞𝑗0
2

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑛
−𝑞𝑗0

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1
2
− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
.

Поэтому из неравенства (22) следует, что

𝐽1(𝑓) ≪ 2
𝑛

𝑞𝑗0
2

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑛
−𝑞𝑗0

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝜈∑︀

𝑗=2

(︃
1
2
− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
2−𝑛

2 𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1
2
− 1

𝜃𝑗

)︂
=

= 𝐶
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
×

×𝑛
∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
(25)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵 при условиях 2 < 𝜃𝑗 <∞, 1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6∞ и (4),

0 6 𝛽𝑗 <∞ и 1 < 𝜏
(2)
𝑗 <∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏

(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Теперь из неравенств (6), (24), (25) следует, что

‖𝑓 − 𝑃 (Ω𝑀)‖*𝑞,𝛽,𝜏 (2) ≪
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≪
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
(26)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵, в случае 1
𝑝𝑗

− 1
𝑞𝑗

< 𝑟𝑗 < 1
𝑝𝑗

, 2 < 𝜃𝑗 6 ∞,

1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6 ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при условиях (3) и (4), если 0 6 𝛽𝑗 < ∞ и 𝛼𝑗 ∈ R,

1 < 𝜏
(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Поэтому из оценки (26) следует, что

𝑒𝑀

(︁
𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵
)︁
𝑞,𝛽,𝜏 (2)

≪
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
×

×𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
,

в случае 1 < 𝑝𝑗 < 2 < 𝑞𝑗 < ∞, 1
𝑝𝑗

− 1
𝑞𝑗
< 𝑟𝑗 <

1
𝑝𝑗

, 1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6 ∞, 2 < 𝜃𝑗 6 ∞,

0 6 𝛽𝑗 <∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏
(1)
𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при условиях (3) и (4).

Рассмотрим случай 1 6 𝜃𝑗 6 2. Через 𝑒𝑗 обозначим множество всех 𝑠𝑗 ∈ Z+,
для которых (𝑠1, . . . , 𝑠𝑗, . . . , 𝑠𝑚) ∈ 𝑌 𝑚(𝑛, 𝛼𝑛, 𝛾′) при всех фиксированных 𝑠𝑘, 𝑘 ̸= 𝑗 и
𝑃𝑘 = 𝑒1 × . . .× 𝑒𝑘, положим

𝐺𝑘(𝑓, 𝑛)𝜃𝑘 =

⃦⃦⃦⃦{︁
2⟨𝑠,𝑟⟩ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︁
𝑠𝑘∈𝑃𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝜃𝑘

,

где 𝑠𝑘 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑘), 𝜏 𝑘 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘). Рассмотрим числа

𝑁𝑠 =

[︃
2
𝑛𝛼

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
2𝑛𝑛|𝐴|−12

−⟨𝑠,𝛾⟩
(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
×

×
(︁

2⟨𝑠,𝑟⟩‖𝛿𝑠(𝑓)‖*
𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁𝜃1 𝑚−1∏︁
𝑘=1

𝐺
𝜃𝑘+1−𝜃𝑘
𝑘 (𝑓, 𝑛)𝜃𝑘

]︃
+ 1, (27)

где [𝑦] — целая часть числа 𝑦 > 0. Тогда, учитывая, что 𝑟𝑗0 − 1
𝑝𝑗0

< 0, будем иметь

∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

𝑁𝑠 6 𝑛𝑚 + 2
𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
2𝑛𝑛|𝐴|−1×

×
∑︁

𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

2
−⟨𝑠,𝛾⟩

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂ (︁
2⟨𝑠,𝑟⟩‖𝛿𝑠(𝑓)‖*

𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁𝜃1 𝑚−1∏︁
𝑘=1

𝐺
𝜃𝑘+1−𝜃𝑘
𝑘 (𝑓, 𝑛)𝜃𝑘 6

6 𝑛𝑚 + 2𝑛𝑛|𝐴|−1

⃦⃦⃦⃦{︁
2⟨𝑠,𝑟⟩ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦
𝑙𝜃

≪ 2𝑛𝑛|𝐴|−1 ≪𝑀. (28)

Подставляя значения чисел 𝑁𝑠 из (27) в (16), будем иметь

𝐽1(𝑓) ≪

(︃
2
𝑛𝛼

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︃−1/2(︃ ∑︁
𝑛6⟨𝑠,𝛾′⟩<𝛼𝑛

(︁
2⟨𝑠,𝑟⟩‖𝛿𝑠(𝑓)‖*

𝑝,𝛼,𝜏 (1)

)︁2−𝜃1
2
⟨𝑠,𝛾⟩

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
×

×
𝑚−1∏︁
𝑘=1

𝐺
𝜃𝑘−𝜃𝑘+1

𝑘 (𝑓, 𝑛)𝜃𝑘

𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗

2
𝑝𝑗 (𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

)︃1/2

. (29)
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Далее, применяя неравенство Гельдера при 𝜂𝑗 = 𝜃𝑗(2 − 𝜃𝑗) > 1, 1/𝜂𝑗 + 1/𝜂′𝑗 = 1,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚, из (29) получим

𝐽1(𝑓) ≪

(︃
2
𝑛𝛼

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︃−1/2 ⃦⃦⃦⃦{︁
2⟨𝑠,𝑟⟩ ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏 (1)

}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦ 2−𝜃𝑚
2

𝑙𝜃

×

×

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃
𝜒𝑌𝑚(𝑛,𝑛𝛼,𝛾′)(𝑠)2

⟨𝑠,𝛾⟩
(︂

1
𝑝𝑗0

−𝑟𝑗0

)︂
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

}︃
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
1/2

𝑙𝜂′

, (30)

где 𝜒𝑌𝑚(𝑛,𝑛𝛼,𝛾′)(𝑠) — характеристическая функция множества 𝑌 𝑚(𝑛, 𝑛𝛼, 𝛾′), 𝜂′ =
= (𝜂′1, . . . , 𝜂

′
𝑚).

Так как 𝛾𝑗 = 𝛾′𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝛾𝑗 < 𝛾′𝑗, 𝑗 /∈ 𝐴, то согласно лемме 2 при 𝜃𝑗 = 𝜂𝑗,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и 𝜅 = 1

𝑝𝑗0
− 𝑟𝑗0 > 0 имеем⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
{︃
𝜒𝑌𝑚(𝑛,𝑛𝛼,𝛾′)(𝑠)2

⟨𝑠,𝛾⟩
(︂

1
𝑝𝑗0

−𝑟𝑗0

)︂
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2

}︃
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝜂′

≪

≪ 2
𝑛𝛼

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜂′
𝑗 (31)

при условии

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)2 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜂′𝑗
, (𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′)2 +

1

𝜂′𝑗′

⎫⎬⎭ > 0.

Теперь из неравенств (30), (31), учитывая определение числа 𝛼, получим

𝐽1(𝑓) ≪

(︃
2
𝑛𝛼

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︃−1/2(︃
2
𝑛𝛼

(︂
1

𝑝𝑗0
−𝑟𝑗0

)︂
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)2+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜂′
𝑗
)
)︃1/2

=

= 𝐶
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
×

×𝑛
∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂
(32)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵, в случае 1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6 2, 1

𝑝𝑗
− 1

𝑞𝑗
< 𝑟𝑗 <

1
𝑝𝑗

,
0 6 𝛽𝑗 <∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при условии

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1 − 1

𝜃𝑗

)︂
, 𝛽𝑗′ − 𝛼𝑗′ + 1 − 1

𝜃𝑗′

⎫⎬⎭ > 0. (33)

Теперь из неравенств (6), (24) и (32) следует, что

𝑒𝑀

(︁
𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵
)︁
𝑞,𝛽,𝜏 (2)

≪
(︀
2𝑛𝑛|𝐴|−1

)︀− 𝑞𝑗0
2

(︂
𝑟𝑗0+

1
𝑞𝑗0

− 1
𝑝𝑗0

)︂
×
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×𝑛

(︂
𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗0

)︂
𝑞𝑗0

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︃
1− 1

𝜏
(2)
𝑗

)︃
𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(︂
1− 1

𝜃𝑗

)︂

в случае 1 < 𝜏
(2)
𝑗 6 𝜃𝑗 6 2, 1

𝑝𝑗
− 1

𝑞𝑗
< 𝑟𝑗 <

1
𝑝𝑗

, 0 6 𝛽𝑗 < ∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при
условии (3).

Отметим, что из условия (3) следует (33). �

Замечание 2. В случае 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗 = 0 и 𝑝𝑗 = 𝜏
(1)
𝑗 = 𝑝, 𝑞𝑗 = 𝜏

(2)
𝑗 = 𝑞, 𝜃𝑗 = 𝜃 для

𝑗 = 1, . . . ,𝑚 из доказанной теоремы следуют ранее известные результаты В. Н. Темля-
кова [10, теорема 2.2, с. 92] и А. С. Романюка [13, теорема 2.1]. Случай 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗 = 0,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚 доказан в [16].

Оценки 𝑒𝑀

(︁
𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵
)︁
𝑞,𝛽,𝜏 (2)

в случае 1 < 𝑝𝑗 < 𝑞𝑗 6 2, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 следуют из

теоремы в [20]. В случае 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 точность оценки доказана
в [16], а для 𝛼𝑗, 𝛽𝑗 ̸= 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 она будет опубликована позже. Оценка величины
𝑒𝑀(𝑆𝑟

𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃
𝐵)𝑞,𝛽,𝜏 (2) в случае 1 6 𝜃𝑗 6 𝜏

(2)
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 будет изучена в будущем.
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