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Ушел из жизни
Козлов Валерий Александрович

(18 января 1949 г. – 13 апреля 2023 г.)

Kozlov Valery Alexandrovich
(18 January 1949 – 13 April 2023)

passed away

13 апреля 2023 г. после продолжительной болезни скончался главный научный 
сотрудник филиала РФЯЦ-ВНИИЭФ «НИИ измерительных систем им. Ю.Е. Се-
дакова», доктор технических наук, профессор Козлов Валерий Александрович.

В 1971 г. после окончания Радиофизического факультета Горьковского госу-
дарственного университета им. Н.И. Лобачевского Валерий Александрович по-
ступил на работу в Горьковское конструкторско-технологическое бюро изме-
рительных приборов (ГКТБИП), ныне филиал РФЯЦ-ВНИИЭФ «НИИИС им. 
Ю.Е. Седакова», где он прошел путь от инженера, начальника научно-исследова-
тельского сектора по разработке СВЧ и КВЧ ферритовых устройств и генерато-
ров (1988–1996 гг.) до начальника научно-исследовательского отдела разработки 
СВЧ-устройств и полукомплексов (1996–2010 гг.), начальника научно-исследова-
тельского отдела координации научных исследований (2010–2020 гг.). Под руко-
водством и при личном участии Козлова В.А. разработаны высокочастотные бло-
ки целого ряда созданных в институте приборов. Под его руководством впервые 
в институте выполнена разработка приемопередатчика миллиметрового диапа-
зона длин волн самолетного радиоизмерительного комплекса. 

В 1985 г. Козлов В.А. защитил диссертацию на соискание ученой степени кан-
дидата технических наук, в 2006 г. – доктора технических наук. С начала 2000-х гг. 
он активно занимался преподавательской деятельностью, долгое время осущест-
влял подготовку квалифицированных специалистов по технике СВЧ, работая по 
совместительству профессором кафедры «Физика и техника оптической связи» 
Нижегородского государственного технического университета им. Р.Е. Алексе-
ева (НГТУ). Под его руководством защищены 5 диссертаций на соискание уче-
ных степеней кандидатов технических наук. В целях повышения эффективно-
сти взаимодействия с вузом в части отбора молодых специалистов для работы в  
НИИИС с 2006 г. являлся членом государственных экзаменационной и аттеста-
ционной комиссий НГТУ. В 2010 г. решением ВАК РФ ему было присвоено уче-
ное звание профессора.

С 2020 г. работал в должности главного научного сотрудника, на которой зани-
мался координацией научных исследований по тематике института, участвовал 
в разработке перспективных программ научных исследований, планов их реали
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зации, анализе выполняемых НИР и ОКР, поддерживал связь с вузами, редкол-
легиями тематических журналов и другими предприятиями. Им опубликовано 
более 200 научных работ, включая научные статьи, учебные пособия, моногра-
фии, он – автор более 20 патентов на изобретения РФ и авторских свидетельств 
СССР. Являлся членом Научно-технического совета института и трех диссерта-
ционных советов на базе НГТУ и РФЯЦ-ВНИИЭФ, членом постоянно действу
ющей Комиссии по работе с молодыми научными работниками и специалистами 
РФЯЦ-ВНИИЭФ. 

Высокий профессионализм и неординарные способности Валерия Александро-
вича за время работы в институте были неоднократно отмечены грамотами и 
благодарностями, занесением на Доску почета и в Книгу почета института, на 
Доску почета Приокского района г. Н. Новгорода. По итогам 2016 г. Козлову В.А. 
присвоено звание «Человек года “Росатома”» в номинации «Научный сотрудник», 
он награжден медалью «Ветеран труда», знаками отличия «Ветеран атомной 
энергетики и промышленности», «Академик Курчатов» IV и III степеней, «За за-
слуги в развитии радиоэлектроники и связи», «Ю.Е. Седаков. За выдающиеся до-
стижения в науке и технике».

Самые теплые воспоминания о Валерии Александровиче навсегда останутся в 
сердцах его близких, коллег и учеников.
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Тепловое перепутывание в двухатомной модели  
Тависса – Каммингса с учетом  

диполь-дипольного взаимодействия
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Аннотация – Обоснование. Интерес к изучению перепутанных состояний систем естественных и искусственных 
атомов (кубитов), взаимодействующих с выделенными модами микроволновых резонаторов, связан с их использованием 
в качестве логических элементов квантовых компьютеров. При этом важнейшей задачей физики квантовых вычислений 
является выбор наиболее эффективных механизмов контроля и управления перепутанными состояниями кубитов в 
таких устройствах. Цель. В работе исследована динамика перепутывания двух дипольно-связанных сверхпроводящих 
джозефсоновских кубитов, индуцированного тепловым шумом копланарного резонатора, для различных начальных 
состояний кубитов. Методы. На основе точного решения квантового уравнения Лиувилля для полной матрицы плотности 
рассматриваемой системы найдено временное поведение параметра перепутывания кубитов (отрицательности) для 
хаотических тепловых, чистых сепарабельных и перепутанных начальных состояний кубитов. Результаты. Показано, 
что перепутывание кубитов, индуцированное тепловым шумом резонатора, возможно как для хаотического теплового 
состояния, так и сепарабельных состояний кубитов, за исключением случая, когда оба кубита возбуждены. Установлено 
также, что для малых значений параметра диполь-дипольного взаимодействия учет такого взаимодействия приводит к 
увеличению степени перепутывания. Для значений параметра диполь-дипольного взаимодействия, больших некоторого 
предельного значения, имеет место обратный эффект. Найдено, что для перепутанных начальных состояний кубитов 
включение прямого взаимодействия слабо влияет на динамику перепутывания. Показано, что начальная когерентность 
состояний кубитов может приводить к существенному увеличению степени их перепутывания при наличии диполь-
дипольного взаимодействия. Заключение. Диполь-дипольное взаимодействие может выступать в качестве эффективного 
механизма контроля и управления перепутаванием кубитов.

Ключевые слова – сверхпроводящие кубиты; копланарный резонатор; тепловое поле; диполь-дипольное взаимодействие; 
перепутывание; отрицательность.

Введение
В настоящее время изучение перепутанных со-

стояний является одной из наиболее актуальных 
задач квантовой теории в связи с широкими воз-
можными применениями таких состояний в кван-
товой информатике, квантовой телепортации, 
квантовой криптография и квантовом плотном 
кодировании [1–3]. В качестве одного из способов 
генерации атомных перепутанных состояний ис-
пользуется взаимодействие естественных и ис-
кусственных атомов (примесных спинов, сверх-
проводящих джозефсоновских колец, квантовых 
точек и др.) с квантовыми электромагнитными 
полями резонаторов [4]. При этом особое внима-
ние в последнее время уделялось изучению воз-
можности перепутывания атомов за счет взаимо-
действия с тепловым электромагнитным полем. 
Обычно считалось, что тепловое состояние поля 
содержит минимальную информацию о системе 
и может определяться как «хаотичное». При этом 
многомодовые тепловые поля часто применялись 

для анализа декогеренции квантовых атомных  
систем. Однако Ким с соавторами [5] показали, 
что  такое тепловое некоррелированное поле мо-
жет перепутывать атомы в резонаторе. Они изу
чали эволюцию двух идентичных двухуровневых 
атомов, резонансно взаимодействующих с одно-
модовым тепловым полем в резонаторе без потерь, 
и вычислили параметр перепутывания атомов как 
функцию времени. При этом было показано, что 
степень перепутывания атомов существенно зави-
сит от их начального состояния. С одной стороны, 
если один атом изначально находится в основном 
состоянии, а другой ‒ в возбужденном состоянии, 
то тепловое поле может привести к заметной сте-
пени атом-атомного перепутывания. С  другой 
стороны, если оба атома изначально находятся в 
возбужденных состояниях, то в резонансном при-
ближении перепутывание атомов невозможно. 
Аналогичный эффект имеет место и для двух
атомной модели с мнофотонными переходами 
[6;  7]. Занг [8] обобщил работу Кима с соавтора-
ми [5] на случай, когда частоты перехода в атомах 

https://doi.org/10.18469/1810-3189.2023.26.2.9-17
https://orcid.org/0000-0003-2569-1322
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слегка отстроены от частоты моды теплового поля 
резонатора, и изучил, как такая расстройка влияет 
на запутывание атомов. При этом было показано, 
что при подходящем выборе расстройки для на-
чального состояния атомной системы, в котором 
один атом находится в возбужденном состоянии, 
а другой – в основном состоянии, перепутывание 
атомов может приближаться к максимальному 
значению. Кроме того, выявлено, что значитель-
ное перепутывание атомов может быть достигну-
то даже тогда, когда оба атома изначально нахо-
дятся в возбужденных состояниях.

Как хорошо известно, диполь-дипольное вза-
имодействие атомных систем является есте-
ственным механизмом возникновения атомно-
го перепутывания. Наличие диполь-дипольного 
взаимодействия атомов, в частности, может при-
вести к значительному увеличению степени пере-
путывания двух атомов, взаимодействующих с 
модой теплового поля в идеальном резонаторе 
как посредством однофотонных переходов [9], 
так и двухфотонных вырожденных [13] и невы-
рожденных переходов [10; 11]. Заметим также, 
что для искусственных атомов диполь-дипольное 
взаимодействие может быть значительно боль-
ше, чем для обычных атомов и ионов. Например, 
для сверхпроводящих джозефсоновских кубитов 
эффективная константа диполь-дипольного (ин-
дуктивного взаимодействия сверхпроводящих ку-
битов) может существенно превосходить не толь-
ко константу кубит-фотонного взаимодействия, 
нои исходную энергию перехода между уровнями 
самого кубита [12; 13]. Представляет интерес рас-
смотреть влияние диполь-дипольного взаимодей-
ствия кубитов на максимальную степень их пере-
путывания, индуцированного тепловым полем 
резонатора, для их различных начальных состо-
яний. При изучении точной динамики кубитов в 
резонаторе (см. ссылки в [14–17]) авторы, с одной 
стороны, использовали различные методы реше-
ния квантового временного уравнения Шрединге-
ра для полной волновой функции или квантового 
уравнения Лиувилля для полной матрицы плотно-
сти в зависмости от выбора начальных состояний 
кубитов и поля резонатора. С другой стороны, для 
резонансной двухкубитоной модели с однофотон-
ными переходами и прямым диполь-дипольным 
взаимодействием кубитов найдено точное реше-
ние уравнения для оператора эволюции [9]. При 
этом авторы указанной работы использовали най-
денное точное решение для оператора эволюции 
при вычисления параметра перепутывания куби-

тов, индуцированного тепловым полем резонато-
ра, для простейшего случая, когда один из кубитов 
приготовлен в возбужденном, а другой – в основ-
ном состоянии.

В настоящей работе нами исследовано влияние 
диполь-дипольного взаимодействия кубитов на 
динамику их перепутывания в двухкубитной резо-
нансой однофотонной модели, индуцированного 
тепловым полем резонатора, для различных на-
чальных состояний кубитов: перепутанных состо-
яний белловского типа, тепловых и когерентных.

1. Модель и ее точное решение
Рассмотрим два идентичных сверхпроводящих 

кубита A и B, которые резонансно взаимодейству-
ют с общим квантовым одномодовым электро-
магнитным полем идеального микроволнового 
копланарного резонатора. Будем учитывать пря-
мое диполь-дипольное взаимодействие кубитов, 
принимая во внимание, что для сверхпроводящих 
кубитов константа такого взаимодействия может 
существенно превосходить константу кубит-поле-
вого взаимодействия. Тогда гамильтониан взаи-
модействия системы в приближении вращающей-
ся волны можно представить в виде 

+ + − + − − +σ + σ + σ σ +σ σ∑ 

,
i i A B A B

i A B
H g a a J

=
= ( ) ( ). 	 (1)

Здесь σz
1  и σz

2  ‒ операторы инверсии для кубитов 
A и B соответственно; +σ +〉 〈−i ii=| |  и −σ −〉 〈+i ii=| |  ‒ 
операторы переходов между возбужденным +〉i|  и 
основным −〉i|  состояниями в i-м кубите ( );i A B= ,  
+a  и a  ‒ операторы рождения и уничтожения 

фотонов резонаторной моды поля; g  ‒ константа 
взаимодействия между кубитом и полем; J  ‒ кон-
станта прямого диполь-дипольного взаимодей-
ствия кубитов. 

Предположим, что резонаторное поле находит-
ся в начальный момент времени в одномодовом 
состоянии с матрицей плотности

ρ 〉〈∑F n
n

p n n(0) = | |, 	 (2)

где весовые коээфициеты ++n n
np n n 1= / (1 ) .  Здесь 

n  ‒ среднее число тепловых фотонов в резонаторе 
n = −ω −exp i Bk T 1( [ / ] 1] ,  где Bk  ‒ постоянная 
Больцмана и T  ‒ равновесная температура 
резонатора. 

В качестве начального состояния кубитов 
выберем:

а) чистое сепарабельное когерентное состояние 
вида
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Ψ 〉 Ψ 〉 ⊗ Ψ 〉 ,AB A B| (0) =| (0) | (0) 	 (3)

Ψ 〉 θ +〉 + θ −〉cos ,A A A A Asin| (0) = | |

Ψ 〉 θ +〉 + θ −〉cos ,B B B B Bsin| (0) = | |
где θi  – парамеры, определяющие начальную коге-
рентность состояния i-кубита;

б) смешанное состояние с матрицей плотности 
вида

=

ρ λ +〉 〈+ + −λ −〉 〈−∏
,

| ( ) |,AB ii ii
i A B

(0) = | 1 | 	 (4)

где λ
ω

−λ
exp Bk T0= [ / ]

1
 и ω0  – резонансная ча-

стота перехода между первым возбужденным и 
основным состоянием кубита;

в) перепутанное состояние белловского типа
Ψ 〉 θ + −〉 + θ − +〉cos , , ,AB sin| (0) = | | 	 (5)

Ψ 〉 θ + +〉 + θ − −〉cos , , ,AB sin| (0) = | | 	 (6)
где θ  ‒ параметр, определяющий начальную сте-
пень перепутывания кубитов.

Зависящая от времени матрица плотности изу
чаемой системы может быть найдена при реше-
нии квантового уравнения Лиувилля

∂ρ
= ρ

∂
 [ , ]i H

t
	 (7)

с начальным условием
ρ = ρ ⊗ρ( ) ( ) ( ).AB F0 0 0
В случае чистых начальных состояний кубитов
ρ = Ψ 〉 〈Ψ( ) | .AB AB AB0 | (0) (0)

Представим формальное решение уравнения (7) 
в виде

+ρ = ρ( ) ( ) ( ) ( ),t U t U t0
где оператор эволюции системы с гамильтониа-
ном (1) в базисе 
− −〉 + −〉 − +〉 + +〉| , , | , , | , , | ,

имеет вид [12]

 
 
 
 
  
 

,

U U U U
U U U U

U t
U U U U
U U U U

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

( ) = 	 (8)

где

++
λ λ
A AU a a U a a11 14= 1 2 , = 2 ,

+ + ++
λ λ
A AU a a U a a41 44= 2 , = 1 2 ,

+

θ θ
B BU U a U U a12 13 21 31= = , = = ,

+

θ θ
B BU U a U U a24 34 42 43= = , = = ,

 
− α + θ 
  ×

θ

exp gi t
U U22 33

( )
2

= =
4


× − θ α + θ α + θ +



+ θ + θ 



exp exp

exp ,

gig t i t

ig t

[1 ( )] 2 ( (3 ) ]
2

[1 ( )]

 
− α + θ 
  ×

θ

exp gi t
U U23 32

( )
2

= =
4


× − θ α − θ α + θ +



+ θ + θ 



exp exp

exp ,

gig t i t

ig t

[1 ( )] 2 ( (3 ) ]
2

[1 ( )]

      α θ α θ − + −      θ       
exp cos sing g gA i t t i t= 1,

2 2 2

 
 − α + θ − θ   

 
exp expgB i t ig t= ( ) 1 ( ) ,

2

+ + + +α λ + θ + +α
J aa a a aa a a
g

2= , = 2( ), = 8( ) .

Имея оператор эволюции (8), мы можем найти 
явный вид временной матрицы плотности рассма-
триваемой системы для любых начальных состоя-
ний кубитов. В настоящей работе мы используем 
точное решение квантового уравнения Лиувилля 
для исследовании временной динамики пере-
путывания кубитов. В настоящее время строгие 
критерии перепутывания получены в квантовой 
информатике для двухкубитных систем. Одним  
из таких критериев является критерий Переса – 
Хородецких или отрицательность [18; 19]. В насто-
ящей работе для количественной оценки степени 
перепутывания кубитов мы будем использовать 
отрицательность в форме

−ε − µ∑ ,i= 2 	 (9)

где −µi  ‒ отрицательные собственные значенич ча-
стично транпонированной по переменным одного 
кубита редуцированной двухкубитной матрицы 
плотности ρ .T

AB t1 ( )  Двухкубитная редуцированная 
матрица плотности может быть найдена путем ус-
реднения полной матрицы плотности системы по 
переменным поля
ρ = ρ .AB Ft Tr t( ) ( )

Используя явный вид оператора эволюции по-
сле достаточно громозких вычислений для реду-
цированной матрицы плотности кубитов полу-
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чаем в двухкубитном базисе − −〉| , ,  + −〉| , ,  − +〉| , ,  
+ +〉| ,

 ρ ρ ρ ρ
 
ρ ρ ρ ρ 

ρ =  
ρ ρ ρ ρ 
  ρ ρ ρ ρ 

,A

t t t t

t t t t
t

t t t t

t t t t

11 12 13 14
*
12 22 23 24
* *
13 23 33 34
* * *
14 24 34 44

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

	 (10)

( )∞
+

−

ρ ρ + + +

+ ρ +ρ +ρ +ρ +ρ − 

∑( ) ( )

| | ( ) ,

n nn

n n

t p n Q t

S n n Q t

11 11 1=1
2

11 23 32 33 44 1

= 1 2( 1)

( ) 4( 1)

( )

∞
−

+

ρ ρ +ρ +
+ ρ +ρ + + 

∑ *

* *
, ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

n n nn

n n n

t p S t S t n

U U n Q t

12 24 24 1=0

12 22 13 23 1

=

1 2( 1)

( )

∞
−

+

ρ ρ +ρ +
+ ρ +ρ + + 

∑ *

* *
, ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

n n nn

n n n

t p S t S t n

U U n Q t

12 24 24 1=0

12 23 13 22 1

=

1 2( 1)

( )( )∞
+ −ρ ρ + + +∑( ) ( ) ( ) ,n n nn

t p n Q t nQ t12 14 1 1=1
= 1 2( 1) 1 2

∞
+

−

ρ ρ + +
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Начальные значения элементов двухкубитной 
матрицы плотности для когерентного началь-
ного состояния кубитов (3), теплового состоя-
ния (4) и перепутанных состояний (5) и (6) равны, 
соответственно
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Нами найдены явные выражения для собствен-
ных значений частично транспонированной по 
переменным одного кубита матрицы (11). В на-
стящей работе указанные выражения не приведе-
ны ввиду их чрезвычайно громоздкого вида. При 
этом все четыре собственных значения могут при-
нимать отрицательные значения и, соответствен-
но, должны быть учтены в сумме (9). Результаты 
компьютерного моделирования параметра отри-
цательности показаны на рис. 1–6.

2. Результаты и обсуждение
На рис. 1 показана отрицательность как функ-

ция безразмерного времени gt  для когерентного 
начального состояния (3) с θ π1 = / 4,  θ −π2 = / 4  
и  некогерентного начального состояния кубитов 
вида + −〉| , .  Параметр диполь-дипольного вза-
имодействия кубитов выбран равным α = , .0 1  
Среднее число фотонов = .n 10  Из рис. 1 хорошо 
видно, что начальная когерентность кубитов при-
водит к существенному увеличению степени пере-
путывания кубитов, индуцированного тепловым 
полем резонатора в сравнении с начальными со-
стояниями без когерентности. На рис. 2 показана 
отрицательность как функция безразмерного вре-
мени для когерентного начального состояния  (3)  
с θ π1 = / 4,  θ −π2 = / 4  и некогерентного начально-
го состояния кубитов вида + −〉| , .  Параметр ди-
поль-дипольного взаимодействия кубитов выбран 
равным α = , .0 1  Среднее число фотонов = .n 20  
Из  рис. 1 и 2 видно, что при увеличении интен-

сивности теплового поля максимальная степень 
перепутывания кубитов уменьшается значительно 
сильнее для некогерентных начальных состояний.

На рис. 3 показана отрицательность как функ-
ция безразмерного времени для когерентного 
начального состояния (3) с θ π1 = / 4,  θ −π2 = / 4  
в  отсутствие диполь-дипольного взаимодействия 
кубитов (штриховая линия) и в присутствии тако-
вого взаимодействия в случае α = ,0 1  (сплошная 
линия). Среднее число фотонов = .n 10  Из рис. 3 
следует, что резкое увеличение степени перепуты-
вания кубитов в случае начального когерентного 

Рис. 1. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для когерентного состояния (3) с θ = π / ,1 4  θ = −π /2 4  
(сплошная линия) и некогерентного состояния + −〉| ,  (штри-
ховая линия). Параметр диполь-дипольного взаимодействия 
α = , .0 1  Среднее число тепловых фотонов n = 10
Fig. 1. Negativity as a function of dimensionless time gt  for 
the  coherent state (3) with θ = π / ,1 4  θ = −π /2 4  (solid line) and 
the incoherent state + −〉| ,  (dashed line). Dipole-dipole commu-
nication parameter α = , .0 1  Average number of thermal photons 
n = 10

Рис. 3. Отрицательность как функция безразмерного времени 
gt  для когерентного состояния (3) с θ = π / ,1 4  θ = −π / .2 4  Па-

раметр диполь-дипольного взаимодействия α = 0  (штриховая 
линия) и α = ,0 2  (сплошная линия). Среднее число тепловых 
фотонов n = 10
Fig. 3. Negativity as a function of dimensionless time gt  for 
the coherent state (3) with θ = π / ,1 4  θ = −π / .2 4  The dipole-dipole 
interaction parameter α = 0  (dashed line) and α = ,0 2  (solid line). 
Average number of thermal photons n = 10

Рис. 2. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для когерентного состояния (3) с θ = π / ,1 4  θ = −π /2 4  
(сплошная линия) и некогерентного состояния + −〉| ,  (штри-
ховая линия). Параметр диполь-дипольного взаимодействия 
α = , .0 1  Среднее число тепловых фотонов n = 20
Fig. 2. Negativity as a function of dimensionless time gt  for 
the  coherent state (3) with θ = π / ,1 4  θ = −π /2 4  (solid line) and  
incoherent state + −〉| ,  (dashed line). Dipole-dipole communi-
cation parameter α = , .0 1  Average number of thermal photons  
n = 20
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состояния имеет место только при наличии ди-
поль-дипольного взаимодействия кубитов. Таким 
образом, одновременное использование началь-
ной когерентности состояний кубитов и диполь-
дипольного взаимодействия может быть приме-
нено для эффективного управления и контроля за 
степенью их перепутывания. Такой эффект может 
быть использован при реализации эффективных 
схем применения перепутанных состояний в фи-
зике квантовых вычислений. На рис. 4 показа-
на отрицательность как функция безразмерного 
времени для хаотичного теплового начального 
распределения кубитов по уровню энергии (4)  
с  λ = , .0 005  Интересно заметить, что даже для 
хаотичного начального состояния кубитов хао-
тичное тепловое поле резонатора может индуци-
ровать перепутывание кубитов. Максимальная 
степень перепутывания кубитов для такого со-
стояния имеет место для λ = 0  (т. е. для состояния 
− −〉| , ).  При этом, как видно из рис. 4, включение 

диполь-дипольного взаимодействия приводит к 
увеличению максимальной степени перепутыва-
ния кубитов. Для состояний с λ > ,0 01  перепу-
тывания кубитов в ходе их эволюции в тепловом 
резонаторе не возникает. На рис. 5 и 6 показана 
отрицательность как функция безразмерного вре-
мени для белловских перепутанных состояний ку-
битов (5) и (6) соответственно при выборе в обоих 
случаях θ π .= / 4  Штриховая линия на рис. 5 и 6 
соответствует модели без диполь-дипольного вза-
имодействия кубитов, сплошная линия ‒ модели 
с дипольно-связанными кубитами в случае α = .1  
Среднее число фотонов = .n 1  Из этих рисунков 

хорошо видно, что в случае начальных перепутан-
ных состояний кубитов, включение диполь-ди-
польного взаимодействия практически не влияет 
ни на характер поведения отрицательности, ни на 
максимальные значения степени перепутывания 
кубитов. 

Заключение

В настоящей работе нами найдено точное реше-
ние квантового уравнения эволюции системы двух 
дипольно-связанных сверхпроводящих кубитов, 
взаимодействующих с модой квантового теплово-
го элекромагнитного поля идеального резонатора 
для когерентных, хаотических и перепутанных 

Рис. 4. Отрицательность как функция безразмерного вре-
мени gt  для смешанного состояния кубитов (4) с λ = , .0 005   
Параметр диполь-дипольного взаимодействия α = 0  (сплош-
ная линия) и α = ,0 5  (штриховая линия). Среднее число тепло-
вых фотонов ,n = 0 5
Fig. 4. Negativity as a function of dimensionless time gt  for the 
mixed state of qubits (4) with λ = , .0 005  Dipole-dipole interaction 
parameter α = 0  (solid line) and α = ,0 5  (dashed line). Average 
number of thermal photons ,n = 0 5

Рис. 5. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для белловского перепутанного (5) с θ = π / .4  Параметр 
диполь-дипольного взаимодействия α = 0  (штриховая линия) 
и α = 1 (сплошная линия). Среднее число тепловых фотонов  
n = 1
Fig. 5. Negativity as a function of dimensionless time gt  for Bell 
entangled (5) with θ = π / .4  Dipole-dipole interaction parameter  
α = 0  (dashed line) and α = 1  (solid line). Average number of  
thermal photons n = 1

Рис. 6. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для белловского перепутанного (6) с θ = π / .4  Параметр 
диполь-дипольного взаимодействия α = 0  (штриховая линия)  
и α = 1 (сплошная линия). Среднее число тепловых фотонов n = 1
Fig. 6. Negativity as a function of dimensionless time gt  for Bell 
entangled (6) with θ = π / .4  Dipole-dipole interaction parameter 
α = 0  (dashed line) and α = 1  (solid line). Average number of ther-
mal photons n = 1
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начальных состояний кубитов белловского типа. 
На основе точного решения уравнения эволюции 
удалось вычислить в аналитическом виде пара-
метр перепутывания кубитов (отрицательность). 
Результаты компьютерного моделирования отри-
цательности для начального когерентного состо-
яния кубитов показывают, что при аналичии ди-
поль-дипольного взаимодействия учет начальной 
когерентности состояний кубитов приводит к су-
щественному возрастанию максимальной степени 
их перепутывания. Выявлено также, что тепловое 

поле резонатора индуцирует перепутывание ку-
битов даже в случае их хаотического начального 
состояния. При этом показано, что указанные эф-
фекты могут быть использованы для эффективно-
го контроля за степенью перепутанности кубитов, 
необходимого при квантовой обработке информа-
ции. В случае начальных перепутанных состояний 
кубитов включение диполь-дипольного взаимо-
действия существенно не влияет на перепутыва-
ние кубитов.
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Thermal entanglement in two-atom Tavis–Cummings model 
with taking into account the dipole-dipole interaction

Eugene K. Bashkirov 
Samara National Research University  

34, Moskovskoye shosse,  
Samara, 443086, Russia

Abstract – Background. Interest in the study of entangled states of systems of natural and artificial atoms (qubits) interacting 
with selected modes of microwave resonators is associated with their use as logic elements of quantum computers. At the 
same time, the most important task of the physics of quantum computing is the choice of the most effective mechanisms for 
manipulating and controlling the entangled states of qubits in such devices. Aim. The dynamics of the entanglement of two 
dipole-coupled superconducting Josephson qubits induced by a thermal noise of a coplanar resonator is studied for various initial 
states of the qubits. Methods. Based on the exact solution of the quantum Liouville equation for the whole density matrix of the 
system under consideration, the time behavior of the qubit entanglement parameter (negativity) is found for chaotic thermal, 
pure separable, and entangled initial states of qubits. Results. It is shown that the entanglement of qubits induced by the thermal 
noise of the resonator is possible for both the chaotic thermal states and separable states of qubits, except the case when both 
qubits are excited. It has also been found that, for small values of the dipole–dipole interaction parameter, taking this interaction 
into account leads to an increase in the degree of entanglement. For values of the dipole-dipole interaction parameter greater 
than some limit value, the opposite effect takes place. It is found that for entangled initial states of qubits, the inclusion of direct 
interaction has a small effect on the entanglement dynamics. It is shown that the initial coherence of qubit states can lead to a 
significant increase in the degree of their entanglement in the presence of a dipole–dipole interaction. Conclusion. The dipole-
dipole interaction can be used as an effective mechanism for qubits entanglement manipulation and controlling.

Keywords – superconducting qubits; coplanar cavity; thermal field; dipole-dipole interaction; entanglement; negativity.
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Четырехволновое взаимодействие на тепловой 
и резонансной нелинейностях при наличии обратной 

связи на объектную и сигнальную волны

А.А. Акимов, В.В. Ивахник, К.Г. Казакова
Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева  

443086, Россия, г. Самара,  
Московское шоссе, 34

Аннотация – Обоснование. Необходимость создания высокоэффективных четырехволновых преобразователей 
излучения c целью использования их в системах адаптивной оптики для обработки в реальном времени сложных 
пространственно-временных полей, в интерферометрии, квантовой криптографии и т. д. требует наряду с применением 
традиционных методов повышения эффективности таких преобразователей за счет увеличения длины взаимодействия, 
плотности мощности излучения, эффективного значения нелинейной восприимчивости разработки новых методов. 
В  качестве одного из таких методов выступает метод, основанный на наложении обратной связи на одну или 
несколько взаимодействующих волн. Цель. Рассмотрено влияние обратной связи на амплитудный коэффициент 
отражения вырожденного четырехволнового преобразователя излучения на тепловой и резонансной нелинейностях.  
Методы. Амплитудный коэффициент отражения вырожденного четырехволнового преобразователя излучения на 
тепловой и резонансной нелинейностях при наличии обратной связи на объектную и сигнальную волны анализировался 
численным методом на основе многократного прохождения сигнальной и объектной волн нелинейного слоя в кольцевом 
резонаторе. Результаты. Показано, что в приближении малого коэффициента отражения отличие в коэффициентах 
отражения при наличии и отсутствии обратной связи на объектную и сигнальную волны монотонно увеличивается с 
ростом интенсивности волн накачки и не зависит от параметра, характеризующего соотношение между тепловой и 
резонансной нелинейностями. Заключение. Установлена область значений коэффициента поглощения, в пределах 
которой наложение обратной связи на объектную и сигнальную волны приводит к повышению эффективности 
четырехволного преобразователя излучения.

Ключевые слова – четырехволновой преобразователь; обратная связь; тепловая нелинейность; резонансная 
нелинейность.

Введение
Необходимость создания высокоэффективных 

четырехволновых преобразователей излучения c 
целью использования их в системах адаптивной 
оптики для обработки в реальном времени слож-
ных пространственно-временных полей, в интер-
ферометрии, квантовой криптографии и т. д. [1–7] 
требует наряду с применением традиционных 
методов повышения эффективности таких пре-
образователей за счет увеличения длины взаимо-
действия, плотности мощности излучения, эффек-
тивного значения нелинейной восприимчивости 
разработки новых методов. В качестве одного из 
таких методов выступает метод, основанный на 
наложении обратной связи на одну или несколько 
взаимодействующих волн [8–11].

В нелинейных средах, используемых для реа-
лизации четырехволновых взаимодействий, про-
является, как правило, не одна, а несколько видов 
нелинейности [12–20]. Наиболее типичной явля-
ется ситуация, когда на тот или иной вид нели-
нейности накладывается тепловая нелинейность, 

обусловленная нагревом среды вследствие погло-
щения излучения. Так, например, в поглощающих 
средах, моделируемых системой энергетических 
уровней (красители, газы, пары и т.  д.), одновре-
менно реализуются тепловая и резонансная не-
линейности [21–29]. Тепловая нелинейность ока-
зывает существенное влияние на коэффициент 
отражения при четырехволновом взаимодействии 
в полупроводниках [14], в многокомпонентных 
средах [30]. При учете нескольких видов нелиней-
ности в общем случае амплитуда объектной волны 
не является суммой амплитуд волн, возникающих 
при многоволновом взаимодействии на отдель-
ных видах нелинейности, что существенно услож-
няет анализ характеристик таких многоволновых 
преобразователей излучения.

В настоящей работе анализируется амплитуд-
ный коэффициент отражения вырожденного че-
тырехволнового преобразователя излучения на 
тепловой и резонансной нелинейностях при на-
личии обратной связи на объектную и сигнальную 
волны.

https://doi.org/10.18469/1810-3189.2023.26.2.18-26


19
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2023. Т. 26, № 2. С. 18–26
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2023, vol. 26, no. 2, pp. 18–26

1. Вывод уравнений, позволяющих 
численными методами 

проанализировать коэффициент 
отражения, пространственную 

селективность четырехволнового 
преобразователя излучения

Пусть имеется нелинейная среда, в которой рас-
пространяются четыре монохроматические вол-
ны: две волны накачки с комплексными амплиту-
дами A1  и ,A2  сигнальная и объектная волны с 
комплексными амплитудами A3  и .A4  Волновой 
фронт объектной волны обращен по отношению к 
волновому фронту сигнальной волны.

Уравнение Гельмгольца, описывающее вырож-
денное четырехволновое взаимодействие ω+ω−(  
− ω = ω)  в среде с тепловой и резонансной нели-
нейностями, имеет вид [31]

( )∗ α
 ∇ + + δ − + =
 + 

.
ikk dnk T A A

n dT bI

2
2 2 0

0

22 0
1

	 (1)

Здесь 
=

=∑ ,j
j

A A
4

1
 ;I AA∗=  α0  – коэффициент по-

глощения; =k ω /n c0  – волновое число, ω  – ци-
клическая частота; n0  – среднее значение показа-
теля преломления; δT  – изменение температуры, 
обусловленное выделением тепла при поглоще-
нии излучения; b  – параметр, характеризующий 
резонансную нелинейность.

Уравнение (1) дополняется уравнением Пуассона

( )
α

∇ δ + =
Λ ν +

,
p

I
T

c bI
2 02

0
1

	 (2)

где Λ  – коэффициент температуропроводности, 

pc  – удельная теплоемкость, ν  – объемная плот-
ность вещества.

При рассмотрении четырехволнового взаимо-
действия будем использовать следующие прибли-
жения: 1) будем считать волны накачки плоскими 
и распространяющимися навстречу друг другу 
вдоль оси Z , ,( ( )exp( ));A A z ikz=1 2 1 2



  2) выполняется 
приближение заданного поля по волнам накачки 

>>,( A1 2 , );A3 4  3) справедливо приближение мед-
ленно меняющихся амплитуд. 

В соответствии с выражением для интенсивно-
сти волн

∗ ∗ ∗ ∗= + + + +I I A A A A A A A A0 1 3 3 1 2 4 4 2 	 (3)

изменение температуры представим в виде сум-
мы медленно δ( )T0  и быстро δ( ,T31  δ )T42  меня-
ющихся в зависимости от поперечных координат 
составляющих:

δ ρ = δ + δ ρ +
 ( , ) ( ) ( , )T z T z T z0 31 	 (4)
∗ ∗+ δ ρ + δ ρ + δ ρ
  ( , ) ( , ) ( , ).T z T z T z31 42 42

Здесь ;I A A A A∗ ∗= +0 1 1 2 2  ρ  – поперечная составля-
ющая радиуса-вектора.

Амплитуды сигнальной и объектной волн раз-
ложим по плоским волнам

{ }
∞

−∞

ρ = κ − κ ρ− κ∫
    

( , ) ( , )exp ,j j j j jz jA z A z i ik z d 	 (5)

= , ,j 3 4

а быстро меняющиеся составляющие изменения 
температуры – по гармоническим решеткам

{ }
∞

−∞

δ ρ = δ κ − κ ρ κ∫
    

( , ) ( , )exp ,T T TT z T z i d31 31 1 1 1 	 (6)

{ }
∞

−∞

δ ρ = δ κ − κ ρ κ∫
    

( , ) ( , )exp .T T TT z T z i d42 42 2 2 2

Здесь κ




, ,( , )A z3 4 3 4  – пространственные спектры 
сигнальной и объектной волн; δ κ





, ,( , )TT z31 42 1 2   – 
пространственные спектры температурных реше-
ток; κ j  и jzk  – поперечная и продольная составляю-
щие волнового вектора 



,jk  ;jk k=


 κ ,T1 2  – волновой 
вектор решетки.

С учетом (3)-(6) уравнение Гельмгольца распада-
ется на четыре уравнения:

– для амплитуд волн накачки

( )
α

+ δ + =
+



  ,
dA ik dn T A A
dz n dT bI

01
0 1 1

0 0
0

1
	 (7)

( )
;

dA ik dn T A A
dz n dT bI

α
− δ − =

+
02

0 2 2
0 0

0
1



 

– для пространственных спектров сигнальной и 
объектной волн

∗′
= − δ + δ ×



  ( )
dA ik dn A T T
dz n dT

3
10 42 31

0
	 (8)

( ) × − − + exp z zi k k z1 3

α
′  + − + 

+
 { exp ( )
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b
A A C z

bI
20
10 3 02
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2
1

∗′  + − ∆ − +   

exp ( ) ( ) },A A A i z C C z10 20 4 0 02 2

∗′
= δ + δ ×



  ( )
dA ik dn A T T
dz n dT

4
20 31 42

0

( ) × − − − exp z zi k k z2 4

α
′  − − + + 

+
 
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A A C C z
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Уравнение Пуассона распадается на три урав- 
нения:

( )
δ α

+ =
Λ ν +

,
p

d T I
c bIdz

2
0 0 0

2
0

2
0

1
	 (9)

 
 − κ δ +
 
 



T
d T
dz

2
2

1 312

( )
( )

∗  ′α − − − + =
Λ ν +

  exp ( )
,z z

p

A A i k k z C z

c bI

0 10 3 1 3 0
2

0

2 2
0

1

 
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Системы уравнений (8), (9) дополняются гранич-
ными условиями на изменение температуры (ус-
ловие отвода тепла от граней нелинейного слоя):

( ) ( )δ = = δ = = ,T z T z0 00 0 	 (10)

( ) ( )δ = = δ = = ,T z T z31 310 0

( ) ( )δ = = δ = = .T z T z42 420 0

При расположении четырехволнового преобра-
зователя внутри кольцевого резонатора гранич-
ные условия на пространственные спектры сиг-
нальной и объектной волн есть [11]:

′ = = − + ( )A z r A3 1 300 1 	 (11)

 κ + − ∆ + ×
 
 

expr r i i L
k

2

1 2 0 2

( ){ } ′× −α − =

  exp ( ),iC A z3

 κ′  = − ∆ + ×
 
 

 ( ) expA z r r i i L
k

2

4 1 2 00
2

( ){ } ′× −α − = =

  exp ( ).iC A z4

Здесь A30  – пространственный спектр сигнальной 
волны на передней грани нелинейного слоя в от-
сутствие кольцевого резонатора; r1  – коэффици-

ент отражения полупрозрачного зеркала связи; 
r2  – коэффициент отражения сферических зеркал 
резонатора, осуществляющих перенос простран-
ственного распределения поля из плоскости =z 0  
на плоскость, расположенную на расстоянии L – от 
плоскости ;z =   ∆0  – постоянный фазовый набег; 
κ = κ = κ =

 

3 4 κ = κ
 

T T1 2  – пространственная ча-
стота. В параксиальном приближении ( )− =z zk k1 3

( )= − − = κ .z zk k k2
2 4 2  Постоянный набег фазы ∆0  

может быть реализован внутри резонатора, на-
пример, с помощью фазового модулятора света и 
предназначен для компенсации фазового набега, 
обусловленного распространением в нелинейной 
среде волн накачки.

2. Анализ полученных результатов
В качестве сигнальной волны будем исполь-

зовать волну от точечного источника, располо-
женного на передней грани нелинейного слоя 
на оси Z: ρ = =

( , )A z3 0 ( )δ ρ
 .  Численный анализ 

уравнений (7)–(9) с учетом (10), (11) путем рассмо-
трения многократного прохождения сигналь-
ной и объектной волн через нелинейный слой 
в кольцевом резонаторе [10] показывает, что с 
увеличением пространственной частоты модуль 
пространственного спектра объектной волны мо-
нотонно уменьшается. 

Для характеристики четырехволнового преоб-
разователя излучения введем амплитудный ко-
эффициент отражения ( )R  и полуширину полосы 
пространственных частот ( )∆κ ,  определяемые 
следующим образом:

( )
∗

κ = =
= −

,
,

A z
R r

A
4

1
30

0 0
1 	 (12)

κ = ∆κ = = κ = = ( , ) ( , ) .A z A z4 4
10 0 0
2

	 (13)

Коэффициент отражения и полуширина полосы 
пространственных частот характеризуют эффек-
тивность и разрешающую способность четырех-
волнового преобразователя излучения. Анализ 
коэффициента отражения четырехволнового пре-
образователя излучения на тепловой нелинейно-
сти при наличии обратной связи на объектную и 
сигнальную волны [10; 11] показывает, что макси-
мальное значение R  наблюдается при компенса-
ции фазового набега, возникающего вследствие 
распространения в нелинейной среде волн накач-
ки ( )+ ∆ =( ) .C1 0 0  Характеристики четырехвол-
нового преобразователя на тепловой и резонанс-
ной нелинейностях также будем рассматривать 
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при условии компенсации фазового набега, возни-
кающего вследствие распространения в нелиней-
ной среде волн накачки.

Введем безразмерный параметр

=
Λ ν
 ,

p

dnP
n dT b c0

2

характеризующий соотношение между параме-
трами, описывающими тепловую и резонансную 
нелинейности. 

На рис. 1 в приближении малого коэффициента 
отражения (не учитываются перекачка энергии из 
объектной волны в сигнальную, самодифракция 
второй волны накачки) при условии равных интен-
сивностей волн накачки на гранях нелинейного 
слоя =( ,I I10 20  где =  ,I A

2
10 10  =  )I A

2
20 20  приве-

дены характерные зависимости коэффициента от-
ражения от нормированной интенсивности волн 
накачки ( )bI10  как при наличии (кривые 1, 2), так 
и при отсутствии (кривые ′,1  ′)2  обратной связи 
на объектную и сигнальную волны. С увеличени-
ем интенсивности волн накачки коэффициент от-
ражения увеличивается, достигает наибольшего 
значения, а затем медленно уменьшается. Суще-
ствует оптимальное значение интенсивности волн 
накачки ,mI10  при котором коэффициент отраже-
ния принимает максимальное значение.

Характер зависимости коэффициента отраже-
ния от bI10  типичен для четырехволновых преоб-
разователей в средах с нелинейным коэффициен-
том поглощения [15]. Наличие обратной связи по 
объектной и сигнальной волнам смещает mI10  в 

сторону больших значений интенсивности. Изме-
нение параметра P  не меняет значения нормиро-
ванной интенсивности волн накачки, при котором 
коэффициент отражения достигает максимально-
го значения.

При фиксированной интенсивности волн на-
качки увеличение составляющей тепловой нели-
нейности приводит к монотонному увеличению 
коэффициента отражения четырехволнового пре-
образователя излучения как при наличии, так и 
при отсутствии обратной связи на объектную и 
сигнальную волны (рис. 2). При этом отличие в 
коэффициентах отражения при наличии и отсут-
ствии обратной связи на объектную и сигнальную 
волны 

( ) ( )ξ = ≠ =R r R r1 10 0 	 (14)

не меняется при изменении соотношения между 
параметрами, характеризующими тепловую и ре-
зонансную нелинейности в диапазоне < ≤ , .P0 0 2

Отличие в коэффициентах отражения при нали-
чии и отсутствии обратной связи по объектной и 
сигнальной волнам возрастает c увеличением ин-
тенсивности волн накачки (рис. 3). 

При фиксированной интенсивности волн на-
качки, параметрах тепловой и резонансной не-
линейностей с увеличением значения коэффи-
циента поглощения α0  коэффициент отражения 
четырехволнового преобразователя излучения 
вначале увеличивается, достигает максимально-
го значения, а затем уменьшается, при этом вы-
игрыш в коэффициенте отражения монотонно 

Рис. 1. Зависимость коэффициента отражения четырехвол-
нового преобразователя излучения от интенсивности волн 
накачки при α = , ,0 0 1  = ⋅ ,k 35 10  = ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), 
= =r r1 2 0  ′ ′( , ),1 2  = ,P 0 02  ′( , );1 1  ,0 01  ′( , )2 2

Fig. 1. Dependence of the reflection coefficient of a four-wave  
radiation converter on the pumping waves intensity at α = , ,0 0 1  

= ⋅ ,k 35 10  = ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), = =r r1 2 0  ′ ′( , ),1 2  = ,P 0 02  
′( , );1 1  ,0 01  ′( , )2 2

Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения четырехволно-
вого преобразователя излучения от параметра P при α = , ,0 0 1  

= ⋅ ,k 35 10  = ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), = =r r1 2 0  ′ ′( , )1 2 , 
= ,bI10 0 72  ′( , );1 1  ,0 2  ′( , )2 2

Fig. 2. Dependence of the reflection coefficient of a four-wave 
radiation converter on the parameter P at α = , ,0 0 1  = ⋅ ,k 35 10  
= ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), = =r r1 2 0  ′ ′( , ),1 2  = ,bI10 0 72  ′( , );1 1  

,0 2  ′( , )2 2
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уменьшается (рис. 4). Наличие обратной связи на 
объектную и сигнальную волны смещает значение 
коэффициента поглощения, при котором коэффи-
циент отражения принимает максимальное зна-
чение, по сравнению со случаем, когда обратная 
связь отсутствует, в сторону меньших значений. 
Существует коэффициент поглощения α ,m

0  на-
чиная с которого выигрыш в коэффициенте от-
ражения за счет использования обратной связи 
на объектную и сигнальную волны отсутствует 
( )ξ ≤ .1  Значение коэффициента поглощения αm

0  
существенным образом зависит от интенсивности 
волн накачки, параметров кольцевого резонатора, 
соотношения между параметрами, описывающи-
ми тепловую и резонансную нелинейности. Уве-
личение интенсивности волн накачки приводит к 
увеличению α .m

0  При рассмотренных параметрах 
нелинейной среды =( , ),P 0 02  резонатора =( , ,r1 0 8  

= , ),r2 0 7  характеристиках взаимодействующих 
волн = ⋅( ),k 35 10  нормированной интенсивности 
волн накачки =( , )bI10 0 72  увеличение нормиро-
ванного коэффициента поглощения α 0  от 0,01 до 
0,2 уменьшает выигрыш в коэффициенте отраже-
ния от 3,08 до 2,04. Таким образом, использование 
для повышения эффективности четырехволново-
го преобразователя излучения обратной связи на 
объектную и сигнальную волны целесообразно 
лишь при малом коэффициенте поглощения.

В приближении малого коэффициента отраже-
ния наличие положительной обратной связи на 
объектную и сигнальную волны не влияет на ши-
рину полосы пространственных частот четырех-

волнового преобразователя излучения в среде с 
тепловой и резонансной нелинейностями.

Заключение
В приближении малого коэффициента отра-

жения при условии равных интенсивностей волн 
накачки на гранях нелинейного слоя проанализи-
рован коэффициент отражения четырехволнового 
преобразователя излучения в среде с тепловой и 
резонансной нелинейностями при наличии об-
ратной связи на объектную и сигнальную волны 
в зависимости от интенсивности волн накачки, 
коэффициента поглощения, соотношения между 
параметрами, характеризующими тепловую и ре-
зонансную нелинейности. Показано увеличение 

Рис. 3. Зависимость отличия в коэффициентах отражения от 
интенсивности волн накачки при α = , ,0 0 1  = ⋅ ,k 35 10  = , ,r1 0 8  
= , ,r2 0 7  = ,P 0 01

Fig. 3. Dependence of the difference in the reflection coefficients 
on the pumping waves intensity at α = , ,0 0 1  = ⋅ ,k 35 10  = , ,r1 0 8  
= , ,r2 0 7  = ,P 0 01

а

б
Рис. 4. Зависимость коэффициента отражения (а), отличия в 
коэффициентах отражения (б) от коэффициента поглощения 
при = ⋅ ,k 35 10  = ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), = =r r1 2 0  ′ ′( , ),1 2  
= , ,P 0 02  = ,bI10 0 72  ′( , );1 1  ,0 2  ′( , )2 2

Fig. 4. Dependence of the reflection coefficient (a), difference 
in the reflection coefficients (b) on the absorption coefficient 
at = ⋅ ,k 35 10  = ,r1 0 8  (1, 2), = ,r2 0 7  (1, 2), = =r r1 2 0  ′ ′( , ),1 2  
= , ,P 0 02  = ,bI10 0 72  ′( , );1 1  ,0 2  ′( , )2 2
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выигрыша в коэффициенте отражения четырех-
волнового преобразователя излучения при нали-
чии обратной связи на объектную и сигнальную 
волны с ростом интенсивности волны накачки. 
Значение коэффициента отражения четырехвол-
нового преобразователя излучения с увеличени-
ем соотношения между тепловой и резонансной 

нелинейностями возрастает, при этом выигрыш 
в коэффициенте отражения не меняется. Суще-
ствует критическое значение коэффициента по-
глощения, при превышении которого выигрыш в 
коэффициенте отражения за счет использования 
обратной связи на объектную и сигнальную волны 
отсутствует.
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Four-wave mixing on thermal and resonant nonlinearities 
with feedback for object and signal waves
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Abstract – Background. The need to create highly efficient four-wave radiation converters in order to use them in adaptive 
optics systems, for real-time processing of complex spatio-temporal fields, in interferometry, quantum cryptography, etc. 
requires along with the use of traditional methods to increase the efficiency of such converters by increasing the interaction 
length, radiation power density, effective value of the nonlinear susceptibility of the development of new methods. One of these 
methods is a method based on the imposition of feedback on one or more interacting waves. Aim. The influence of feedback 
on the amplitude reflection coefficient of the degenerate four-wave radiation converter on thermal and resonant nonlinearities 
has been considered. Methods. The amplitude reflection coefficient of a degenerate four-wave radiation converter on thermal 
and resonant nonlinearities in the presence of feedback for both object and signal waves has been analyzed by a numerical 
method based on the multiple passage of the signal and object waves of the nonlinear layer in the ring resonator. Results. It was 
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shown, that the difference in the reflection coefficients in the presence and absence of feedback for both object and signal waves 
increase monotonically with a growth in the pumping waves intensity and does not depend on the parameter characterizing the 
relationship between thermal and resonant nonlinearities at the approximation of a small reflection coefficient. Conclusion. 
The range of values of the absorption coefficient in which the imposition of feedback for both object and signal waves leads to an 
increase in the efficiency of the four-wave radiation converter has been established.

Keywords – four-wave converter; feedback; thermal nonlinearity; resonant nonlinearity.
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Структура поля излучения симметричной щелевой линии, 
перпендикулярной краю бесконечной полуплоскости 

с учетом кроссполяризационной составляющей
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Аннотация – Обоснование. Симметричные щелевые линии на идеально отражающей полуплоскости являются 
адекватными математическими моделями для щелевых антенн на идеальной плоскости конечных размеров, которые на 
практике обладают высоким усилением и функционируют в широком диапазоне частот. Такие антенны используются в 
системах сверхбыстрой обработки информации на основе объемных интегральных схем микроволнового и оптического 
диапазонов. Цель. В работе представлено решение задачи излучения идеально отражающей полуплоскости, которая 
возбуждалась симметричной щелевой линией с различным законом расширения щели. Методы. Задача была решена 
методом разделения переменных Фурье, с помощью которого была получена тензорная функция Грина, которая связывает 
две составляющие поля излучения антенны с возбуждающим полем в щели. Результаты. Показано, что в дальней зоне поле 
излучения идеально отражающей полуплоскости имеет две компоненты: основную и кроссполяризационную. Тензорная 
функция Грина имеет сложный вид и состоит из двух слагаемых. Анализ тензорной функции Грина показывает участие 
каждого слагаемого в формировании поля в дальней зоне, демонстрирует механизм излучения и приводит к известным 
частным случаям для щелевых излучателей. Заключение. Справедливость представленной математической модели 
подтверждена экспериментальными исследованиями.

Ключевые слова – антенна бегущей волны; симметричная щелевая линия; идеальный клин; идеальная полуплоскость; 
кроссполяризационная составляющая поля; диаграмма направленности.

Введение

Щелевые линии (ЩЛ), расположенные на бес-
конечной идеально отражающей полуплоскости 
и перпендикулярные ее краю, являются хорошим 
приближением и достаточно строгой математиче-
ской моделью для плоских щелевых антенн на иде-
ально отражающей плоскости конечных размеров. 
Такие ЩЛ функционируют в режиме направлен-
ного осевого излучения и относятся к общему 
классу антенн бегущей волны (АБВ). В настоящий 
момент созданы различные виды и конфигурации 
этих АБВ в зависимости от ширины щели (посто-
янной ширины щели, линейно, экспоненциально 
расширяющихся щелей и др.). Они получили ши-
рокое распространение в системах сверхбыстрой 
обработки информации (ССОИ) с применением 
объемных интегральных схем (ОИС) микровол-
нового и оптического диапазона [1; 2]. Указанные 
антенны имеют достаточно высокое усиление (по-
рядка 10 дБ), обладают низким уровнем боковых 

лепестков (приблизительно от –12 дБ до –20 дБ) 
и сохраняют практически неизменными свои ха-
рактеристики в большом диапазоне частот (около 
двух октав) [3; 4]. Поэтому расчет и анализ полей 
излучения щелевых линий различной конфигура-
ции, расположенных на идеально отражающей по-
луплоскости и перпендикулярных ее краю, а так-
же изучение их функционирующих свойств нам 
представляются важными и актуальными. 

1. Электрическое поле, создаваемое 
расширяющейся щелевой 

линией на бесконечной идеально 
отражающей полуплоскости

Рассмотрим постановку задачи и способ ее ре-
шения. Поместим бесконечную идеально отража-
ющую полуплоскость в свободном, однородном и 
изотропном пространстве таким образом, чтобы 
край или ребро полуплоскости были совмещены с 
осью z  цилиндрической системы координат (рис.). 

https://doi.org/10.18469/1810-3189.2023.26.2.27-35
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Расширяющаяся ЩЛ своим широким концом под-
ходит к краю полуплоскости, является симметрич-
ной относительно своей длины и может быть вы-
полнена с различным законом расширения щели. 
Продольная длина щелевой антенн L, ее площадь 

,S′  а также цилиндрические ( , , )r zϕ  и сферические 
( , , )R ϕ θ  координаты показаны на рис., где так-
же изображены точка источников поля или маг-
нитный заряд ( , )q r z′ ′  в апертуре расширяющейся 
щели и точка наблюдения поля ( , , ),p R ϕ θ  которая 
располагается в дальней зоне. 

К узкому концу расширяющейся ЩЛ подведе-
но возбуждающее электрическое поле, которое 
является сторонним, распространяется бегущей 
волной по длине L к широкому концу антенны и 
излучается в свободное пространство. В более 
сложном случае это поле может состоять из сум-
мы слагаемых падающей и отраженной волн. Воз-
буждающее поле в апертуре расширяющейся щели 
S′  описывается вектором комплексной амплиту-
ды и может быть представлено формулой [5; 7; 8]:

( ; ) ,ext ext
z zE r z′ ′= ⋅E n

где r′  и z′  – соответственно, продольная и попе-
речная координаты точечного магнитного заряда 

( , );q r z′ ′  zn  – орт оси z  (рис.). 
На основе известных решений задачи для бес-

конечного клина [5–7] и с помощью трудоемких 
математических преобразований можно получить 
составляющие поля излучения ЩЛ на идеальной 
полуплоскости для сферической системы коорди-
нат ( , , )R ϕ θ  в виде 

cos( , , ) ( , ) ,
ikR

ext ikz
z

S

k eE R E r z e Sum dS
R

−
′+ θ

θ
′

′ ′ ′ϕ θ =
π ∫∫ 14

cos

( , , )

( , ) cos ,

ikR

ext ikz
z

S

k eE R
R

E r z e Sum dS

−

ϕ

′+ θ

′

ϕ θ = ×
π

′ ′ ′× θ∫∫ 2

8

( , , ) .RE R ϕ θ = 0
Здесь Sum1  и Sum2  обозначают бесконечные сум-
мы следующих рядов: 

[ ( ) ]sin( )
n

n n

n
Sum i

+∞

=

= − − ϕ ×∑ 2
1 2

1
1 1 	 (1)

( sin ) ( sin ) ,n nJ kr J kr
+ −

 
 ′ ′× θ + θ
 
 

1 1
2 2

[ ( ) ]cos( )
n

n n
n

n
Sum i

+∞

=

= ε − − ϕ ×∑ 2
2 2

0
1 1 	 (2)

( sin ) ( sin ) .n nJ kr J kr
+ −

 
 ′ ′× θ − θ
 
 

1 1
2 2

Бесконечные суммы Sum1  и Sum2  в (1) и (2) пре-
образуются к контурным интегралам Зоммер-
фельда [6] и затем приводятся к формулам, содер-
жащим интеграл Френеля в комплексной форме 
записи. Таким образом получаются составляющие 
электрического поля ( , , )E Rθ ϕ θ  и ( , , ),E Rϕ ϕ θ  спра-
ведливые в любой точке наблюдения поля ( , , )p R ϕ θ  
в дальней зоне:

( , , ) ( , ) ( , , , ) ,
ikR ext

z
S

ik eE R E r z G r z dS
R

−

θ θ
′

′ ′ ′ ′ ′ϕ θ = ϕ θ
π ∫∫2

	 (3) 

( , , ) ( , ) ( , , , ) ,
ikR ext

z
S

ik eE R E r z G r z dS
R

−

ϕ ϕ
′

′ ′ ′ ′ ′ϕ θ = ϕ θ
π ∫∫2

	 (4) 

где ( , , )E Rθ ϕ θ  – основная составляющая поля излуче-
ния; ( , , )E Rϕ ϕ θ  – кроссполяризационная составля-
ющая поля излучения; ( , , , )G r zθ ′ ′ ϕ θ  и ( , , , )G r zϕ ′ ′ ϕ θ  –  
функции Грина. 

В (3), (4) функции ( , , , )G r zθ ′ ′ ϕ θ  и ( , , , )G r zϕ ′ ′ ϕ θ  стро-
гим образом связывают возбуждающее стороннее 
поле в точке магнитного заряда ( , )q r z′ ′  с полем 
в точке наблюдения ( , , )p R ϕ θ  в дальней зоне. По 
своей сути они являются элементами тензорной 
функции Грина для бесконечной идеально отра-
жающей полуплоскости, которая возбуждается 
двусторонней щелью, перпендикулярной к краю 
полуплоскости. Указанные элементы тензорной 
функции Грина нами представлены в виде

sin cos cos
sin ( )

i k r k z
G e Fr a

 π ′ ′+ θ ϕ + θ 
 

θ



= ϕ +



4 	 (5)

Рис. Бесконечная идеально отражающая полуплоскость с рас-
ширяющейся ЩЛ и возбуждающим полем ( ; )ext ext

z zE r z′ ′= ⋅E n  
в щели
Fig. An infinite perfectly reflecting half-plane with an expanding 
slot line and its excitation field ( ; )ext ext

z zE r z′ ′= ⋅E n  in slot
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где 

( )
a iteFr a dt

t

−
=

π∫
0 2

– интеграл Френеля в комплексной форме записи; 
( cos ) sina kr′= + ϕ θ1

– действительная переменная интеграла Френеля. 
В выражении (6) для ( , , , )G r zϕ ′ ′ ϕ θ  в первом сла-

гаемом положительный знак выбирается для ази-
мутальных углов ,≤ ϕ ≤ π0  а отрицательный – для 
углов .π ≤ ϕ ≤ π2  Интегрирование в формулах (3) и 
(4) осуществляется по площади расширяющейся 
щели S′  антенны (рис.).

Полученные соотношения (3)–(6) явились осно-
вой для разработки математических моделей для 
плоских симметричных щелевых антенн микро-
волнового диапазона различной конфигурации.

2. Анализ поля излучения 
расширяющейся щелевой линии 
на бесконечной полуплоскости 

в зависимости от расположения 
точечного магнитного 

заряда в апертуре щели
Согласно выражениям (5) и (6), в состав функции 

Грина входят два слагаемых, которые отличают-
ся друг от друга и оказывают разное влияние на 
точечный магнитный заряд ( , )q r z′ ′  при установле-
нии поля излучения антенны. Влияние этих слага-
емых на поле в дальней зоне позволяет определить 
общие свойства излучения бесконечной полупло-
скости, характерные для антенн с различным за-
коном расширения щели. 

Как следует из свойства интеграла Френеля в 
комплексной форме, в (5) и (6) первые слагаемые 
становятся равными нулю при .r′ = 0  Эти слага
емые воздействуют на точечные магнитные заряды 

( , ),q r z′ ′  расположенные в любом месте расширя
ющейся щели ,S′  кроме ее края (при ),r′ = 0  и ря-
дом с краем, где параметр a = ( cos ) sin .kr′+ ϕ θ ≈1 0   
При этом величина интеграла Френеля в ком-
плексной форме .( )Fr a ≈ 0  Из сказанного следует, 
что для расширяющихся щелей короткой длины L 
и для точек наблюдения поля на краю полуплоско-
сти (при )r′ = 0  первые слагаемые в (5), (6) обнуля-
ются и на поле излучения влияния не оказывают. 

Вторые слагаемые в функциях Грина (5), (6) при 
,r′ = 0  наоборот, стремятся к бесконечным зна-

чениям и тем самым обеспечивают наибольшую 
величину поля в дальней зоне. Поскольку по мере 
удаления точечного источника от края полупло-
скости действие вторых слагаемых на магнитный 
заряд ( , )q r z′ ′  уменьшается как ( ) ,kr −′ 1 2  эти слагае-
мые обеспечивают условие на ребре или выполне-
ние закона сохранения энергии на ребре в точках 
наблюдения поля ( , , )p R ϕ θ  при θ = 0  и θ = π  (см. 
рис.). Рассмотрим это условие подробно, исполь-
зуя [9]. 

Ребро полуплоскости является особой линией, 
обладающей сингулярностью в решении этой за-
дачи. Поскольку его толщина стремится к нулю, 
то, в зависимости от поляризации стороннего 
поля, возбуждающего край полуплоскости, нор-
мальные к краю составляющие электрического 
или магнитного поля достигают бесконечного 
значения на ребре [9]. Аналитические функции, 
которые описывают эту сингулярность (прибли-
жение компонент поля на ребре к бесконечной 
величине), должны быть такими, чтобы энергия, 
запасенная в цилиндре, ось которого совпадает 
с ребром полуплоскости, бесконечно малого ра-
диуса r′  и конечной продольной длины всегда 
оставалась бы конечной при .r′ → 0  Это означает, 
что энергия, накапливаемая вокруг ребра, имеет 
конечное значение и полученное решение будет 
физически реализуемым. При этом край полупло-
скости не является самостоятельным сторонним 
источником, а служит переизлучателем падающих 
на него волн – вторичным источником возбужде-
ния электромагнитного поля. 

Как видно из формулы (5), в образовании ком-
поненты ( , , )E Rθ ϕ θ  (основной составляющей поля 
излучения) в плоскости Н при θ = π 2  и ≤ ϕ ≤ π0 2  
в  составе функции Грина ( , , , )G r zθ ′ ′ ϕ θ  участву-
ют оба слагаемых, а в плоскости Е, при ϕ = π  и 

,< θ < π0  участвует только второе слагаемое. При 
этом, согласно (6), как в плоскости Н, так и в пло-
скости Е функция Грина ( , , , )G r zϕ ′ ′ ϕ θ  обнуляется 
и излучение компоненты ( , , )E Rϕ ϕ θ  (кроссполя-
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ризационной составляющей поля) в главных пло-
скостях полностью отсутствует. Таким образом, 
для идеально отражающей бесконечной полу
плоскости это поведение основной и кросспо-
ляризационной компонент поля в дальней зоне 
служит характерным признаком излучения, на ко-
торый никак не влияет закон расширения щели. 

В предельном случае площадь S′  расширяющей 
ЩЛ можно уменьшить до величины диполя Герца 
и разместить возле края полуплоскости, а поле в 
щели записать следующим образом:

( , ) ( ),ext Ì
zÅ r z I z′ ′ ′= δ − 0 	 (7)

где ÌI  – амплитуда магнитного тока в диполе 
Герца, которая является константой; ( )z′δ − 0  – 
дельта-функция Дирака. Подставим (7) в формулы 
(3), (4) и осуществим интегрирование этих выра-
жений. Поскольку для диполя Герца отношение 

/L λ → 0  и первые слагаемые в (5), (6) обнуляются, 
компоненты поля излучения в дальней зоне из (3), 
(4) получим в виде

sin( )
( , , ) ,

sin

ikR
Ìi L eE R I

R

ϕ −

θ ϕ θ =
π λ θ

22 	 (8)

cos( )cos
( , , ) .

sin

ikR
Ìi L eE R I

R

ϕ −

ϕ

θ
ϕ θ =

π λ θ
22 	 (9)

В результате формулы (3)–(6) позволяют уста-
новить выражения (8), (9), которые представляют 
частный случай излучения магнитного диполя 
Герца на краю полуплоскости. По сути, в этом 
частном случае магнитный диполь Герца возбуж-
дает край полуплоскости, который отражает па-
дающие на него волны и формирует общее поле 
излучения. Поскольку при выводе формул (8), (9) 
участвовали только вторые слагаемые в функциях 
Грина (5), (6), можно сделать вывод, что именно эти 
слагаемые ответственны за возбуждение ребра 
полуплоскости. При этом точечные магнитные за-
ряды ( , )q r z′ ′  могут располагаться в любом месте 
расширяющейся щели ,S′  а излучение происходит 
только от ребра полуплоскости. Такое поведение 
вторых слагаемых в (5), (6) позволило в [10] клас-
сифицировать их как дифракционные или рассе-
ивающие. Как показано в [6], на идеально отража-
ющей полуплоскости образуется поверхностный 
индуцированный электрический ток, состоящий 
из равномерной и неравномерной частей. Соглас-
но этой классической теории, вторые слагаемые 
в (5), (6) формируют неравномерную часть этого 
тока, которая появляется в процессе рассеивания 
электромагнитных волн на краю полуплоскости. 

В известной классической работе [5] решена за-
дача возбуждения идеально отражающего клина 
бесконечно короткой щелью, расположенной на 
ребре клина перпендикулярно этому ребру. Реше-
ние получено в замкнутом виде и является стро-
гим в зоне излучения. Бесконечный клин имеет 
внешний угол раствора α  и в случае α = π2  преоб-
разуется в бесконечную полуплоскость. При этом 
приведенные в [5] выражения для клина переходят 
в формулы (8), (9) и подтверждают правильность 
нашего общего решения (3)–(6). 

В другом предельном случае бесконечно корот-
кую узкую щель следует переместить на расстоя-
ние ξ  как можно дальше от ребра полуплоскости. 
Тогда точечный магнитный заряд ( , )q r z′ ′  будет 
располагаться на значительном расстоянии от 
ребра полуплоскости и при kξ → +∞  действие на 
него вторых слагаемых в (5), (6) прекращается. При 
этом к интегралу Френеля в комплексной форме, 
стоящему в первых слагаемых в (5), (6), можно при-
менить следующее равенство [10]:

lim .
a iti

a

ee dt
t

π −

→ + ∞
=

π∫4

0

1
2 2

	 (10)

В этом частном случае, подставляя поле в щели 
S′  в виде (7) и преобразованные указанным обра-
зом функции Грина в выражения (3), (4), получим 
следующие составляющие поля в дальней зоне:

sin cos( , , ) sin ,
Ì ikR

ikiI kL eE R e
R

−
ξ θ ϕ

θ ϕ θ = ϕ
π2

	 (11)

sin cos( , , ) ( cos )cos .
Ì ikR

ikiI kL eE R e
R

−
ξ θ ϕ

ϕ ϕ θ = ± ϕ θ
π2

	(12) 

Так как действительная переменная в интеграле 
Френеля получилась a = ( cos ) sin ,kr′+ ϕ θ1  то при 

,θ = 0  θ = π  и ϕ = π  она обращается в нуль, а фор-
мулы (10)–(12) не выполняются. 

Из дальнейшего физического анализа формул 
(11) и (12) видно, что входящий в них фазовый мно-
житель exp( sin cos )ikξ θ ϕ  влияет только на фазу 
поля излучения. Поэтому фазовый множитель 
можно считать несущественным и его присутстви-
ем в (11), (12) пренебречь. Следовательно, получен-
ное решение (11), (12) является полем излучения 
магнитного диполя Герца, который возбуждает 
электромагнитные волны на идеально отража
ющей плоскости бесконечных размеров. При этом 
в плоскости Н при /θ = π 2  компонента ( , , )E Rϕ ϕ θ  
обнуляется и присутствует только компонента 

( , , ).E Rθ ϕ θ  Чтобы убедиться в этом, необходимо 
решить задачу возбуждения свободного простран-
ства магнитным диполем Герца, который распо-
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ложен вдоль координаты x  декартовой системы 
координат. В традиционном решении задачи маг-
нитный диполь Герца ориентирован вдоль оси z  [9]. 

Таким образом, в [10] первые слагаемые в (5) и (6) 
получили название прямой или возбуждающей ча-
сти функции Грина, которая действует на магнит-
ный точечный заряд ( , )q r z′ ′  и устанавливает поле 
излучения на бесконечной плоскости. Согласно 
[6], первые слагаемые в (5) и (6) формируют равно-
мерную часть поверхностного индуцированного 
электрического тока без учета дифракции волн на 
ребре полуплоскости. 

Следует отметить, что соотношения (11) и (12) 
являются предельным частным случаем для обще-
го решения (3)–(6). Изменения в первых слагаемых 
равенства (10) и удаление вторых слагаемых в вы-
ражениях (5), (6) приводят к полному исключению 
самого явления дифракции на ребре полуплоско-
сти в рамках решаемой задачи. Чтобы иметь воз-
можность учитывать дифракцию волн на ребре 
для магнитного диполя Герца, который переме-
стили на расстояние ξ  от ребра так, что выпол-
няются условия kξ 1  и ,kR kξ  необходимо 
применить к интегралу Френеля в комплексной 
форме следующее приближенное равенство 

a it iai e ee dt i i
t a

π − −
≈ +

π π∫4

0

1
2 2 2

 при .a 1 	 (13)

Тогда для точечных магнитных зарядов ( , ),q r z′ ′  
которые удалены от ребра полуплоскости на рас-
стояние ,kr′ 1  функции Грина (5), (6) преобразу-
ются следующим образом 

( )sin cos cossin ik r zG e
′ ′θ ϕ+ θ

θ

 ϕ
= +

 2
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В выражении (15) для ( , , , )G r zϕ ′ ′ ϕ θ  в первом и 
во втором слагаемых положительный знак выби-
рается для азимутальных углов ,≤ ϕ ≤ π0  а отри-
цательный знак выбирается для углов .π ≤ ϕ ≤ π2  
Аналогично, в выражения (11), (12) при ,θ = 0  θ = π  
и ϕ = π  действительная переменная в интеграле 
Френеля a = ( cos ) sinkr′+ ϕ θ1  обнуляется, что де-
лает невозможным практическое использование 
формул (13)–(15). 

Из полученных выражений (14), (15) следует, что 
первые слагаемые в функциях Грина (5), (6) нельзя 
классифицировать только прямыми. В процессе 
преобразования для случая kr′ 1  они в (14), (15) 
разделяются на прямую (возбуждающую) и диф-
ракционную (рассеивающую) части. Согласно [6], 
первые слагаемые в (5), (6) формируют на идеаль-
но отражающей полуплоскости равномерную и 
неравномерную части поверхностного индуциро-
ванного электрического тока. 

Представленный анализ полученного реше-
ния (3)–(6) позволяет сделать следующие выводы. 
Местонахождение точечного магнитного заряда 

( , )q r z′ ′  на поверхности S′  расширяющейся ЩЛ 
устанавливает степень отражения волн от ребра 
полуплоскости. При нахождении магнитного за-
ряда у самого ребра полуплоскости при kr′ → 0  
наибольшее влияние на составляющие поля излу-
чения оказывают вторые дифракционные слагае-
мые в (5), (6). При переносе заряда ( , )q r z′ ′  от ребра 
в некоторый приблизительный интервал величин 

kr′≤ ≤1 10  вклад от двух слагаемых в (5), (6) на поле 
в дальней зоне будет практически одинаковым. 
При удалении точечного магнитного заряда на 
значительное расстояние от ребра полуплоскости 
при kr′ 1  первые слагаемые в (5), (6) разделяются 
на две части, получившие название прямой и диф-
ракционной частей. Электромагнитные волны, 
сформированные при воздействии дифракцион-
ной части первого слагаемого и при воздействии 
второго дифракционного слагаемого в (5) и (6), вза-
имодействуют между собой и стремятся скомпен-
сировать друг друга в точке наблюдения ( , , ).p R ϕ θ  
В предельном случае, при kr′ → +∞  и расположе-
нии точки ( , , )p R ϕ θ  при условии ,kR kr′  в функ-
циях Грина (5), (6) остается только прямая часть 
первых слагаемых, которая устанавливает про-
цесс излучения волн для бесконечной идеально 
отражающей плоскости. 

Таким образом, согласно полученному реше-
нию, бесконечная идеально отражающая полупло-
скость имеет основную и кроссполяризационную 
составляющие поля в дальней зоне и реализу-
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ет осевое излучение в направлении расширения 
щели. При этом в главных плоскостях излучения 
Е и Н кроссполяризационная компонента поля те-
оретически полностью отсутствует. Эти признаки 
излучения являются общими и характерны для 
АБВ с изменением ЩЛ по различным законам. 
Основные характеристики излучения для бес-
конечной идеально отражающей полуплоскости, 
к которым в первую очередь относят ширину глав-
ного луча, уровень боковых лепестков, полосу ча-
стот и другие, зависят от геометрических разме-
ров и закона расширения щели. Представленный 
анализ объясняет механизм излучения идеальной 
полуплоскости и позволяет разработать теорети-
ческие основы для проектирования щелевых ан-
тенн на ее основе. Рассмотренные теоретические 
выводы нашли убедительное подтверждение в 
экспериментальных исследованиях. Эксперимен-
тально измеренные диаграммы направленности 
рассматриваемых щелевых линий в главных пло-
скостях излучения Е и Н хорошо согласуются с 
теорией (разработанными математическими мо-
делями) [10–22]. 

Заключение
В работе производилось изучение поля излуче-

ния щелевой линии, перпендикулярной краю бес-
конечной, идеально отражающей полуплоскости. 
На основе фундаментальных источников, в кото-
рых было получено точное решение задачи возбуж-
дения идеального бесконечного клина, получены 
соотношения для составляющих электрического 
поля в главных электродинамических плоскостях 
Е и Н в дальней зоне для расширяющихся щелевых 
линий с разным законом расширения и располо-
женных на идеальной бесконечной полуплоскости 
перпендикулярно ее краю. Показано, что поле из-
лучения бесконечной идеально отражающей полу-
плоскости со щелью на ее поверхности включает 
в себя основную и кроссполяризационную состав-
ляющие. Эти компоненты формируются под дей-
ствием первичного стороннего поля в апертуре 

расширяющейся щели и вторичных поверхност-
ных электрических токов, индуцированных на са-
мой полуплоскости и ее ребре. Ребро полуплоско-
сти представляет собой особую линию, от которой 
отражаются электромагнитные волны, и оказы-
вает доминирующее влияние на общее поле из-
лучения. Отражение волн от ребра полуплоскости 
зависит от расположения в щели S′  магнитного 
заряда ( , )q r z′ ′  и его значения .kr′  При нахождении 
магнитного заряда у самого ребра полуплоскости, 
наибольшее влияние на компоненты поля излу-
чения оказывают вторые дифракционные слага-
емые в тензорной функции Грина. При переносе 
заряда от ребра на некоторый незначительный 
интервал вклад от двух слагаемых в функциях 
Грина на поле в дальней зоне будет практически 
одинаковым. При удалении точечного магнитного 
заряда на значительное расстояние от ребра полу-
плоскости первые слагаемые в тензорной функ-
ции Грина разделяется на две части – прямую и 
дифракционную. Излученные электромагнитные 
волны, сформировавшиеся под воздействием диф-
ракционной части первого слагаемого и второго 
дифракционного слагаемого в функциях Грина (5) 
и (6), взаимодействуют между собой и стремятся 
скомпенсировать друг друга в точке наблюдения 
в дальней зоне. В предельном случае, когда пара-
метр ,kr′ → +∞  в функциях Грина остается толь-
ко прямая часть первых слагаемых, и устанавли-
вается процесс излучения волн для бесконечной 
идеально отражающей плоскости. Рассмотренные 
свойства излучения являются общими и харак-
терны для АБВ с изменением щели по различным 
законам. 

Полученные в работе соотношения, связываю-
щие возбуждающее поле в щели излучателя на по-
луплоскости с ее полем излучения в дальней зоне 
для главных электродинамических плоскостей Е 
и Н, являются основой для разработки матема-
тических моделей излучателей на основе плоских 
симметричных щелевых линий различной конфи-
гурации, справедливость которых подтверждена 
экспериментальными исследованиями.
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The structure of the radiation field of a symmetric slot 
line perpendicular to the edge of an infinite half-plane, 
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Abstract – Background. Symmetric slot lines on a perfectly reflecting half-plane are good mathematical models for slot 
antennas on an ideal plane of finite dimensions, which in practice have a high gain and operate over a wide frequency band. 
These antennas are used in ultra-fast information processing systems based on microwave and optical volume integrated 
circuits. Aim. The work presents a solution to the problem of radiation of a perfectly reflecting half-plane, which was excited by 
a symmetric slot line with a different law of slot expansion. Methods. The problem was solved by the Fourier variable separation 
method, by which the Green tensor function was obtained, which connects the two components of the antenna radiation field 
with the excitation field in the gap. Results. It is shown that in the far zone, the radiation field of an ideally reflecting half-
plane has two components: the main and crosspolarization. The Green tensor function has a complex form and consists of two 
terms. The analysis of the Green tensor function shows the participation of each term in the formation of a field in the far zone, 
demonstrates the mechanism of radiation and leads to known special cases for slot radiators. Conclusion. The validity of the 
presented mathematical model is confirmed by experimental research.

Keywords – traveling wave antenna; symmetric slot line; ideal wedge; ideal half-plane; cross-polarization component of the 
field; radiation pattern.
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Разработка математической модели кирального 
метаматериала на основе цилиндрических спиральных 

элементов с учетом дисперсии и концентрации

И.Ю. Бучнев, Д.С. Клюев , Ю.С. Мамошина, О.В. Осипов, Д.Н. Панин
Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики  

443010, Россия, г. Самара,  
ул. Л. Толстого, 23

Аннотация – Обоснование. Интерес к исследованию метаматериалов СВЧ-диапазона связан с возможностью их 
использования для достижения заранее требуемых частотно и поляризационно селективных свойств взаимодействия с 
электромагнитным излучением, которые невозможно получить для структур на основе гомогенных сред. Цель. В работе 
рассмотрено построение математической модели кирального метаматериала на основе периодической матрицы 
произвольно ориентированных проводящих тонкопроволочных цилиндрических спиральных элементов, расположенных 
в однородной изотропной среде-контейнере. В отличие от известных моделей, она учитывает явный вид зависимости 
эффективной диэлектрической проницаемости и относительного параметра киральности от концентрации спиральных 
микровключений. Методы. При построении математической модели учитывается гетерогенность кирального 
метаматериала посредством формулы Максвелла Гарнетта, позволяющей определять эффективную диэлектрическую 
проницаемость по значениям проницаемостей среды-контейнера и области, занятой проводящими зеркально 
асимметричными включениями. В модели учтена дисперсия диэлектрической проницаемости с использованием 
квадратичной формулы Лоренца, а также дисперсия параметра киральности на основании модели Кондона. 
Результаты.  Для исследуемого кирального метаматериала получены аналитические частотно-зависимые выражения 
для эффективной диэлектрической проницаемости и параметра киральности, учитывающие концентрацию спиральных 
включений и их геометрические параметры. Получена формула связи безразмерной объемной концентрации включений 
от расстояния между соседними элементами. Для расчета резонансной частоты проводящих тонкопроволочных 
цилиндрических спиральных элементов был применен квазистатический поход. Заключение. Предложенная методика 
построения математической модели может быть применена для киральных метаматериалов на основе периодических 
матриц проводящих элементов произвольной зеркально асимметричной пространственной конфигурации.

Ключевые слова – киральная среда; киральный метаматериал; метаматериал; спираль; пространственная дисперсия; 
модель Максвелла Гарнетта; модель Кондона; модель Лоренца; концентрация элементов; параметр киральности; 
эффективная диэлектрическая проницаемость.

Введение
В настоящее время существует громадное ко-

личество разнообразных материалов, таких как 
полимеры, композиты, керамика, сплавы, ферро
магнетики и т.  п. Многие материалы обладают 
естественными, присущими им свойствами взаи-
модействия с электромагнитным полем. Однако 
существует возможность изменить естественные 
свойства путем изменения пространственной 
структуры материалов. В большинстве случаев из-
менение электромагнитных свойств материалов 
связано с добавлением в них композитов различ-
ного рода. Одним из типов композиционных ма-
териалов являются так называемые метаматери-
алы [1–8]. Они активно исследуются различными 
учеными с начала XXI века. Наиболее сильный 
интерес к изучению метаматериалов возник после 
ряда публикаций [9–11] о возможности получения 
для них отрицательных значений показателя пре-
ломления, диэлектрической и магнитной прони-

цаемостей, хотя о таких возможностях было из-
вестно давно [12]. Такие метаматериалы получили 
названия сред с отрицательным преломлением 
(LHM – Left Handed Media). 

Любой метаматериал в СВЧ-диапазоне пред-
ставляет собой совокупность некоторой среды, 
называемой контейнером, и некоторой совокуп-
ности композитов из материала с другими элек-
трофизическими и геометрическими параметра-
ми. Благодаря своим нестандартным свойствам 
взаимодействия с электромагнитным полем, мета
материалы находят широкое применение при раз-
работке таких устройств, как антенны [13–17], по-
глотители [18–19], концентраторы СВЧ-энергии 
[20–21] и т. п.

Одним из важных типов метаматериалов явля-
ются искусственные киральные материалы (сре-
ды). Подобные среды исследуются уже давно  –  
с 80-х гг. XX века [22–27]. Для создания кираль-
ной среды используются проводящие композиты 
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с зеркально-асимметричной пространственной 
конфигурацией. В случае киральной (взаимной 
биизотропной) среды все зеркально-асимметрич-
ные композиты равномерно размещаются и хао-
тически ориентируются в однородной среде-кон-
тейнере. В случае одинаковой ориентации всех 
композитов среда называется бианизотропной. 
Киральные среды являются в некотором роде 
СВЧ-аналогами оптически активных сред и по-
зволяют поворачивать плоскость поляризации 
электромагнитной волны на значительные углы 
в сантиметровом и миллиметровом диапазонах 
длин волн [28]. В качестве проводящих зеркальных 
композитов используется множество элементов с 
разной пространственной структурой, такие как 
элементы Теллегена [29], цилиндрические одно- и 
многозаходные тонкопроволочные спирали [30], 
S-элементы [31–33], гаммадионы [34] и т.  п. Для 
описания свойств киральной среды вводится от-
носительный параметр киральности .χ  Основны-
ми свойствами электромагнитного излучения в 
киральной среде является распространение волн с 
право- (ПКП) и левокруговыми (ЛКП) поляризаци-
ями, а также кросс-поляризация падающей волны. 
Как следствие, возникают явления поворота пло-
скости поляризации и круговой дихроизм. 

Вопросы о математической модели киральной 
среды возникают уже давно. В основе модели ле-
жат материальные уравнения, которые записыва-
ются в различных формах [22–24]. В начале иссле-
дований электромагнитных свойств киральной 
среды ее материальные параметры считались по-
стоянными, не зависящими от частоты. С одной 
стороны, в дальнейшем исследователи выбирали 
различные дисперсионные модели для диэлек-
трической проницаемости и параметра кираль-
ности [35–36]. В основном для диэлектрической 
проницаемости использовалась модель Лоренца, 
а для параметра киральности, по аналогии с опти-
чески активной средой, модель Кондона. Также в 
научной литературе известно использование дис-
персионных моделей и для магнитной проницае-
мости [36]. 

С другой стороны, киральная среда является 
двухкомпонентной, то есть проявляет свойства 
гетерогенности. Впервые для описания свойства 
гетерогенности A.H. Sihvola использовал модель 
Максвелла Гарнетта [37], причем он применял эту 
модель для всех трех материальных параметров 
киральной среды. Также в [37] была предложена 
дисперсионная модель киральной среды на осно-
ве формулы Кондона. В [38] также для учета гете-

рогенности была применена модель Максвелла 
Гарнетта.

В работах [39; 40] также предложены варианты 
математической модели киральной среды, учиты-
вающие одновременно дисперсию материальных 
параметров и гетерогенность. В частности, было 
показано, что при малых концентрациях зеркаль-
но-асимметричных включений для учета гетеро-
генности среды можно использовать двухкомпо-
нентные модели Максвелла Гарнетта [41; 42] или 
Бруггемана [41; 43]. 

Заметим, что в большинстве случаев диспер-
сионные и гетерогенные модели применяются в 
достаточной степени независимо друг от друга. 
В частности, необходима унификация зависимо-
стей материальных параметров от концентрации 
зеркально-асимметричных включений различ-
ного типа. Во-первых, в диэлектрической про-
ницаемости дисперсия должна учитываться не в 
среде-контейнере, а только в областях, в которых 
расположены проводящие включения. Во-вторых, 
необходимо использование безразмерной объ-
емной концентрации микроэлементов (входя-
щей в модели Максвелла Гарнетта и Бруггемана) 
как в соотношениях для диэлектрической про-
ницаемости, так и для параметра киральности 
метаматериала.

Данная работа посвящена разработке матема-
тической модели кирального метаматериала на 
основе периодической матрицы произвольно ори-
ентированных проводящих тонкопроволочных 
цилиндрических спиральных элементов, распо-
ложенных в однородной изотропной среде-кон-
тейнере. Предлагаемая модель кирального мета-
материала одновременно учитывает зависимости 
эффективной диэлектрической проницаемости 
и параметра киральности от частоты и концен-
трации спиральных микровключений. При этом 
показана возможность некоторой унификации 
указанных зависимостей для различных типов 
зеркально-асимметричных включений.

1. Постановка задачи
Рассмотрим киральный метаматериал (КММ), 

представляющий собой равномерную матрицу из 
тонкопроволочных проводящих однозаходных 
спиральных элементов, расположенных в одно-
родном диэлектрическом контейнере с относи-
тельной диэлектрической проницаемостью c.ε  
Будем считать, что спиральные элементы намота-
ны вокруг цилиндров с относительной диэлектри-
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ческой проницаемостью cε  и их высота равна вы-
соте кирального метаматериала .h  Метаматериал 
имеет геометрические размеры вдоль трех коор-
динатных осей ,xl  yl  и h  соответственно. Период 
матрицы из спиральных элементов определяется 
радиусом витка спирали (цилиндра) R  и рассто-
янием между центрами цилиндров ;d  .d R d= +1 2  
При постановке задачи считается, что периоды 
вдоль осей Ox  и Oy  равны между собой.

Безразмерная концентрация спиральных эле-
ментов определяется следующим образом:

,
NV

V
α = 1 	 (1)

где N  – общее количество спиральных элементов 
в метаматериале; V  – объем метаматериала (объ-
ем параллелепипеда: V = );x yl l h  V1  – объем трех-
мерной фигуры, в которую вписан киральный эле-
мент (для спиралей – объем цилиндра: ).V R h= π 2

1
Количество спиральных элементов определя-

ется пространственным периодом матрицы эле-
ментов d R d= +1 2  и линейными размерами ,xl  yl  
контейнера кирального метаматериала.

Геометрия задачи приведена на рис. 1.

2. Связь концентрации киральных 
элементов и расстояния между ними
На первом этапе построения математической 

модели необходимо связать безразмерную кон-
центрацию спиральных элементов α  с расстояни-
ем между соседними элементами .d

Назовем элементарной ячейкой КММ область, 
содержащую одну спираль и промежуток до сосед-
него спирального элемента. Пространственный 
период элементарной ячейки .d R d= +1 2

Количество элементарных ячеек вдоль оси Ox  
будет определяться следующим образом:

.x x
x

l l
N

d R d
= =

+1 2
	 (2)

Количество элементарных ячеек вдоль оси Oy  
будет рассчитывается как

.y y
y

l l
N

d R d
= =

+1 2
	 (3)

Общее количество элементарных ячеек нахо-
дится как

( ) ( )
,x y

x y
l l SN N N

R d R d
= = =

+ +
2 22 2

	 (4)

где S  – площадь поверхности метаматериала.
Из формулы (1) получаем:

( ) ( )
,

SV V

R d Sh R d h
α = =

+ +

1 1
2 22 2

	 (5)

где .V R h= π 2
1

Окончательно из соотношения (5) имеем:

( )
.R

R d

π
α =

+

2

22
	 (6)

Из формулы (6) получим квадратное уравнение 
относительно расстояния между спиральными 
элементами :d

.d Rd R  π
+ + − = α 

2 24 4 1 0
4

	 (7)

Решение уравнения (7) имеет вид

( ) .d d R
 π

= α = − 
α  

2 	 (8)

Из соотношения (8) можно получить и обратное 
выражение:

( )
.R

R d

π
α =

+

2

22
	 (9)

Из соотношения (9) следует обобщение за-
висимости на случай произвольных киральных 
элементов:

elem ,
S

d
α =

2
1

	 (10)

Рис. 1. Геометрия метаматериала
Fig. 1. Geometry of the metamaterial
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то есть безразмерная концентрация киральных 
элементов в КММ равна отношению площади, за-
нятой киральным элементом elem ,S  к квадрату пе-
риода пространственной ячейки.

На рис. 2 представлена зависимость ( )d d= α  
при различных значениях радиуса витка спирали.

3. Дисперсионная модель 
параметра киральности

Для описания частотной зависимости параме-
тра киральности будем использовать обобщенную 
модель Кондона [1]:

( ) ,
i

χΩ ω ω
χ ω =

ω −ω − γω

0
2 2
0

	 (11)

где ω0  – резонансная частота кирального элемен-
та (определяется из квазистатической модели для 
конкретного типа элемента); γ  – частота демп-
фирования; χΩ  – «сила» резонанса параметра 
киральности.

4. Расчет резонансной частоты 
спирального элемента

Зеркально-асимметричный элемент представ-
ляет собой тонкопроволочную проводящую одно-
заходную спираль, состоящую из N  витков радиу-
са ,R  расположенных друг от друга на расстоянии 
s  (шаг спирали). Обозначим через l  длину спира-
ли в развернутом состоянии, а через r  – радиус 
тонкой проволоки. На рис. 3 показано поперечное 
сечение спирального элемента. На рис. 3 введены 

следующие обозначения: h  – высота контейнера; 
s  – расстояние между витками спирали; R  – вну-
тренний радиус спирали; r  – радиус проволоки; 
α  – угол накрутки спирали; N  – число витков 
спирали.

Для расчета резонансной частоты спирали ис-
пользовалось квазистатическое приближение, 
расчет производился по формуле Томсона:

,
LC

ω =0
1 	 (12)

где L  – индуктивность спирали; C  – емкость спи-
рали, учитывающая межвитковую и межэлемент-

Рис. 2. Зависимость ( )d d= α  при различных значениях радиуса витка спирали
Fig. 2. Dependence ( )d d= α  at different values of the radius of the spiral turn

Рис. 3. Поперечное сечение спирального элемента
Fig. 3. Cross section of the spiral element
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ную емкости, а также емкость самого проводника 
(проволоки).

Методика расчета резонансной частоты спи-
рального элемента приведена в [15]. 

Резонансная частота спирали, показанной на 
рис. 3, вычисляется по следующей формуле:

c c

;c
K

ω =
ε µ

0 	 (13)

( )
ln

( )

N RK
l

r

N R R r R N

h l

π
= +

 
− 

 
 π + − −  + +

2 2

2 2 2 2 2 2

218 1

2 1

( )

( )

,

cos

R r R r N

ld
N

π +
+

 π
 

+  

2 3

2 1

где c = ε µ0 01  – скорость электромагнитной вол-
ны в вакууме.

Подставляя в формулу (13) выражение для рас-
стояния между элементами через концентрацию 
(8), получаем выражение для резонансной частоты 
спирального элемента в следующем виде:

self int
c c

; ;c K K K
K

ω = = +
ε µ

0 	 (14)

( )

self
ln

( )
;

N RK
l

r

N R R r R N

h l

π
= +

 
− 

 
 π + − −  +

2 2

2 2 2 2 2 2

218 1

2 1

( )

( )
int .

cos

Rr R r N
K

l
N

π +
=

  π π
−   

α +     

3

2
2 1

Используя соотношения (11) и (14), получаем 
дисперсионную модель параметра киральности:

( )
c c

; ;
i

c
K

χΩ ω ω
χ ω = ω =

ε µω −ω − γω

0
02 2

0

	 (15)

self int ;K K K= +

self
ln

N RK
l

r

π
= +

 
− 

 

2 2

218 1

( )( )
;

N R R r R N

h l

 π + − −  +

2 2 2 2 2 22 1

( )

( )
int .

cos

Rr R r N
K

l
N

π +
=

  π π
−   

α +     

3

2
2 1

5. Учет гетерогенности метаматериала
Гетерогенность учитываем по закону Максвелла 

Гарнетта [2]:

s cx
c x

x s c
; ,

ε − ε+ αε
ε = ε ε =

−αε ε + ε
1 2
1 2

	 (16)

где ε  – относительная эффективная диэлектри-
ческая проницаемость метаматериала (как про-
странственной структуры, состоящей из кон-
тейнера и компонентов); cε  – относительная 
диэлектрическая проницаемость контейнера; sε  – 
относительная диэлектрическая проницаемость 
области, занятой компонентом; α  – объемная без-
размерная концентрация компонентов.

6. Дисперсионная модель 
диэлектрической проницаемости

Для описания частотной зависимости диэлек-
трической проницаемости области, занятой ки-
ральным элементом, будем использовать модель 
Лоренца [1]:

( )s ,
i

εΩ ω
ε ω =

ω −ω − γω

2
0

2 2
0

	 (17)

где ω0  – резонансная частота кирального элемен-
та (определяется из квазистатической модели для 
конкретного типа элемента); γ  – частота демпфи-
рования; εΩ  – «сила» резонанса диэлектрической 
проницаемости.

Подставляя выражение (17) в (16), получаем дис-
персионную модель диэлектрической проница
емости КММ с учетом гетерогенности:

( )
( )

cx
c x

x c

i
; .

i

ε

ε

Ω ω − ε ω −ω − γω+ αε
ε = ε ε =

−αε Ω ω + ε ω −ω − γω

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

1 2
1 2

	(18)

7. Материальные параметры 
кирального метаматериала на основе 

тонкопроволочных однозаходных 
спиральных элементов с учетом 

дисперсии и гетерогенности
Для описания КММ будем использовать следу-

ющий набор материальных параметров, определя-
емый из (15), (16) и (18):
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( ) ( )
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1
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8. Материальные уравнения 
для кирального метаматериала 
на основе тонкопроволочных 

однозаходных спиральных элементов 
с учетом дисперсии и гетерогенности
Материальные уравнения для киральной среды 

имеют вид [3]:

i ; i ,= ε χ = µ ± χD E H B H E
     

 	 (20)
где ε  – относительная эффективная диэлектриче-
ская проницаемость; µ  – относительная магнит-
ная проницаемость; χ  – относительный параметр 
киральности метаматериала.

Материальные уравнения (20) являются частотно-
зависимыми, а также материальные параметры 
КММ в них зависят от объемной безразмерной 
концентрации киральных микроэлементов :α

( ) ( ) ( ); i ; ; i ; ,= ε ω α χ ω α = µ ± χ ω αD E H B H E
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 	 (21)
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Математическая модель, определяемая со-
отношениями (21) и (22), описывает киральный  
метаматериал, созданный на основе равномерно 
размещенных тонкопроволочных проводящих 
однозаходных спиральных элементов (рис. 1).

9. Дисперсионные уравнения 
для нормальных волн кирального 

метаматериала на основе 
тонкопроволочных однозаходных 
спиральных элементов с учетом 

дисперсии и гетерогенности
Расчет дисперсионных характеристик (постоян-

ных распространения) нормальных волн кираль-
ного метаматериала с право- и левокруговыми 
поляризациями осуществляется по следующим 
формулам:
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10. Обобщение модели КММ 
при одновременном учете 

дисперсии и гетерогенности
Представим емкостной коэффициент ( )K α =

( )self intK K= + α  в виде
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Формулу для резонансной частоты в зависи-
мости от безразмерной объемной концентрации 
можно обобщить следующим образом:

( ) ,v

k
k

ω α =
α

+
− ζ α

0
2

1 1

	 (25)

где c c/ ( )v c= ε µ  – фазовая скорость электромаг-
нитной волны в среде-контейнере; коэффициенты 

( ),jk j = 1 2  имеют размерность квадрата длины и 
определяются геометрическими размерами ки-
ральных элементов и их типом; ζ  – безразмерная 
константа.

С использованием формулы (25) можно полу-
чить обобщенную зависимость относительного 
параметра киральности от безразмерной объем-
ной концентрации:
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Аналогично с использованием формулы (26) 
можно получить обобщенную зависимость эффек-
тивной диэлектрической проницаемости от без-
размерной объемной концентрации:
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Формулы (26) и (27) описывают обобщенные за-
висимости материальных параметров кирального 
метаматериала от частоты ω  и безразмерной объ-
емной концентрации киральных элементов .α

Заключение
В работе рассмотрены принципы построения 

математической модели кирального метамате-
риала на основе периодической матрицы про-
извольно ориентированных проводящих тон-
копроволочных цилиндрических спиральных 
элементов, расположенных в однородной изо-
тропной среде-контейнере. 

Построенная математическая модель кирально-
го метаматериала на основе периодической матри-
цы произвольно ориентированных проводящих 
тонкопроволочных цилиндрических спиральных 
элементов учитывает гетерогенность кирального 
метаматериала, дисперсию диэлектрической про-
ницаемости, дисперсию параметра киральности, а 
также зависимость материальных параметров от 
концентрации спиральных включений.

Предложенная методика построения мате-
матической модели может быть применена для 
киральных метаматериалов на основе периоди-
ческих матриц проводящих элементов произволь-
ной зеркально-асимметричной пространственной 
конфигурации.
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Abstract – Background. Interest in the study of microwave metamaterials is associated with the possibility of using them to 
achieve the required frequency and polarization selective properties of interaction with electromagnetic radiation, which can’t be 
obtained for structures based on homogeneous media. Aim. The mathematical model of a chiral metamaterial based on a periodic 
matrix of arbitrarily oriented conducting thin-wire cylindrical helices located in a homogeneous isotropic container creation 
is considered. Unlike known models, it takes into account the explicit form of the dependence of the effective permittivity and 
the relative chirality parameter on the helices concentration. Methods. The heterogeneity of a chiral metamaterial based on 
the Maxwell Garnett formula, which makes it possible to determine the effective dielectric permittivity from the permeabilities 
of the container and the region occupied by conducting mirror asymmetric inclusions is taken into account when creating a 
mathematical model. The dispersion of permittivity using the quadratic Lorentz formula and the dispersion of the chirality 
parameter based on the Condon model are taken into account. Results. Analytical frequency-dependent expressions for the 
effective permittivity and the chirality parameter taking into account the concentration of helices and their geometric parameters, 
were obtained in the work. The expression for the relationship between the dimensionless volume concentration of inclusions 
and the distance between adjacent elements is obtained. The quasi-static approach is used to calculate the resonant frequency 
of conducting thin-wire cylindrical helices. Conclusion. The proposed method for constructing a mathematical model can be 
applied to chiral metamaterials based on periodic matrices of conductive elements of an arbitrary mirror asymmetric spatial 
configuration.

Keywords – chiral media; chiral metamaterial; metamaterial; helix; spatial dispersion; Maxwell Garnett model; Condon model; 
Lorentz model; elements concentration; chirality parameter; effective dielectric permittivity.
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Влияние дефектов стыковки на металлодиэлектрический 
экранированный волновод в КВЧ-диапазоне частот
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Аннотация – Обоснование. Для улучшения точности навигационных и радиолокационных систем используются 
функциональные узлы КВЧ-диапазона длин волн. При этом увеличение рабочей частоты повышает требования к 
точности изготовления и стыковки устройств. Анализ распространения электромагнитных волн при условии наличия 
дефектов в волноведущих трактах позволит определить достаточную точность изготовления и оценить физические 
процессы на нерегулярном участке. Цель. Целью настоящей работы стало изучение влияния резких нерегулярностей на 
характеристики широкополосного экранированного диэлектрического волновода, работающего в диапазоне частот от 
90 до 100 ГГц. Методы. При помощи численного эксперимента проведено исследование двух вариантов нерегулярности. 
Они представлены в виде смещения участков экранированных диэлектрических волноводов в вертикальной и в 
горизонтальной плоскостях. Результаты. По значениям передаточной характеристики волноводного тракта выявлены 
закономерности ослабления энергии электромагнитной волны от величины нерегулярности. Разработанная 
эмпирическая модель позволяет оценить допустимую точность изготовления волноводного тракта. Заключение. Для 
решения задач канализации слабых сигналов авторы рекомендуют использовать безстыковую технологию изготовления.

Ключевые слова – нерегулярность; экранированный диэлектрический волновод; малые потери; инженерный расчет; 
регулярные линии; сдвиг.

Введение
Одними из главных направлений развития со-

временных радиотехнических систем являются 
увеличение скорости взаимодействия устройств 
между собой [1]. Именно поэтому повышается ча-
стотный диапазон устройств как в технике свя-
зи, так и в технике дистанционных измерений. 
С переходом на частоты выше 75 ГГц традицион-
ные волноводы проигрывают диэлектрическим 
волноводам. Особого внимания заслуживают 
экранированные диэлектрические направляю-
щие структуры, нашедшие широкое применение в 
виде линии передачи и частей более сложных бло-
ков устройств. Задачи разработки экранирован-
ных диэлектрических волноводов реализуются с 
70-х годов прошлого столетия [2]. В диапазоне 90–
100ГГц не худшим вариантом является конструк-
ция, приведенная на рис. 1 и представляющая со-
бой экранированный диэлектрический волновод 
(ЭДВ) [3], обладающий малыми потерями. Прак-
тический интерес представляет рассмотрение 
данного волноведущего тракта с учетом нерегу-
лярностей, которые неизбежно встречаются при 
производстве и сборке. Данная статья посвящена 
изучению влияния резкой нерегулярности типа 
«сдвиг», то есть взаимного смещения осей диэлек-
трических стержней при одинаковой ориентации 
их сечений.

Целью исследований стало выявление законо-
мерностей поведения характеристик узла с выше
указанной нерегулярностью при протекании че- 
рез него электромагнитной волны [4]. Важно от-
метить, что изучаемые вопросы имеют отношение 
к задаче передачи широкополосного сигнала от 
объекта измерения к интерферометру [5] и радио-
метру одновременно [6].

В рассматриваемом случае возникает трудность 
аналитического описания процессов вблизи нере-
гулярности [7], что объясняется сильными изме-
нениями параметров волноводной структуры на 
относительно малом по протяженности участке. 
Вследствие этого описание зависимостей форми-
руется на основании результатов приближенных 
методов расчета, которые опираются на уравне-
ния Максвелла и метод конечных элементов [8]. 
Моделирование и наглядное отображение струк-
туры полей в экранированном диэлектрическом 
волноводе производятся в пакетах симуляции 
СВЧ-структур [9].

1. Методика оценки потерь, 
вызванных нерегулярностью тракта
Для решения поставленной задачи проводится 

анализ проходных характеристик участка линии 
передачи с нерегулярностью [10]. При помощи  

https://doi.org/10.18469/1810-3189.2023.26.2.48-57


49
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2023. Т. 26, № 2. С. 48–57
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2023, vol. 26, no. 2, pp. 48–57

пакетов моделирования строятся зависимости 
S параметров и картины полей в исследуемом узле. 
В настоящей работе отображены характеристи-
ки ,S12  которые наглядно описывают отношение 
мощности прошедшей волны к мощности пада
ющей на вход волноводной линии и имеют следу-
ющую связь с энергетическими потерями:

.S∆ = − 211 	 (1)

Указанный алгоритм рассматривается в рабо-
те [11] и служит для анализа величины и природы 
происхождения потерь.

В связи с геометрической сложностью струк-
туры природу возникновения потерь в ней мож-
но разделить на потери в металлической части и 
потери диэлектрической конструкции внутри ме-
таллической трубы:

ìåò äèýë.Σ∆ = ∆ + ∆ 	 (2)

Под потерями в металле подразумеваются оми-
ческие потери в экране металлодиэлектрической 

конструкции, которые могут быть описаны при 
помощи широко известного выражения (4), отра-
женного в работе [12]:

ïîã , ,h∆ ≈ ″8 686 	 (3)

где h″  – коэффициент затухания для конкретных 
типов волн в металлической трубе круглой формы 
сечения.

Отдельного внимания заслуживает простран-
ство внутри экрана, а также его взаимодействие 
с диэлектрическим стержнем, который задает на-
правление поляризации протекающей по тракту 
волны. В общем виде потери в диэлектрике можно 
записать в виде суммы двух компонент:

äèýë ñò ïð,∆ = ∆ + ∆ 	 (4)

где ñò∆  – потери в стержне; ïð∆  – потери в про-
странстве между диэлектрическим стержнем и 
экраном.

В нашем случае диэлектрический стержень 
представляет собой соединение прямоугольных 

Рис. 1. Базовая конструкция волноведущего тракта: а – поперечное сечение волновода; б – продольное сечение волновода; в – вол-
новод в декартовой системе координат
Fig. 1. The basic design of the waveguide path: a – the cross section of the waveguide; b – the longitudinal section of the waveguide; c – the 
waveguide in the Cartesian coordinate system

Рис. 2. Распределение поля в металлодиэлектрическом волноводе на частоте 93 ГГц
Fig. 2. Field distribution in a metal-dielectric waveguide at a frequency of 93 GHz

а б в
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пластин и цилиндра, расположенного по центру 
поперечного сечения волновода. В рассматрива
емом диапазоне влияние выступа цилиндра мало, 
так как его радиус меньше , λ0 1  и такой нерегу-
лярностью можно пренебречь. Поэтому для за-
тухания волны в стержне можно воспользоваться 
выражением

z , ,
, ,

,k i i k
i i

K
=ε µ =

α = α∑ ∑
1 2

	 (5)

где ,i kK  – структурный коэффициент затухания; 
,k = ε µ  – природа затуханий связанная с диэлек-

трическими и магнитными потерями; ,i = 1 2  – 
внутренняя и внешняя среда распространения 
волны; коэффициент затухания однородной пло-
ской волны в среде с параметрами принимает вид

,
k,i

tg
,i i k iπ ε µ δ

α =
λ

	 (6)

где tgδ  – тангенс диэлектрических потерь.
Структурные коэффициенты определяются для 

диэлектрической

( )
,

,
i

M
U MK

U M

ε

 εµ

 += 
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	 (7)

и магнитной природы происхождения
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В выражениях (7) и (8) верхние соотношения со-
ответствуют затуханию в стержне, а нижние зату-
ханию в пространстве. Групповая и фазовая ско-
рости волн определяются через переменные V  и 
U  соответственно, а коэффициент M  характери-
зует соотношение мощностей между внутренней 
и внешней средами. Функция if  описывается вы-
ражением, зависящим от внутреннего волнового 
числа

( )
( )

( )

sin
,

cos .
if±

 β
±

β = β
 ± β

2
1

2
1 2

	 (9)

Таким образом, можно оценить потери только 
в регулярном участке. На стыке двух участков до-
полнительно появятся еще потери на отражение и 
модовое преобразование, зависящие от параметра 
сдвига и отличающиеся по характеру от направле-
ния сдвига.

Модель для исследования нерегулярностей 
типа сдвиг в двух плоскостях, разработанная для 
программы 3D-симуляции высокочастотных 
структур, приведена на рис. 3. Мы ограничили ис-
следования только двумя осями, поскольку дру-
гие смещения можно проанализировать на базе 
указанных.

Стоит оговорится, что указанные типы нерегу-
лярностей в реальных условиях могут встречать-
ся одновременно с другими видами, такими как 
зазор или поворот плоскости поляризации. При 
этом в работе указанные нерегулярности специ-
ально рассмотрены независимо друг от друга, что 
позволяет выявить природу и характер каждой из 
них.

С практической точки зрения исследование 
физической стороны процессов, возникающих на 
нерегулярности, позволяет расширить диапазон 
применений волноводной линии. Например, ре-
зультаты работы о диэлектрическом волноводе, 
работающем в режиме неизлучения [13], показали 
эффективное применение волноводных линий с 
нерегулярностью для возбуждения определенных 
мод в многослойных структурах.

а б
Рис. 3. Исследуемые в работе нерегулярности: а – сдвиг вол-
новедущего тракта по оси X; б – сдвиг волноведущего тракта 
по оси Y
Fig. 3. The irregularities studied in the work are: a – the shift of 
the waveguide path along the X axis; b – the shift of the waveguide 
path along the Y axis
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При помощи численного эксперимента произ-
водится количественный и качественный анализ 
потерь в функциональном узле. Выявления зако-
номерностей воздействия величин нерегулярно-
стей на характеристики экранированного диэлек-
трического волновода происходит на основании 
сравнения S12  нерегулярной участка линии с 
участком без дефекта, рис. 4. Адекватность работы 
численного эксперимента для диэлектрических, 
экранированных ДВ и полуэкранированных ДВ 
была подтверждена физическим экспериментом в 
работе [14], где результаты численного и физиче-

ского эксперимента в большей части не отклоня-
лись друг от друга более 5 %.

2. Нерегулярность типа сдвиг  
по оси X волноведущего тракта

Нерегулярность типа сдвига волноведущего 
тракта по оси X представлена на рис. 5, а также 
распределение поля на частоте 93 ГГц. При про-
хождении волны через нерегулярный участок 
энергия поля ослабевает, но также сосредоточена в 
цилиндрическом стержне и прилегающих пласти-
нах. Переотражения от сдвига образуют обратную 

Рис. 4. Передаточная характеристика исследуемой волноводной линии без нерегулярностей
Fig. 4. Transfer characteristic of the waveguide line under study without irregularities

Рис. 5. Распределение поля в металлодиэлектрическом волноводном тракте с нерегулярностью типа сдвиг по оси X на частоте 93 ГГц
Fig. 5. Field distribution in a metal-dielectric waveguide path with an irregularity of the X-axis shift type at a frequency of 93 GHz
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Рис. 6. Передаточная характеристика металлодиэлектрического волноводного тракта с нерегулярностью типа сдвиг
Fig. 6. Transfer characteristic of a metal-dielectric waveguide path with a shift-type irregularity

Рис. 7. Зависимость передаточной характеристики от относительной величины сдвига
Fig. 7. Dependence of the transfer characteristic on the relative magnitude of the shift
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волну, которая изменяет форму падающей волны. 
Также дефект приводит к формированию высших 
мод. Согласно работе [15], увеличение потерь при 
сдвиге связано с процессами, в большей степени 
порожденными диэлектрической природой.

Характер зависимостей S12 от частоты приведен 
на рис. 6. Из графиков видно, что передаточная 
характеристика при малых сдвигах ,h∆ = 0 5  мм 
монотонна и близка к значениям передаточной 
характеристики тракта без нерегулярности.

Ослабление передаточной функции в таком 
случае не превышает значений в 0,5 дБ и возрас-
тает до 2 дБ в конце частотного диапазона. При 
большем увеличении сдвига появляются провалы 
S12 и ее зависимость приобретает колебательный 
характер. Пиковые значения провалов достигают 
–16 дБ и смещаются в область меньших частот.

Зависимость S12  от величины относительного 
сдвига /h∆ λ  отображена на рис. 7. Из графика 
следует, что на отрезке от 0 до , λ0 2  характеристи-
ка имеет линейный характер и может быть описа-
на формулой

( )21 ,S h ah b= + 	 (10)

где коэффициенты ,a = −0 018  и , .b = −0 018
Вне этого участка характеристика приобрета-

ет пульсирующий, колебательный характер и ап-
проксимация осложняется.

Вследствие этого рассмотрен участок до ,λ  что 
накладывает дополнительные требования к точ-
ности производства. Указанное допущение позво-
ляет аппроксимировать зависимость экспонентой 
в диапазоне от , λ0 2  до :λ

( )21 ,bhS h ae c= + 	 (11)

где коэффициенты , ,a = −0 05  b = 3  и , .ñ = 0 07

3. Нерегулярность типа сдвиг  
по оси Y волноведущего тракта

Нерегулярность типа сдвиг волноведущего 
тракта по оси Y  представлена на рис. 8, а также 
распределение поля на частоте 93 ГГц. Протека-
ние волны через нерегулярный участок сильно де-
формирует структуру поля, возникают колебания 
высших мод. При этом основная часть энергии 
поля сосредоточена в области диэлектрического 
цилиндрического стержня и значительно ослабе-
вает к его краям.

Опираясь на работу [16], можно сказать, что 
основной вклад в ослабление S12  вносят потери,  
вызванные диэлектрической природой.

Характер зависимостей S12  от частоты при-
веден на рис. 9. Из графиков видно, что переда-
точная характеристика монотонна и имеет мень-
ше провалов, чем в случае со сдвигом по оси X,  
которые наблюдаются в начале и середине рас-
сматриваемого диапазона частот. Последнее гово-
рит о большей фазовой стабильности волновода. 
Пиковые значения провалов достигают меньших 
величин, .−13 5  дБ.

На рис. 10 отмечена характеристика S21  вол-
новедущего тракта от относительной величины 
сдвига. Из графика следует, что при величине за-
зора до , λ0 16  характеристика может быть описа-
на выражением

( )21 ,S h ah b= + 	 (12)

где коэффициент , ,a = −0 08  а коэффициент 
, .b = −0 018  При увеличении сдвига характеристи-

ка становится нестабильной и изрезанной, что 
затрудняет ее точное и приближенное описание. 
При грубой оценке экспериментальных значений 
S21  следует линейное поведение. Выборка значе-

Рис. 8. Распределение поля в металлодиэлектрическом волноводном тракте с нерегулярностью типа сдвиг по оси Y на частоте 93 ГГц
Fig. 8. Field distribution in a metal-dielectric waveguide path with an irregularity of the Y-axis shift type at a frequency of 93 GHz
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ний осуществлялась тем же способом, что и в пре-
дыдущем разделе.

4. Результаты

1.	 Были выявлены основные физические 
принципы возникновения потерь в регулярной 
металлодиэлектрической волноводной линии 
передачи, большинство из которых связано с фор-
мированием фазового распределения волн вблизи 

нерегулярности, что при интерференции искажа-
ет структуру поля и повышает потери в линии.

2.	 В результате исследования было выявлено, 
что характер зависимостей S12  от ширины зазора 
носит строго линейный характер в пределах от 0  
до , λ0 2  для случая со сдвигом по оси X и до , λ0 18  
для случая со сдвигом по оси Y, близкий к линей-
ному вне этого участка.

3.	 При увеличение ширины сдвига больше , λ0 2  
появляется изрезанность передаточной характе-

Рис. 9. Передаточная характеристика металлодиэлектрического волноводного тракта с нерегулярностью типа сдвиг
Fig. 9. Transfer characteristic of a metal-dielectric waveguide path with a shift-type irregularity

Рис. 10. Зависимость передаточной характеристики от относительной величины сдвига
Fig. 10. Dependence of the transfer characteristic on the relative magnitude of the shift
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ристики S12 , вызванная фазовым набегом отра-
женной волны относительно падающей. Линей-
ная зависимость носит приближенный характер,  
и с ростом зазора погрешность увеличивается.

4.	 Наибольшие потери наблюдаются при сдви-
ге по оси X и составляют 16 дБ. Для случая сдвига 
по оси Y они незначительно ниже и равны 13,5 дБ.

5.	 Для нерегулярностей всех рассматривае-
мых типов характерны потери на преобразование 
моды и возникновение нестабильности переда-
точной характеристики, вызванное фазовым рас-
пределением волн в области нерегулярности и по-
следующей их интерференцией.

Заключение
Полученные в ходе работы зависимости пере-

даточных характеристик металлодиэлектриче-

ского волновода от величины нерегулярности 
показали, что с увеличением сдвига наблюдается 
рост потерь, вызванных модовым преобразовани-
ем волны и ее переотражением от нерегулярного 
участка. Указанные явления вносят дополнитель-
ные ограничения при сборке и стыковке волнове-
дущих функциональных узлов на экранированном 
диэлектрическом волноводе. Так, при сдвиге более 
чем на , λ0 2  передаточная характеристика умень-
шается большее чем на 0,1 дБ. Наиболее «опас-
ный» сдвиг наблюдается в поперечной плоскости 
и приобретает экспоненциальную зависимость.

Опираясь на результаты работы, авторы реко-
мендуют использовать бесстыковую технологию 
изготовления для решения задач канализации 
слабых сигналов.
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The effect of docking defects on a metal-dielectric 
shielded waveguide in the EHF frequency range

Vladislav V. Krutskikh, Andrey N. Ushkov, Anton I. Chernikov, 
Denis O. Zavitaev, Artavazd E. Mirzoyan

National Research University «Moscow Power Engineering Institute»  
14, Krasnokazarmennaya Street,  

Moscow, 111250, Russia

Abstract – Background. To improve the accuracy of navigation and radar systems, functional nodes of the EHF wavelength 
range are used. At the same time, an increase in the operating frequency increases the requirements for the accuracy of 
manufacturing and docking devices. Analysis of the propagation of electromagnetic waves, subject to the presence of defects in 
the waveguide paths, will allow determining sufficient manufacturing accuracy and evaluating physical processes in an irregular 
area. Aim. The aim of this work was to study the effect of sharp irregularities on the characteristics of the digital twin of a 
broadband shielded dielectric waveguide operating in the frequency range from 90 to 100 GHz. Methods. Using a numerical 
experiment, two variants of irregularity were investigated. They are presented in the form of displacement of sections of shielded 
dielectric waveguides in the vertical and horizontal planes. Results. According to the values of the transfer characteristic of the 
waveguide path, the regularities of the attenuation of the electromagnetic wave energy from the magnitude of the irregularity 
are revealed and the permissible manufacturing accuracy is proposed. Conclusion. To solve the problems of sewerage of weak 
signals, the authors recommend using a non-jointed manufacturing technology.

Keywords – irregularity; shielded dielectric waveguide; small losses; engineering calculation; regular lines; shift.
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Влияние случайных погрешностей формирования 
полей на точность измерения коэффициентов 

прохождения и отражения материалов и покрытий

Е.С. Емельянов , О.Е. Кирьянов, В.А. Понькин
Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия»  

394064, Россия, г. Воронеж,  
ул. Старых Большевиков, 54а

Аннотация – Обоснование. Одной из характерных особенностей современного этапа развития военной техники 
является широкое применение специальных конструкционных материалов и покрытий, обладающих заданными 
свойствами взаимодействия с электромагнитными полями, которые подлежат измерению в процессе производства и 
эксплуатации. Чаще всего измерения проводятся в квазиплоских полях облучения и приема. При этом закономерности 
влияния случайных погрешностей формирования плоских полей на точность измерения характеристик специальных 
конструкционных материалов и покрытий изучены недостаточно. Цель. Целью настоящей работы является установление 
количественных закономерностей влияния случайных фазовых погрешностей формирования плоских полей на 
ошибки измерения коэффициентов прохождения и отражения материалов и покрытий. Методы. Исследования 
влияния случайных фазовых погрешностей формирования плоских полей облучения и приема сигналов на точность 
измерения коэффициентов прохождения и отражения объектов проведены с использованием методов математического 
моделирования и статистической радиотехники. Результаты. Получены расчетные соотношения для оценки величины 
ошибок измерения коэффициентов прохождения и отражения. Заключение. При небольших погрешностях и малом 
интервале пространственной корреляции ошибки измеряемых средних значений коэффициентов прохождения и 
отражения пропорциональны погрешностям формирования полей облучения и приема и относительной величине 
интервала пространственной корреляции. Для обеспечения измерений коэффициентов прохождения и отражения 
с точностью 15 % при малом интервале пространственной корреляции фазовая погрешность формирования полей не 
должна превышать 22 град.

Ключевые слова – случайные погрешности формирования плоского поля; точность измерения; коэффициент 
прохождения; коэффициент отражения.

Введение
Одной из характерных особенностей современ-

ного этапа развития военной техники является ши-
рокое применение специальных конструкционных 
материалов и покрытий, обладающих заданными 
свойствами взаимодействия с электромагнитны-
ми полями (ЭМП), которые подлежат измерению в 
процессе производства и эксплуатации.

При этом наиболее актуальными являются во-
просы создания средств измерения и экспери-
ментального исследования коэффициентов про-
хождения (КП) и отражения (КО) материалов и 
покрытий, рассмотрению которых посвящена об-
ширная литература [1–6].

Вопросы точности измерения КП и КО при-
менительно к наиболее перспективному методу 
радиоволнового контроля в свободном простран-
стве наиболее полно рассмотрены в [6].

Для оценки информационных возможностей 
средств измерения КП и КО в [6] разработана си-
стема математических моделей, позволяющих 
оценивать влияние на точность измерения техни-

ческих характеристик составных элементов и из-
мерительных устройств.

Вместе с тем общие закономерности влияния 
случайных погрешностей формирования плоских 
полей на точность измерения КП и КО изучены 
недостаточно.

Целью настоящей статьи является установле-
ние количественных закономерностей влияния 
случайных фазовых погрешностей формирования 
плоских полей на ошибки измерения КП и КО.

1. Постановка задачи
Расчет КП и КО осуществляется на основе ре-

зультатов прямых измерений амплитуды и фазы, 
рассеянных ЭМП по формулам [6]:

, ,
ïð

ïð
ïð K ïð ïàä

ïàä

A
K

A
= ϕ = ϕ −ϕ 	 (1)

, ,
îòð

îòð
îòð K îòð ïàä

ïàä

A
K

A
= ϕ = ϕ − ϕ 	 (2)

где ,ïðK  îòðK  и ,
ïðKϕ  

îòðKϕ  – модули и фазы 
амплитудных коэффициентов прохождения и от-
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ражения материала; ,ïðA  ,îòðA  ïàäA  и ,ïðϕ  ,îòðϕ  

ïàäϕ  – амплитуды и фазы прошедшего отраженно-
го и падающего ЭМП.

В действительности, в соответствии с прин-
ципами построения измерительных устройств, 
формирование и регистрация полей ЭМП пред-
полагает использование в системах радиоволно-
вого контроля (РВК) протяженных (реальных или 
синтезированных) антенн, размеры которых зна-
чительно превосходят длину волны. Поэтому наи-
более реалистические модели для определения 
КП и КО можно представить в виде интегралов, 
описывающих интегрирование соответствующих 
ЭМП по области измерения èçìS  (т. е. по области 
облучения или по области приема ЭМП. Ввиду 
однообразия формул, описывающих прошедшее, 
отраженное и падающее поля, ограничимся за-
писью формул для одного из них. Например, ком-
плексная амплитуда падающего поля может быть 
записана в виде

{ }( )( ) , , .

èçì

j
ïàä ïàä

S

E A e d x yψ
= =∫0



ρ
ρ ρ ρ 	 (3)

Подобным образом могут быть представлены про-
шедшее и отраженное ЭМП.

Далее, если ограничиться рассмотрением вли-
яния случайных фазовых погрешностей, выраже-
ние (3) можно записать как

( ) ( )( ) ,

èçì

j jk

S

E A e e dψ ϕ
= ∫

ρ ρ
ρ ρ 	 (4)

где ( )A ρ  и ( )ϕ ρ  – амплитудное и фазовое распре-
деление поля в отсутствие ошибок формирования 
ЭМП; ( )ϕ ρ  – случайная функция распределения 
фазы; /k = π λ2  – волновое число; λ  – длина волны.

При наличии случайных погрешностей форми-
рования КП и КО являются случайными функ-
циями и для их анализа необходимо применение 
их статистических характеристик. Поэтому далее 
рассмотрим их подробно.

2. Вычисление среднего значения
Оценим среднее значение КП по мощности 

,
ïð

ïð ì

ïàä

E
K

E
=

2

2





	 (5)

где ïðE
2

  и ïàäE 2
  можно представить в од-

нообразном виде. Например, 

( ) ( )
( ) ( )

èçì

j
ïð ïð ïð

S

E A A e
 ϕ −ψ = ×∫∫ 1 22

1 2


ρ ρ
ρ ρ 	 (6)

( ) ( )
.ïð ïðjk

e d d
 ϕ −ϕ × 1 2

1 2
ρ ρ

ρ ρ

Выражение в  скобках является характери-
стической функцией [7]:

( ) ( ) ( )
,ïð ïð ïð ïðjk k r

e e
   ϕ −ϕ − σ − ∆   =

2 2
1 2 1ρ ρ ρ

	 (7)

где ( )ïðr ρ  – коэффициент корреляции случайных 
флюктуаций фазы принимаемого прошедшего 
поля, ïðσ2  – дисперсия флюктуаций, .∆ = −1 2ρ ρ ρ

Количественные оценки средних значений КП и 
КО можно получить лишь в крайних случаях. 

Так, в случае коррелированных флюктуаций, 
когда интервал корреляции значительно превы-
шает размеры области измерений

,ïð èçìS∆ >>2 	 (8)

)(r ∆ρ  в (7) можно положить равным единице:
( ) .r ∆ = 1ρ 	 (9)

В этом случае из (5), (7), (9) следует, что при на-
личии коррелированных случайных фазовых по-
грешностей формирования прошедшего, отра-
женного и падающего ЭМП средние значения КП 
и КО по мощности совпадают со своими значени-
ями КП и КО, измеренными при отсутствии слу-
чайных погрешностей:

, .ïð ì ïð ì êî ì êî ìK K K K= = 	 (10)

В случае когда интервал корреляции мал:

,ïð èçìS∆ <<2 	 (11)

оценки средних значений КП и КО можно полу-
чить при небольших фазовых погрешностях:

.ïðk σ <<2 2 1 	 (12)

Это позволяет характеристическую функцию 
(7) разложить в ряд, ограничиться двумя первыми 
членами ряда.

При принятых ограничениях интеграл (6) мож-
но приближенно представить в виде 

( )ïð ïð ïð îE k E≈ − σ +
22 2 21  	 (13)

( ) ( )

èçì

ïð ïð ïð
S

k A A+ σ ×∫∫2 2
1 2ρ ρ

( ) ( )
( ) .

j
ïðe r d d

 ψ −ψ × ∆1 2
1 2

ρ ρ
ρ ρ ρ

Далее, если предположить, что в интеграле (13) 
( )r ∆ρ  является «быстрой» функцией с максиму-
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мом в точке ,∆ = 0ρ  то (13) с учетом (7) можно при-
ближенно преобразовать как 

( )ïð ïð ïðîE k E≈ − σ +
2 22 21  	 (14)

( ) ( ) .

èçì

ïð ïð ïð
S

k A d r d
∞

−∞

+ σ ∫ ∫2 2 2 ρ ρ ρ ρ

Например, при гауссовом коэффициенте корре- 
ляции

( )

( ) ïðr eïð

∆
−

∆
∆ =

2

22
ρ

ρ 	 (15)

интеграл 

.ïð
ïðe d

−∞
∆

−∞

= π ∆∫

2

22 22

ρ

ρ 	 (16)

Таким образом, при принятых допущениях (11), 
(12) квадрат модуля полей облучения и приема из-
меряемого объекта приближенно можно предста-
вить в виде 

,i
i io i i

èçì
E E k k

Sϕ ϕ

 ∆ ≈ − σ + π σ 
  

2
2 2 2 2 2 21 2  	 (17)

, , ,i = 1 2 3
где индексы , ,i = 1 2 3  относятся к характеристи-
кам прошедшего, отраженного и падающего ЭМП.

Из полученных соотношений следует, что при 
симметричных характеристиках измерительной 
установки iσ =2

jσ
2  и ,i j∆ = ∆2 2  , , ,i j = 1 2 3  средние 

значения КП и КО по мощности при наличии не-
больших случайных фазовых погрешностей фор-
мирования измерительных полей (11), (12) совпада-
ют со своими значениями КП и КО, измеренными 
при отсутствии случайных погрешностей.

3. Оценка ошибок измерения КП и КО
Измеряемые коэффициенты прохождения и от-

ражения y  при влиянии случайных погрешностей 
формирования полей по существу являются отно-
шением двух случайных величин x1  и :x2

.
x

y
x

= 1

2

Полагая, что случайные величины x1  и x2  явля-
ются независимыми, погрешность оценки их от-
ношения, в соответствии с теорией переноса оши-
бок [8], равна

.
D x D xx

D y
x x x

          = +    

2
1 21

2 2 2
2 2 2

	 (18)

С учетом вышепроведенных вычислений, наи-
более просто можно оценить дисперсии ошибок 
измерения КП и КО по амплитуде (1), (2).

Заметим, что первый сомножитель в (18) являет-
ся вычисленным выше при вычислении соответ-
ствующих коэффициентов прохождения и отраже-
ния по мощности. Дисперсии [ ]D x1  и [ ]D x2  в (18) 
могут быть определены в результате вычислений, 
подобных вышепроведенным при выводе формул 
(14)–(17).

Так, выражения для оценки дисперсии измерен-
ных прошедшего и отраженного полей

,ïð
ïð ïðî ïð

èçì
D E E k

Sϕ
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22
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Таким образом, объединяя результаты выше-
проведенных вычислений, получим:

ïðD K  ≈  	 (21)
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Упрощение громоздких выражений (21), (22) воз-
можно при равных статистических характеристи-
ках случайных флюктуаций прошедшего, отра-
женного и падающего ЭМП:

, .ïð îòð ïàä ïð îòð ïàäσ = σ = σ ∆ = ∆ = ∆2 2 2 2 2 2 	 (23)

После простых преобразований (21), (22) с уче-
том (23) получим:
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Графики зависимости относительных ошибок 
измерения коэффициентов пропускания ïðK  и 
отражения îòðK  приведены на рисунке. Из при-
веденных графиков следует, что для обеспечения 
измерений КП и КО с точностью 15÷20 % и при 
малом интервале пространственной корреля-
ции случайных флюктуаций измеренных полей 
( / èçìSϕ∆ ≤2 , )0 1  фазовая погрешность формирова-
ния полей не должна превышать ( )π π

÷
8 10

 рад.

Заключение
1.	 При наличии случайных погрешностей фор-

мирования полей облучения и приема электро-
магнитных полей возникают ошибки измерения 
средних значений коэффициентов прохождения 
(КП) и отражения (КО) объектов. Однако если слу-
чайные фазовые флюктуации полей описываются 
гауссовским законом распределения, являются 
центрированными и имеют равные дисперсии 
( ïð îòðσ = σ =2 2 )ïàäσ2  и интервалы пространствен-
ной корреляции ( ïð îòðϕ ϕ∆ = ∆ = ),ïàäϕ∆  то изме-
ряемые средние значения коэффициентов КП и 
КО при наличии случайных погрешностей совпа-
дают со значениями КП и КО, измеренными при 
их отсутствии. 

2.	 Вычисленные (при небольших погрешностях 
k σ2 2 1  и малом интервале пространственной 
корреляции )èçìSϕ∆ <2  ошибки измеряемых сред-
них значений КП и КО пропорциональны погреш-
ностям формирования полей облучения и приема 
и относительной величине интервала простран-
ственной корреляции (24), (25).

Для обеспечения измерений КП и КО с точно-
стью 15÷20 % при малом интервале пространствен-
ной корреляции фазовая погрешность формиро-
вания полей не должна превышать ( )π π

÷
8 10

 рад. 

Рис. Зависимости относительных ошибок измерения коэффи-
циентов пропускания ïðK  и отражения îòðK
Fig. Dependences of relative measurement errors of transmission 

ïðK  and reflection coefficients îòðK
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Abstract – Background. One of the characteristic features of the current stage in the development of military equipment is 
the widespread use of special structural materials and coatings with specified properties of interaction with electromagnetic 
fields, which are subject to measurement during production and operation. Most often, measurements are carried out in quasi-
flat radiation and reception fields. At the same time, the regularities of the influence of random errors in the formation of flat 
fields on the accuracy of measuring the characteristics of special structural materials and coatings have not been studied enough. 
Aim. The purpose of this work is to establish quantitative patterns of the influence of random phase errors in the formation of 
flat fields on the errors in measuring the transmission and reflection coefficients of materials and coatings. Methods. Studies 
of the influence of random phase errors in the formation of flat fields of irradiation and signal reception on the accuracy of 
measuring the transmission and reflection coefficients of objects were carried out using the methods of mathematical modeling 
and statistical radio engineering. Results. Calculation relations are obtained for estimating the magnitude of errors in measuring 
the transmission and reflection coefficients. Conclusion. With small errors and a small interval of spatial correlation, the errors 
of the measured average values of the transmission and reflection coefficients are proportional to the errors in the formation of 
the irradiation and reception fields and the relative value of the spatial correlation interval must exceed 22 degrees.
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Практическая реализация пространственно-
временной фильтрации спутниковых навигационных 

сигналов в реальном времени
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Аннотация – Обоснование. Задача построения помехозащищенных приемников спутниковых навигационных 
сигналов является весьма актуальной в связи с повышенной уязвимостью таких сигналов к воздействию помех, 
количество источников которых постоянно растет. Цель. Построить пространственно-временной адаптивный фильтр 
и реализовать его работу в реальном времени в составе помехозащищенной спутниковой навигационной системы.  
Методы. На основе алгоритма пространственной обработки спутниковых сигналов получен пространственно-временной 
фильтр, приспособленный под реализацию в реальном времени. Описана аппаратура, выбранная для приема спутниковых 
навигационных сигналов, практической реализации алгоритма фильтрации и демодуляции обработанного сигнала. 
Проведено компьютерное моделирование фильтрации и демодуляции записей сигналов с использованием полученного 
алгоритма, а также эксперименты по обработке спутниковых сигналов с разным количеством внешних помех в реальном 
времени с использованием построенного помехозащищенного приемника. Результаты. В результате моделирования 
и испытаний построенной установки получены значения характеристик работы системы помехозащищенной 
навигации, соответствующие качественному решению задачи подавления помех в спутниковом навигационном сигнале.  
Заключение. Модель цифровой обработки, основанная на полученном пространственно-временном фильтре, адекватно 
описывает процесс подавления помех в реальном спутниковом сигнале. Полученный помехозащищенный приемник 
спутниковых навигационных сигналов работоспособен и может использоваться на практике.

Ключевые слова – спутниковая навигация; подавление помех; пространственно-временная фильтрация; ПЛИС; работа 
в реальном времени.

Введение

Сигналы глобальных спутниковых навигацион-
ных систем обладают повышенной уязвимостью к 
помехам различной природы ввиду своей слабой 
мощности вблизи поверхности Земли. Также в 
последние годы целенаправленное излучение по-
мех начинает представлять все большую угрозу 
для нормального функционирования технических 
средств, работа которых полагается на спутнико-
вые навигационные системы. Этим обуславли-
вается высокая актуальность задачи построения 
помехозащищенных приемников спутниковых на-
вигационных сигналов [1; 2].

Одним из часто используемых методов пода-
вления помех является пространственно-времен-
ная фильтрация. Этот метод представляет собой 
обобщение техники пространственной обработ-
ки, увеличивающее количество степеней свободы 
цифрового фильтра путем добавления в процесс 
его построения расширенной временной состав-

ляющей сигнала. Данная методика позволяет бо-
лее эффективно бороться с присутствующими в 
сигнале помехами, но при этом кратно увеличи-
вает вычислительную сложность алгоритма филь-
трации [3]. Вследствие этого практическая реали-
зация пространственно-временных алгоритмов в 
реальном времени обычно осуществляется с ис-
пользованием программируемых логических ин-
тегральных схем (ПЛИС) [2].

Целью данной работы являются построение 
пространственно-временного фильтра, его прак-
тическая реализация в реальном времени в ПЛИС 
в составе помехозащищенного навигационного 
приемника (ПНП) и проверка качества работы по-
лученной спутниковой навигационной системы.

1. Постановка задачи фильтрации. 
Построение алгоритма обработки

Задача адаптивной пространственно-времен-
ной фильтрации спутниковых навигационных 

https://doi.org/10.18469/1810-3189.2023.26.2.64-69
https://orcid.org/0000-0003-4148-3208
https://orcid.org/0000-0003-3428-9976


65
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2023. Т. 26, № 2. С. 64–69
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2023, vol. 26, no. 2, pp. 64–69

сигналов имеет следующую постановку [4–6]. В го-
ризонтальной плоскости расположена антенная 
решетка (АР) с N  антенными элементами. Над 
решеткой находятся различные источники полез-
ного сигнала (спутники) и помех. Приходящий на 
АР входной сигнал представляет собой аддитив-
ную смесь полезного сигнала, помех и шума, при-
чем уровень помехи выше уровня полезного сиг-
нала, который, в свою очередь, выше уровня шума.  
Требуется построить адаптивный пространственно- 
временной фильтр, выходной сигнал которого бу-
дет представлять собой полезный сигнал, выде-
ленный из смеси с помехой и шумом.

За основу пространственно-временного филь-
тра была взята следующая процедура простран-
ственной обработки [7]. Пусть ( )t ∈x N

  – вход-
ной сигнал фильтра, определенный в дискретные 
моменты времени t = , , ,1 2   ( )x t ∈1   – первый 
входной канал, ( )t ∈x N−1

  – входной сигнал без 
первого канала. Тогда выходной сигнал ( )y t ∈  
пространственного фильтра можно построить для 
всех t  как

( )( ) ( ) ( ), ( ) ,y t x t t t= + w x1  	 (1)

где ( ),⋅ ⋅  – скалярное произведение, ( )t =w
ˆ ( ) ( )R t t−= − r1  – веса фильтра, где ˆ( )R t = *( ) ( )t tx x    – 

выборочная оценка корреляционной матрицы 
входного сигнала; верхний индекс * – эрмитово 
сопряжение; ( )t =r ( ) ( );x t tx1   z  – число, комплексно 
сопряженное с .z

Фильтр (1) можно сделать пространственно-вре-
менным, если вместо ( )tx  использовать вектор, 
полученный конкатенацией векторов ( ),tx  ( ),t +x 1  

,  ( )t T+ −x 1  для некоторого натурального коли-
чества T  временных отводов фильтра. Для того 
чтобы сделать построенную процедуру обработки 
более подходящей для реализации в ПЛИС, мож-
но вычислять веса фильтра один раз в K∈  от-
счетов с помощью накопленных суммированием 
матриц ˆ

KR  и :Kr

*

*

ˆ ,

ˆ ( ) ( ),

( ) ( ).

K K K
K

K
t
K

K
t

R

R t t

x t t

−

=

=

= −

=

=

∑

∑

w r

x x

r x

1

1

1
1

 



	 (2)

Веса Kw  применяются для вычисления выхода 
( )y t  для всех , ,t K ∈  1  а затем пересчитываются 

заново для каждого отрезка времени из K  по-
следовательных отсчетов. Такая модификация 

позволяет уменьшить вычислительную нагрузку 
на систему и увеличить численную устойчивость 
операции обращения корреляционной матрицы и 
точность ее выборочного приближения [2].

2. Использованная аппаратура
Построенный пространственно-временной фильтр 

был реализован в ПНП, устроенном следующим 
образом. Входными сигналами ПНП служили 
спутниковые сигналы, принятые на активную 
АР, представляющую собой объединение в одном 
корпусе двух восьмиэлементных кольцевых эк-
видистантных АР с разными радиусами, соответ-
ствующими диапазонам L1 и L2. После прихода на 
АР спутниковые сигналы каждого из диапазонов 
проходили через каскад «полосовой фильтр (ПФ) – 
усилитель (У) – ПФ» и сумматор, после чего по ка-
белю передавались в ПНП. Сигнал, поступивший 
на вход ПНП, проходил через делитель мощности, 
после чего результирующие сигналы проходили 
через каскады «ПФ – У» и смесители, в которых 
смешивались с гетеродинами, соответствующими 
каждому из сигнальных диапазонов. Затем сигна-
лы снова проходили через каскады «ПФ – У – ПФ» 
промежуточной частоты и аналого-цифровые пре-
образователи (АЦП), после чего подавались на вход 
ПЛИС AMD Xilinx Kintex UltraScale XCKU035, где 
выполнялась пространственно-временная обра-
ботка. После этого каждый из сигналов попадал 
в передающий тракт одного из двух трансиверов 
Analog Devices AD9463, где выполнялась демо-
дуляция сигнала, который затем передавался на 
вход приемника u-blox ZED-F9P, где происходило 
решение навигационной задачи. Схема АР и ПНП 
представлена на рис. 1.

Для данной реализации время накопления K  
для выборочного приближения корреляционной 
матрицы было принято равным 1250 отсчетам при 
обработке сигнала GPS и 5000 отсчетам для сигна-
лов ГЛОНАСС. Количество T  временных отводов 
фильтра было принято равным 5.

В табл. 1 приведены данные об использова-
нии алгоритма фильтрации, реализованного на 
ПЛИС, различных ее ресурсов. Рассматривались 
соответствующие значения для таких частей 
ПЛИС, как таблицы поиска (англ. lookup table, 
LUT), связанная с ними оперативная память (англ. 
LUTRAM), триггеры (англ. flip-flop, FF), блочная 
оперативная память (англ. BRAM) и блоки циф-
ровой обработки сигналов (англ. digital signal  
processing, DSP).
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Испытания системы приема и обработки спут-
никовых сигналов проводились применительно к 
сигналам GPS L1 и ГЛОНАСС L1 и L2. В качестве 
устройства генерации и излучения некоррелиро-
ванных широкополосных помех использовалась 
плата трансивера (ПТ) с системой на кристал-
ле AMD Xilinx Zynq UltraScale+ RFSoC, восемью 
АЦП и восемью цифро-аналоговыми преобразо-
вателями (ЦАП). При работе с сигналами GPS ис-
пользовались помехи полосой 5 МГц с сигналами 
ГЛОНАСС – 20 МГц.

3. Эксперименты
Перед проведением испытаний алгоритм филь-

трации был протестирован путем компьютерного 
моделирования с использованием записей сигна-
лов GPS L1 с добавлением различного количества 
некоррелированных помех. При этом измерялись 
такие характеристики работы алгоритма филь-
трации, как коэффициент подавления (КП) по-
мехи, равный отношению мощностей входного и 
выходного сигналов [7], выраженному в децибелах, 
а также отношение сигнал/шум (ОСШ) в выходном 

Рис. 1. Схема ПНП и АР
Fig. 1. Antenna array and jamming-protected navigational receiver scheme

Таблица 1. Использование алгоритма фильтрации ресурсов ПЛИС
Table 1. FPGA resources used by the filtering algorithm

Ресурс Доступно Использовано Использовано, %

LUT 203128 185216 91,18

LUTRAM 112800 47142 41,79

FF 406256 368358 90,67

BRAM 540 405 75

DSP 1700 1435 84,41
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сигнале. Цифровая фильтрация с измерением КП 
была реализована в виде обработки программой 
на языке C++. Значения ОСШ были получены в ре-
зультате работы цифрового приемника спутнико-
вых сигналов SoftGNSS [8], реализованного в среде 
MATLAB. Полученные значения характеристик 
работы модели приведены в табл. 2 в соответству-
ющем столбце.

После моделирования были проведены испы-
тания ПНП для сигналов всех типов и диапазо-
нов с измерением тех же характеристик работы. 
Эксперименты по приему и обработке спутнико-
вых сигналов проводились на крыше здания, под 
открытым небом. На расстоянии 3 м по кругу от 
ПНП с АР было размещено 7 излучающих антенн, 
равноудаленных друг от друга и подключенных к 
выходам ЦАП ПТ. Схема установки для испыта-
ний изображена на рис. 2. Рассматривалось не-
сколько сигнально-помеховых ситуаций, отлича
вшихся количеством излучаемых помех (от 1 до 7). 

Во всех случаях после фильтрации через доста-
точно короткое время приемник входил в режим 
Fixed, то есть получал навигационное решение. 
Результаты испытаний приведены в табл. 2 в соот-
ветствующих столбцах.

Для каждой сигнально-помеховой ситуации 
проводилось по три эксперимента, в которых об-
рабатывались выборки длиной ,510  610  и 710  
отсчетов. Если задать желаемую точность как 

,−ε = 510  то нетрудно убедиться, что выполняется 
неравенство

( ), ,eNε
≤ τ α ν

σ
где eN = 3  – количество экспериментов; σ =

,= ⋅ 65 4745 10  – стандартное отклонение набора 
длин выборок; ,τ = 4 303  – значение распределения 
Стьюдента при , ,α = 0 95  .eNν = −1  Это означает, 
что данный набор длин выборок удовлетворяет 
критерию Стьюдента и является достаточным для 
получения достоверных результатов эксперимен-
тов [9].

Из результатов моделирования и эксперимен-
тов с ПНП можно сделать следующие выводы. 
В модельном случае построенный алгоритм про-
странственно-временной обработки позволяет по-
лучить достаточно большие значения КП и ОСШ, 
что говорит о хорошем качестве работы алгорит-
ма в упрощенных модельных условиях. Значения 
КП, полученные при испытаниях ПНП, заметно 
ниже модельных данных, однако значения ОСШ 
при этом получились лишь незначительно ниже. 
В совокупности с фактом получения навигацион-
ного решения во всех экспериментах это означает, 
что построенный ПНП справляется с поставлен-
ной задачей. Также можно отметить, что динами-
ка изменения значений КП в зависимости от ко-

Таблица 2. Результаты моделирования и испытаний ПНП
Table 2. Modeling and jamming-protected navigational receiver tests results

КП, дБ ОСШ, дБ
Количество 

помех
GPS 

(модель) GPS ГЛОНАСС 
L1

ГЛОНАСС 
L2

GPS 
(модель) GPS ГЛОНАСС 

L1
ГЛОНАСС 

L2

1 70 54 44 52 37 39 41 42
2 70 51 38 50 36 40 38 41
3 69 50 34 46 39 41 33 42
4 69 48 29 40 43 38 32 40
5 67 40 26 36 38 36 32 37
6 67 38 22 30 41 35 30 35
7 64 35 20 27 38 33 29 34

Рис. 2. Схема установки для испытаний. Обозначения: 1 – АР, 
2 – ПНП, 3 – ПТ, 4 – излучающие антенны
Fig. 2. Tests setting scheme. Designations: 1 – antenna array, 2 – 
jamming-protected navigational receiver, 3 – transceiver circuit 
board, 4 – radiating antennae
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личества помех в реальном и модельном случаях 
гораздо более схожая, чем аналогичная динамика 
изменения значений ОСШ.

Заключение
В данной работе было проведено построение 

адаптивного алгоритма пространственно-вре-
менной обработки спутниковых навигационных 
сигналов и описание его практической реализа-
ции в ПЛИС в составе ПНП, а также приведены 

результаты моделирования работы полученного 
алгоритма и испытаний ПНП в различных сиг-
нально-помеховых ситуациях. На основе резуль-
татов экспериментов были сделаны выводы о ра-
ботоспособности и эффективности построенного 
алгоритма фильтрации как в модельном варианте, 
так и в составе реального ПНП, что позволяет ре-
комендовать использование данного алгоритма 
при создании систем помехозащищенной спутни-
ковой навигации в будущем.
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Abstract – Background. The problem of satellite navigation signals’ jamming-protected receivers design is quite relevant 
due to the high vulnerability of such signals to the influence of interferences whose sources number is constantly increasing.  
Aim. To design a space-time adaptive filter and to implement its work in real-time as a part of jamming-protected satellite 
navigation system. Methods. The space-time filtering method fitted for the real-time realization is obtained based on the satellite 
signal space processing algorithm. The apparatus chosen for the satellite navigation signals reception, the filtering algorithm 
practical realization and the processed signal demodulation is described. The computer modeling of the signals records filtering 
and demodulation using the obtained algorithm as well as the real-time experiments in satellite signals processing with different 
numbers of outer jammers using the constructed jamming-protected receiver are carried out. Results. As a result of modeling 
and experiments with the designed set the values of performance characteristics of the jamming-protected navigation system 
are yielded which correspond to a good quality solution of the interference mitigation problem in a satellite navigation signal. 
Conclusion. The digital processing model based on the obtained space-time filter adequately describes the interference 
mitigation process in a real satellite signal. The obtained jamming-protected satellite navigation signal receiver is functional and 
can be used in practice.

Keywords – satellite navigation; interference mitigation; space-time filtering; FPGA; real-time performance.
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