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Аннотация – Обоснование. Обратные электромагнитные задачи восстановления неоднородности в диэлектрическом 
теле по измерениям поля в ближней зоне возникают, например, при ранней диагностике рака молочной железы 
методом СВЧ-томографии. Решение таких обратных задач является основой для разработки технологии обнаружения 
неоднородностей с помощью СВЧ-устройств. От точности решения обратной задачи зависит эффективность 
соответствующей технологии. Поэтому разработка новых, более точных, методов решения обратной задачи СВЧ-
томографии весьма актуальна. Цель. Работа посвящена разработке метода решения электромагнитной обратной задачи 
СВЧ-томографии по измерениям ближнего поля, то есть восстановления структуры неоднородного диэлектрического 
тела по значениям электромагнитного поля вне этого тела с помощью измерительной установки. Методы. Для решения 
обратной задачи используется двухшаговый метод определения неоднородности тела, заключающийся в нахождении 
сначала функции тока внутри тела, а затем в вычислении функции диэлектрической проницаемости. Метод не является 
итерационным и не требует знания «хорошего» начального приближения. Результаты. Применен двухшаговый метод 
решения для обратной задачи СВЧ-томографии. Представлены численные результаты. Рассмотрены неоднородные тела 
в форме полушара. Приведены экспериментальные результаты. Заключение. Показана эффективность предложенной 
технологии обнаружения неоднородностей в диэлектрическом теле методом СВЧ-томографии. Приведены результаты 
расчетов и экспериментальные данные.

Ключевые слова – задача электродинамики; система уравнений Максвелла; интегральное уравнение; численный метод; 
микроволновая томография; векторный анализатор цепей.
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Введение
Обратные электромагнитные (векторные) за-

дачи восстановления структуры неоднородного 
тела вызывают большой интерес на протяжении 
нескольких десятилетий. Одним из наиболее по-
пулярных подходов к их решению является мини-
мизация некоторых функционалов ошибок (с по-
мощью регуляризации Тихонова) и использование 
итерационных методов, требующих выбора хоро-
шего начального приближения. 

В данной работе мы используем неитерацион-
ный метод к решению обратной электромагнит-
ной задачи восстановления структуры неоднород-
ного тела, на которое падает монохроматическая 
электромагнитная волна. Задача состоит в нахож-
дении неизвестной диэлектрической проницаемо-
сти (или соответствующего ей показателя прелом-
ления) ограниченного объемного рассеивателя, 
расположенного в пространстве, по результатам 
измерений ближнего поля вне тела. В статье пред-
ставлено описание, обоснование и применение 
двухшагового метода. 

Сформулирована прямая задача о дифракции 
монохроматической электромагнитной волны на 

ограниченном объемном рассеивателе с заданной 
постоянной магнитной проницаемостью и извест-
ной диэлектрической проницаемостью. Исходная 
краевая задача для уравнений Максвелла сводит-
ся к системе, состоящей из сингулярного интегро-
дифференциального уравнения электрического 
поля по области неоднородности и интегрального 
представления полного электрического поля вне 
рассеивателя. Приведены основные результаты о 
разрешимости прямой задачи дифракции. 

Затем решается обратная задача, заключающа-
яся в нахождении неизвестной диэлектрической 
проницаемости объемного тела заданной формы. 
Показано, что интегро-дифференциальное урав-
нение первого рода имеет не более одного реше-
ния в конечномерных пространствах кусочно-по-
стоянных функций. 

Постановка задачи

Пусть дано некоторое тело Q ⊂ 3  – полушар, 
Q∂  – кусочно-гладкая граница. Предполагаем, что 

диэлектрическое тело Q  является изотропным и 
неоднородным.
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В пространстве вне тела предполагается, что 
среда однородна и имеет постоянные значения 
магнитной проницаемости µ0  и диэлектрической 
проницаемости .ε0

Поле возбуждается точечным источником излу-
чения в точке \ ,x Q∈ 3

0   порождающим электро-
магнитную волну E0 ,  ,H0  удовлетворящую систе-
ме уравнений Максвелла вне этой точки:

rot

rot .

i

i

 − ωε


ωµ

H E

E H
0 0 0

0 0 0

= ,

=
	 (1)

Полное электромагнитное поле в точке можно 
представить как сумму двух компонент: падающе-
го поля E0 ,  H0  и поля SE ,  ,SH  рассеянного от 
объекта (рис. 1):

s+E E E0= ,  .s+H H H0= 	 (2)
Решение прямой задачи дифракции – полное 

электромагнитное поле E,  H  – удовлетворяет в 
\ Q∂3  уравнениям Максвелла:
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Предполагаем, что на границе раздела двух 
сред выполняются условия непрерывности 
касательных компонент поля на границе области 
неоднородности:

Q Qτ ∂ τ ∂E H[ ] | = [ ] | = 0, 	 (4)
условия конечности энергии в любом ограничен-
ном объеме пространства:

l .oc∈E H L 3
2,, ( ) 	 (5)

Подробная постановка задачи (1)–(5) и исследо-
вание ее разрешимости имеются в [1]. 

Краевую задачу (1)–(5) можно свести [1] к систе-
ме, состоящей из интегро-дифференциального 
уравнения по области неоднородности:

grad div rQ
x k G x y y y dy− + ε −∫E E2

0( ) ( ) ( , )( ( ) 1) ( ) = 	 (6)

x x Q= ∈E0 ( ), ,
и интегрального представления поля вне тела:
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а rε ε ε0= /  – относительная диэлектрическая про- 
ницаемость.

Магнитное поле всюду выражается через элек-
трическое по формуле

rot .
i

=
ωµ

H E
0

1

Введем в области Q  вектор-функцию 

rx x xε −J E( ) := ( ( ) 1) ( ),
предполагая, что всюду в Q  выполнено условие 

r xε ≥( ) ε > 1.  Тогда из представления поля вне рас-
сеивателя получим уравнение для :xJ( )

grad div
Q

k G x y y dy+ ∫ J2
0( ) ( , ) ( ) = 	 (8)

x x x D− ∈E E0= ( ) ( ), ,
а уравнение в области неоднородности перепи-
шем в виде

grad div
Qr

x k G x y y dy
x

− +
ε − ∫

J J2
0

( ) ( ) ( , ) ( ) =
( ) 1

	 (9)

x x Q∈E0= ( ), .
Для решения обратной задачи нахождения не-

известной диэлектрической проницаемости (или 
соответствующего ей показателя преломления) 
ограниченного объемного рассеивателя, располо-
женного в пространстве, по результатам измере-
ний ближнего поля вне тела применим двухшаго-
вый метод [2–3]. Первый шаг двухшагового метода 
заключается в решении линейного интегрального 
уравнения первого рода относительно тока по-
ляризации (по известным значениям падающего 
поля xE0 ( )  и полного поля xE( )  в некоторой об-
ласти D  вне тела необходимо найти ток xJ( )  в Q  
из уравнения (8)). На втором шаге ( )xε  явно выра-
жается через известную функцию ( )xJ  с использо-
ванием уравнения (9). 

Численная реализация двухшагового метода 
подробно описана в [4–7]. Ниже представлены ре-
зультаты расчетов этим методом в случае тела в 
форме полушара. 

Рис. 2 демонстрирует решение прямой (слева) и 
обратной (справа) задач для полусферы, содержа-
щей неравномерно распределенные неоднород-
ности с различными показателями преломления, 
значения которых отображены на цветовой шка-
ле. Неоднородности визуализированы цветными 
фигурами внутри полусферы. Из рис. 2 видно, что 

Рис. 1. Графическая иллюстрация задачи
Fig. 1. Graphic illustration of the problem
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изменения значений неоднородностей в прямой 
(точные значения) и обратной (вычисленные при-
ближенные значения) задачах незначительны. 
Восстановленные данные, отражающие их по-
ложение и параметры неоднородности, хорошо 
различимы.

На рис. 3 представлена принципиальная схе-
ма измерительной установки, реализованная с 
использованием двухпортового векторного ана-
лизатора цепей (vector network analyzer) ZNLE6 
производства компании Rohde&Schwarz (1) и пер-
сонального компьютера для анализа и обработки 

Рис. 2. Решение прямой и обратной задачи для тела формы полусфера
Fig. 2. Solving the direct and inverse problem for a hemisphere-shaped body

Рис. 3. Схематичное представление измерительной установки
Fig. 3. Schematic representation of the measuring unit

Рис. 4. Значение параметра S11 для объектов F0, F1, F2, F3
Fig. 4. Value of the S11 parameter for objects F0, F1, F2, F3



36
Смирнов Ю.Г., Лапич А.О. Решение электромагнитной обратной задачи восстановления неоднородности ...

Smirnov Y.G., Lapich A.O. Solution of electromagnetic inverse problem of inhomogeneity reconstruction ...

полученных измерений (2). Измерения проводи-
лись в диапазоне частот от 5 до 5,5 ГГц с примене-
нием микрополосковых печатных антенн, которые 
направлены друг на друга (3) и (4). При проведении 
измерений исследуемый образец с некоторой не-
однородностью внутри (5) помещается между двух 
антенн. Объектами исследования являются полу-
сферы с наличием внутри неоднородностей раз-
личных размеров: кубических неоднородностей 
со сторонами 1, 2, 3 см и эталонный объект с одно-
родной структурой. Ниже эти варианты обозначе-
ны, соответственно, F1, F2, F3, F0.

На рис. 4 и 5 представлены значения модуля 
вещественной части измеренных коэффициентов 
отражения и прохождения при помещении объек-
тов с неоднородностями и без. Из графиков вид-
но, что значения параметров заметно изменяются 
в зависимости от размера неоднородности. Также 
проводились эксперименты при изменении по-
ложения неоднородностей (поворот образца), по-
казывающие изменение S-параметров и в этих 
случаях.

Экспериментальные данные выявляют принци-
пиальную возможность обнаружения неоднород-
ностей в диэлектрическом теле с помощью изме-
рений электромагнитного поля в ближней зоне.

Заключение
В статье рассмотрен метод решения электро-

магнитной обратной задачи СВЧ-томографии по 
измерениям ближнего поля, то есть восстановле-
ния структуры неоднородного диэлектрического 
тела по значениям электромагнитного поля вне 
этого тела с помощью измерительной установки. 
Для решения обратной задачи применялся двух-
шаговый неитерационный метод.

Приведенные численные результаты в случае 
тела в форме полушара показывают возможность 
достаточно точного восстановления структуры 
неоднородного тела по измерениям поля вне тела.

Экспериментальные данные, полученные с по-
мощью измерительной установки, демонстри-
руют возможность обнаружения сравнительно 
небольших по размеру произвольно расположен-
ных неоднородностей в диэлектрическом теле по-
средством измерений электромагнитного поля на 
различных частотах в ближней зоне.
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Рис. 5. Значение параметра S12 для объектов F0, F1, F2, F3
Fig. 5. Value of the S12 parameter for objects F0, F1, F2, F3
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Solution of electromagnetic inverse problem 
of inhomogeneity reconstruction in dielectric body 
by near-field measurements using two-step method

Yury G. Smirnov , Andrey O. Lapich 
Penza State University  

40, Krasnaya Street,  
Penza, 440026, Russia

Abstract – Background. The inverse electromagnetic problems of restoring inhomogeneity in a dielectric body from near-
field measurements arise, for example, in the early diagnosis of breast cancer by microwave tomography. The solution of such 
inverse problems is the basis for the development of technology for detecting inhomogeneities using microwave devices. 
The effectiveness of the corresponding technology depends on the accuracy of solving the inverse problem. Therefore, the 
development of new, more accurate methods for solving the inverse problem of microwave tomography is very relevant. Aim. 
The work is devoted to the development of a method for solving the electromagnetic inverse problem of microwave tomography 
using near-field measurements, that is, restoring the structure of an inhomogeneous dielectric body based on the values of the 
electromagnetic field outside this body using a measuring installation. Methods. The method of solving the inverse problem is 
a two-step one for determining the inhomogeneity of a body, which consists in first finding the current function inside the body, 
and then calculating the permittivity function. The method is not iterative and does not require knowledge of a «good» initial 
approximation. Results. A two-step method has been applied for the inverse problem of microwave tomography. Numerical 
results are presented. Inhomogeneous bodies in the shape of a hemisphere are considered. Experimental results are presented. 
Conclusion. The effectiveness of the proposed technology for detecting inhomogeneities in a dielectric body by microwave 
tomography is shown. The results of calculations and experimental data are presented.
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