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Аннотация – При равных интенсивностях волн накачки показано совпадение амплитудных коэффициентов отражения, 
полуширин полос пространственных частот четырехволнового преобразователя излучения на тепловой нелинейности при 
наличии обратной связи либо на объектную, либо на сигнальную волны. Проанализирована зависимость амплитудного 
коэффициента отражения, пространственной селективности четырехволнового преобразователя излучения на 
тепловой нелинейности от интенсивности волн накачки. При компенсации фазового набега, возникающего из-за 
распространения в среде волн накачки, наблюдается с ростом интенсивности волн накачки увеличение полуширины 
полосы пространственных частот. Существует пороговое значение интенсивности волн накачки, при превышении 
которого значение амплитудного коэффициента отражения четырехволнового преобразователя с учетом обратной связи 
на объектную или сигнальную волны оказывается меньше, чем в отсутствие обратной связи.
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Введение
Повышение эффективности четырехволновых 

преобразователей излучения является актуальной 
задачей нелинейной оптики многоволновых вза-
имодействий. Одним из способов решения этой 
задачи стало использование положительной об-
ратной связи, накладываемой на взаимодейству-
ющие волны [1–6]. 

В работах [1; 5; 6] показано, что наложение по-
ложительной обратной связи на объектную и сиг-
нальную волны позволяет более чем на порядок 
повысить коэффициент отражения четырехволно-
вых преобразователей излучения в средах с кер-
ровской, тепловой нелинейностями. 

Однако существует целый ряд схем четырех-
волнового взаимодействия, например квазивы-
рожденное взаимодействие, вырожденное взаи-  
модействие в схеме с попутными волнами накач-
ки, четырехволновое взаимодействие в схеме со 
встречными волнами накачки и ортогонально по-
ляризованными сигнальной и объектной волнами 
[7; 8], реализовать внешнюю обратную связь в ко-
торых одновременно как на объектную, так и на 
сигнальную волны не всегда возможно.

Поэтому представляет интерес исследование 
влияния обратной связи, реализуемой при по-
мощи кольцевого резонатора, на амплитудные и 
пространственные характеристики четырехвол-
нового преобразователя излучения на тепловой 

нелинейности при наличии обратной связи толь-
ко на сигнальную или объектную волны.

1. Модель четырехволнового 
преобразователя

Рассмотрим вырожденное четырехволновое 
взаимодействие w+w-( w = w)  в среде с тепловой 
нелинейностью, расположенной между плоско-
стями =z 0  и = .z  В среде навстречу друг другу 
распространяются две волны накачки с комплекс-
ными амплитудами A1  и ,A2  сигнальная и объ-
ектная волны с комплексными амплитудами A3  и 
A4  [7; 8]. 

Уравнение Гельмгольца, описывающее четырех-
волновое взаимодействие, имеет вид

=

   ∇ + + δ - α ×      
 
 × + =
 
 
∑ . . .j
j

dnk T ik
n dT

A ê ñ

2 2

0

4

1

21 2

0
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Здесь n0  – среднее значение показателя прелом-
ления; =k w /n c0  – волновое число; α  – коэффи-
циент поглощения; δT  – изменение температуры, 
обусловленное выделением тепла при поглоще-
нии излучения.

Уравнение (1) необходимо дополнить уравнени-
ем Пуассона

α
∇ δ + =

Λ ν
,

p

IT
c

2 2 0  (2)
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где

=

= +∑ . .j
j

I A ê ñ

2
4

1

– интенсивность излучения; Λ  – коэффициент 
температуропроводности; pc  – удельная теплоем-
кость; ν  – объемная плотность вещества.

При условии, что волны накачки плоские и рас-
пространяются строго вдоль оси Z:

( )=




, ,( ) ( )exp ,A r A z ikz1 2 1 20  (3)

в работе [9] получена система связанных диф-
ференциальных уравнений для пространствен-
ных спектров объектной k



( ( , ))A z4 4  и сигнальной 
k


( ( , ))A z3 3  волн вида 
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3  и k4  – поперечные составляющие волновых 
векторов сигнальной и объектной волн,
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При расположении нелинейной среды внутри 
кольцевого резонатора [1; 5] граничные условия на 
пространственные спектры сигнальной и объект-
ной волн есть:

 – при наличии обратной связи на объектную 
волну

k = = k

k = = k = ×
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 – при наличии обратной связи на сигнальную 
волну
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Здесь r1  – коэффициент отражения полупрозрач-
ного зеркала связи; r2  – коэффициент отражения 
сферических зеркал резонатора, осуществляющих 
перенос пространственного распределения поля 
из плоскости =z 0  на плоскость, расположенную 
на расстоянии L  – от плоскости = ;z  D0  – по-
стоянный фазовый набег, наличие которого мо-
жет быть реализовано, например, путем введе-
ния в кольцевой резонатор фазового модулятора  
света.

Из условия неизменности температуры на гра-
нях нелинейной среды наряду с граничными ус-
ловиями (5), (6) система уравнений (4) должна быть 
дополнена граничными условиями

= == =

′ ′ ′ ′
= = = =



   

, .
z zz z

dA dA dA dA
dz dz dz dz

3 3 4 4

00

0 0  (7)

При наличии обратной связи по сигнальной 
волне модули пространственных спектров объ-
ектной волны на передней грани нелинейной 
среды и вне резонатора совпадают, а при наличии 
обратной связи по объектной волне отличаются в 

- r 11  раз.

2. Малый коэффициент отражения
Будем рассматривать четырехволновое взаимо-

действие при малом амплитудном коэффициенте 
отражения <<( )A A4 3  без учета самодифракции 
волн накачки. Решая систему уравнений (4) с уче-
том граничных условий (5), (7) или (6), (7), получим 
выражения для пространственных спектров объ-
ектной волны на передней грани нелинейного 
слоя:

∗   -b - -k ′ k = = ×
 b - k k k + k    



 





exp( ) exp( )
( , )

( )

iGA F
A z

i sh
k

30
4 2 2 2

0

2
2

 (8)
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    k - -bk    × - k + + ×
     k    -k + k
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( )( )    - - αk   × - -k + +
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exp .i
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1
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Здесь = -/ ( )F p1 1  – при наличии обратной связи 
только на объектную волну; = - /F r11 ∗-( )p1  – 
при наличии обратной связи только на сигналь-
ную волну,

( )
 k

= -α - - D + 
  

 exp ,p r r iC i i L
k

2

1 2 0 2

k
b = α + .i

k

2
2

2

В качестве сигнальной волны возьмем волну от 
точечного источника, расположенного на перед-
ней грани нелинейного слоя k =( ( ) ).A30 1  Из ли-
нейности системы уравнений (4) относительно 
пространственных спектров сигнальной и объект-
ной волн следует, что пространственный спектр 
объектной волны при условии, что сигнальной 
волной является волна от точечного источника, 
полностью определяет качество обращения вол-
нового фронта (ОВФ).

Введем амплитудный коэффициент отражения:
 – при наличии обратной связи на сигнальную 

волну

( )
∗

k → =
=




,
,s

s
A z

R
A

4

30

0 0

 – при наличии обратной связи на объектную 
волну

( )
∗

k → =
= -




,
.ob

ob
A z

R r
A

4
1

30

0 0
1

Здесь  obA4  и  sA4  – значения пространственных 
спектров объектной волны на нулевой простран-
ственной частоте при выполнении граничных ус-
ловий (5) и (6) соответственно.

С учетом (8) выражение для коэффициентов от-
ражения четырехволнового преобразователя из-
лучения запишется следующим образом:

-α -
= = = ×

α -

 - - α
 × - + - α +   α 





 

exp( )

exp( )exp( ) .

ob s
G r

R R R
p

1
2

0

1

8 1

1 21 2

 (9)

Здесь = k → =( )p p0 0  -α - - D  exp ( ) .r r iC i1 2 0
Значения амплитудных коэффициентов отра-

жения как при наличии обратной связи по объект-
ной, так и по сигнальной волнам совпадают.

Отличие в коэффициентах отражения при нали-
чии и отсутствии обратной связи есть

≠
ξ = = - - -α ×=

× + D + - α 



 

( )
{ } / { exp( )

( )

cos[ ( ) ] exp( )} .

R r
r r r

R r

C r r

1
1 1 2

1
1
20 1 2

0
1 1 2

0

2

 (10)

При условии компенсации фазового набега 
( ),C  возникающего из-за распространения волн 

накачки D + =( ( )C0 π ,m2  = ±, ,m 0 1 ± , ...),2  отличие 
в коэффициентах отражения принимает вид

-
ξ =

- -α
.

exp( )

r

r r
1

1
1 2

1

1
 (11)

Оптимальное значение коэффициента отраже-
ния зеркала связи ( ),optr1  соответствующее макси-
мальному отличию в коэффициентах отражения 
четырехволнового преобразователя излучения, 
будет при условии

= - αexp( ).optr r1 2 2  (12)
При оптимальном значении коэффициента от-

ражения зеркала связи зависимость отличия в ко-
эффициентах отражения четырехволнового пре-  
образователя от коэффициента отражения сфери-
ческих зеркал (рис. 1) есть

ξ =
- - α

.
exp( )r

0
1

2

1
1 2

 (13)

Рис. 1. Зависимость отличия в коэффициентах отражения 
четырехволнового преобразователя излучения от коэффи-
циентов отражения зеркала связи и сферических зеркал  
при α = ,0 1
Fig. 1. Dependence of the difference in the reflection coefficients 
of a four-wave radiation converter on the reflection coefficients  
of the coupling mirror and spherical mirrors at α = ,0 1
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На рис. 1 приведен график зависимости параме-
тра ξ1  от коэффициентов отражения зеркала свя-
зи и сферических зеркал.

Существует область параметров ,r1  ,r2  в преде-
лах которой наличие обратной связи приводит к 
выигрышу в коэффициенте отражения.

При значении параметра α = ,0 1  наибольшее 
отличие в коэффициентах отражения четырех-
волнового преобразователя при наличии и от-
сутствии кольцевого резонатора наблюдается при 

= ,r1 0 8  и =r2 1  и составляет 2,35.
Из анализа выражения (8) следует, что при 

k <<
k

L
2

2
1  наличие обратной связи не влияет на 

пространственную селективность четырехволно-
вого преобразователя излучения. Для сигналь-
ной волны от точечного источника с увеличением 
пространственной частоты k( )  наблюдается моно-
тонное уменьшение модуля пространственного 
спектра объектной волны. Для характеристики 
качества преобразования излучения при четы-
рехволновом взаимодействии введем полуширину 
полосы пространственных частот Dk( ),  в пределах 
которой сосредоточена основная доля энергии 
объектной волны, Dk определяется из решения 
уравнения

( ) ( )k = Dk = = k = = , , .A z A z4 4
10 0 0
2

 (12)

При малом коэффициенте отражения качество 
преобразования излучения полностью определя-
ется толщиной нелинейной среды, длиной волны, 
коэффициентом поглощения [10].

Заметим, что граничные условия (5), (6) записа-
ны без учета астигматизма, то есть для волн, рас-
пространяющихся в плоскости, перпендикуляр-

ной плоскости контура резонатора [11]. Именно 
в этой плоскости полуширина полосы простран-
ственных частот и определяет качество ОВФ.

3. Большой коэффициент отражения 
При большом амплитудном коэффициенте от-

ражения, когда необходимо учитывать перекачку 
энергии из сигнальной волны в объектную и, на-
оборот, самодифракцию волн накачки, система 
уравнений (4) с учетом граничных условий (5), (7) 
или (6), (7) анализировалась численным методом 
путем рассмотрения многократного прохождения 
сигнальной и объектной волн через нелинейный 
слой в кольцевом резонаторе.

При равных интенсивностях волн накачки 
=I I10 20  на рис. 2, а приведены зависимости 

амплитудного коэффициента отражения, а на 
рис.  2,  б – нормированной полуширины полосы 
пространственных частот

Dk = Dk




k2
от нормированной интенсивности волн накачки

=
Λ ν




p

dnG I
n dT c 10

0

2

при условии компенсации фазового набега, воз-
никающего вследствие распространения в нели-
нейной среде волн накачки (кривые 1, 2) и при со-
пряжении граней нелинейного слоя D =( ,0 0  = ,L 0  
кривые 3). Значения амплитудных коэффициентов 
отражения, полуширин полос пространственных 
частот четырехволнового преобразователя излу-
чения получены с точностью 0,2 %. Для сравнения 
на этих графиках (кривые 4) приведены зависи-

  
 а б
Рис. 2. Графики зависимостей коэффициента отражения (а), полуширины полосы пространственных частот (б) от интенсивности 
волн накачки при = ⋅ ,k 35 10  α = , ,0 1  = , ,r1 0 8  =r2 1  (1), = ,r2 0 7  (2, 3), = =r r1 2 0  (4)
Fig. 2. Graphs of the dependences of the reflection coefficient (a), half-width of the spatial frequency band (b) on the pumping waves 
intensity at = ⋅ ,k 35 10  α = , ,0 1  = , ,r1 0 8  =r2 1  (1), = ,r2 0 7  (2, 3), = =r r1 2 0  (4)
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мости ,R  Dk  от нормированной интенсивности 
волн накачки при отсутствии обратной связи на 
сигнальную и объектную волны. 

Наибольшие значения нормированной интен-
сивности волн накачки ( ),mG  при которых ана-
лизировались амплитудные и пространственные 
характеристики четырехволнового преобразова-
теля излучения для = ⋅ ,k 35 10  α = , ,0 1  = , ,r1 0 8  
равнялись =

mG ,0 025  при = , ,r2 0 7  =

mG ,0 015  
при = .r2 1  При больших интенсивностях волн на-
качки > 

mG G  не удается найти решение системы 
уравнений (4) вблизи нулевой пространственной 
частоты. В этой области по мере увеличения числа 
проходов объектной (сигнальной) волны по коль-
цевому резонатору наблюдается осциллирующее 
увеличение модуля пространственного спектра 
объектной волны [12].

Численный анализ системы уравнений (4) по-
казывает, что, как и в случае <<( ),A A4 3  ампли-
тудные коэффициенты отражения, полуширины 
полосы пространственных частот при условии на-
личия обратной связи либо на объектную, либо на 
сигнальную волны совпадают.

При компенсации фазового набега рост ин-
тенсивности волн накачки приводит к увеличе-
нию как амплитудного коэффициента отражения 
(рис.  2, а), так и полуширины полосы простран-
ственных частот четырехволнового преобразова-
теля излучения (рис. 2, б). При <<G 1  скорости из-
менения амплитудного коэффициента отражения, 
полуширины полосы пространственных частот с 
ростом интенсивности волн накачки увеличива-
ются по мере приближения параметров кольце-
вого резонатора к параметрам, соответствующим 
оптимальным значениям. При увеличении интен-
сивности волн накачки выигрыш амплитудного 
коэффициента отражения за счет использования 
обратной связи на объектную волну падает. Суще-
ствует пороговое значение интенсивности волн 
накачки ,ïI10  при котором коэффициенты отра-
жения как при наличии, так и при отсутствии об-
ратной связи на объектную волну равны. Так, при 
параметрах кольцевого резонатора = , ,r1 0 8  =r2 1  
нормированное пороговое значение интенсивно-
сти волн накачки наблюдается при ≈

nG ,0 013  и 
соответствует коэффициенту отражения 0,45. При 
дальнейшем увеличении интенсивности волн на-
качки амплитудный коэффициент отражения при 
наличии обратной связи на объектную волну ока-
зывается меньше, чем коэффициент отражения 
при ее отсутствии. При > ïI I10 10  применение по-
ложительной обратной связи на сигнальную или 

объектную волны для повышения эффективности 
четырехволнового преобразователя излучения 
оказывается нецелесообразным.

Полуширина полосы пространственных частот 
четырехволнового преобразователя излучения 
с ростом интенсивности волн накачки увеличи-
вается, что свидетельствует об улучшении каче-
ства ОВФ сигнальной волны. Так, при = ⋅ ,k 35 10  
α = , ,0 1  = , ,r1 0 8  =r2 1  увеличение нормирован-
ной интенсивности волн накачки от =G -⋅ 42 10  
до =G ,0 015  приводит к росту нормированной 
полуширины полосы пространственных частот от 
Dk = ,0 032  до Dk = , .0 061

С ростом интенсивности волн накачки значение 
амплитудного коэффициента отражения в случае 
компенсации фазового набега при наличии обрат-
ной связи лишь на объектную волну оказывается 
в несколько раз меньше амплитудного коэффици-
ента отражения при наличии обратной связи как 
на объектную, так и на сигнальную волны [5]. При-
чем если для четырехволнового преобразователя 
излучения с учетом обратной связи как на объ-
ектную, так и на сигнальную волны скорость из-
менения коэффициента отражения с увеличением 
интенсивности волн накачки возрастает, то для 
четырехволнового преобразователя излучения с 
учетом обратной связи только на объектную волну 
скорость изменения коэффициента отражения с 
увеличением интенсивности волн накачки падает.

При сопряжении граней нелинейного слоя даже 
при малых значениях коэффициента отражения 
< ,R 0 2  возрастающий при увеличении интенсив-

ности волн накачки фазовый набег, связанный 
с распространением волн накачки, приводит к 
уменьшению коэффициента отражения. Вместо 
выигрыша в коэффициенте отражения за счет ис-
пользования обратной связи на объектную волну 
наблюдается его уменьшение. Как и при условии 
компенсации фазового набега, существует поро-
говое значение интенсивности волн накачки, при 
котором коэффициенты отражения как при на-
личии, так и при отсутствии обратной связи на 
объектную или сигнальную волны равны. Однако 
при сопряжении граней нелинейного слоя это по-
роговое значение оказывается значительно мень-
ше, чем пороговое значение интенсивности волн 
накачки при компенсации фазового набега. На-
блюдаемый при сопряжении граней нелинейного 
слоя с увеличением интенсивности волн накачки 
характер увеличения полуширины полосы про-
странственных частот в рассматриваемом диапа-
зоне интенсивностей как при наличии обратной 
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связи только на объектную, так и при наличии об-
ратной связи как на объектную, так и на сигналь-
ную волны совпадает [6].

Заключение 

При равной интенсивности волн накачки пока-
зано совпадение амплитудных коэффициентов от-
ражения, полуширин полос пространственных ча-
стот при условии наличия обратной связи либо на 
объектную, либо на сигнальную волны. Установ-
лено, что отличие в амплитудных коэффициентах 
отражения при наличии и отсутствии положи-
тельной обратной связи на объектную волну с ро-
стом интенсивности волн накачки уменьшается. 

Причем пороговое значение интенсивности волн 
накачки, при котором коэффициенты отражения 
как при наличии, так и при отсутствии обратной 
связи на объектную волну совпадают, при компен-
сации фазового набега оказывается больше, чем 
при сопряжении граней нелинейного слоя. Пока-
зано улучшение при наличии обратной связи на 
сигнальную или объектную волны с ростом ин-
тенсивности волн накачки качества ОВФ. При 
компенсации фазового набега скорость роста 
полуширины полосы пространственных частот с 
увеличением интенсивности волн накачки воз-
растает по мере приближения параметров коль-
цевого резонатора к параметрам, соответству-
ющим оптимальным значениям.
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Four-wave mixing on thermal nonlinearity 
with feedback for signal or object waves

Aleksandr А. Akimov, Salavat A. Guzairov, Valery V. Ivakhnik
Samara National Research University  

34, Moskovskoye shosse,  
Samara, 443086, Russia

Abstract – The coincidence of the amplitude reflection coefficients, half-widths of the spatial frequencies bands of a four-
wave radiation converter on thermal nonlinearity with feedback for signal or object waves has been shown at equal pump waves 
intensity. The dependence of the amplitude reflection coefficient, spatial selectivity of the four-wave radiation converter on 
thermal nonlinearity on the pump waves intensity has been analyzed. An increase in the half-width of the spatial frequency 
band is observed with an increase in the pump waves intensity at the compensation for the phase shift arising as a result of 
the propagation of the pump waves in the medium. There is a threshold value of the pump waves intensity, above which the value 
of the amplitude reflection coefficient of the four-wave converter with feedback for signal or object waves, is less than in 
the absence of feedback.

Keywords – four-wave converter; feedback; thermal nonlinearity.
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