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Представлен численный метод решения двумерной обратной динамической задачи сейсмики
для вязкоупругой изотропной среды. В качестве математической модели рассматривается
система дифференциальных уравнений упругости для изотропных сред с памятью. Искомыми
величинами являются смещение точек поверхности, функция памяти среды (ядро интеграль-
ного члена) и скорость распространения упругих поперечных волн в слабо горизонтально-
неоднородной среде при воздействии на границу полупространства направленной мгновенной
силы. Дополнительной информацией для решения обратной задачи является отклик смещения,
измеренный на дневной поверхности. Метод основан на сведении обратной задачи к системе
интегральных уравнений типа Вольтерра и их последовательной численной реализации. При-
водится анализ результатов исследования и сравнение с аналитическим решением. Показано,
что результаты находятся в удовлетворительном соответствии.

Ключевые слова: математическое моделирование, неоднородная среда с памятью, скорость
распространения сейсмических волн

Цитирование: Томаев М. Р., Тотиева Ж. Д. Численное решение двумерной задачи
определения скорости распространения сейсмических волн в неоднородных cредах с памятью
// Russian Journal of Earth Sciences. — 2023. — Т. 23. — ES4003. — DOI:
https://doi.org/10.2205/2023es000866

Введение

Как известно, основная задача геофизики – изучение внутреннего строения Земли
на основе наблюдений, осуществляемых на ее поверхности или в приповерхностном
слое. Накопленные геофизические данные свидетельствуют о том, что физические
параметры Земли, по существу, являются функциями трех пространственных перемен-
ных. Наиболее значительно они меняются с глубиной. Но так как непосредственные
измерения физических параметров можно осуществить только в очень узком приповерх-
ностном слое, то единственным путем изучения внутреннего строения Земли является
метод, основанный на рассмотрении обратных задач. Именно геофизике обязана своим
возникновением большая часть постановок обратных задач. Сферически-симметричная
модель Земли является только первым приближением к ее реальному строению. Систе-
матические отклонения в сейсмологических данных от расчетных, соответствующих
сферически-симметричным моделям, стимулировали изучение более полных постановок
обратных задач – двумерных и трехмерных [Романов, 1984].

Многим средам свойственна зависимость процессов деформирования от скорости
и времени, которая отсутствует в уравнениях теории упругости. Такие среды проявля-
ют как мгновенную, так и замедленную реакцию на нагрузку. Это свойство называют
памятью. Другая особенность состоит в том, что в средах с памятью сочетаются способ-
ности запасать энергию подобно упругим телам и рассеивать подобно средам с вязкими
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свойствами. Такие среды называются вязкоупругими. Более точное исследование с
помощью математических методов процесса распространения электромагнитных, аку-
стических и упругих волн в вязкоупругих средах требует учета памяти (предыдущей
истории) процесса. Для электромагнитных волн это связано с явлением дисперсии волн,
а для акустических и упругих волн – с наличием вязкости среды. Установлено, что при
увеличении силы землетрясения грунт ведет себя не как упругое, а как вязкоупругое
тело [Добрынина, 2011]. Грунты – это cреды c памятью, то есть cоcтояние таких cред
в текущий момент времени завиcит от вcей предыcтории процеccа. Об этом, например,
указывается в работе [Вознесенский и др., 2011], в которой приводится подробный
обзор исследований по выяснению природы поглощения сеймических волн в грунтах
и рассмотрены основные закономерности поглощения волн напряжений в дисперсных
и полускальных грунтах. Как показано в работе [Алексеев и Добринский, 1975], неучет
поглощающих свойств среды ведет к существенным искажениям при восстановлении
скоростной модели среды. В математическом плане это приводит к необходимости
введения в рассматриваемую математическую модель упругости дополнительного ин-
тегрального слагаемого типа оператора свертки с ядром, отвечающим за предысторию
или память среды (модель Больцмана).

Впервые одномерная обратная динамическая задача для системы уравнений изо-
тропной упругости в полупространстве без учета памяти среды была рассмотрена
А. С. Алексеевым [Алексеев, 1967]. В этой работе исследован вопрос единственности
решения одномерной обратной задачи, заключающейся в определении двух параметров
Ламэ и плотности как функции только одной пространственной переменной (глубины).
При этом один из параметров Ламэ и плотность отыскиваются по SH-волнам, а другой
параметр Ламэ – по смещениям границы (дневной поверхности) при воздействии на нее
мгновенной направленной силы, сосредоточенной в одной точке. В указанной работе
А. С. Алексеев указал практическую значимость такого сорта задач для сейсмической
разведки.

В последние годы появляется все большее количество работ в области практическо-
го применения обратных задач. Например, в работе [Абрамян и др., 2018] рассмотрены
примеры деформаций земной поверхности, полученные на основе повторного нивели-
рования на ряде месторождений углеводородов и подземных хранилищ газа. Сформу-
лирована обратная задача современной геодинамики недр – нахождение параметров
источников аномальных деформаций на глубине по результатам измерений смеще-
ний земной поверхности. Приведены результаты решения обратных задач и показана
возможность их применения для диагностики опасных зон. В работе [Мазуров, 2017]
приводится обзор результатов по применению решений обратных задач в гравиразведке.
Показан вариант решения обратной задачи в вулканической области по геодезическим
наблюдениям с учетом увеличения внутриочагового давления при накапливании магмы
в верхнем магматическом очаге вулкана.

Память среды, от которой зависит поведение сред в последующие моменты времени,
не поддается непосредственному измерению, ее можно определить только теоретически.
В конце прошлого cтолетия в связи с изучением свойств сред с памятью (в частности,
новых синтетических материалов) возникло новое направление в теории обратных
задач — это задачи определения ядра интегрального оператора свертки [Дурдиев,
1994; Bukhgeym, 1993; Janno и Wolfersdorf, 1997; Lorenzi и Paparoni, 1992; Lorenzi и
Sinestrari, 1988]. Дальнейшее развитие исследований обратных задач определения ядер
за последние десять лет отражено, например, в работах [Дурдиев, 2014; Дурдиев и
Рахмонов, 2018; Дурдиев и Тотиева, 2013; Романов, 2012; 2014; Lorenzi и Romanov, 2011;
Romanov и Yamamoto, 2010]. В последние годы наблюдается увеличение количества
публикаций по численным расчетам ядер интегральных операторов [Дурдиев, 2020;
Карчевский и Фатьянов, 2001; Bozorov, 2020; Davies и Douglas, 2019].

Отметим, что восстановление неизвестных материальных характеристик для сред
с последействием, несомненно, является актуальной задачей с точки зрения прило-
жений, так как становится возможным проводить анализ влияния памяти среды на
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ее характеристики. При этом требуется одновременно (или последовательно) нахо-
дить, например, скорость распространения упругих волн и ядро (функцию памяти)
интегрального оператора. Для практических приложений более интересным является
случай, когда характеристики среды зависят от двух и более переменных. Напри-
мер, для геофизики одним из основных вопросов является количественная оценка
горизонтальных неоднородностей в скоростях сейсмических волн. Накоплены факты,
свидетельствующие о существовании внутри Земли неоднородностей по географическим
координатам, или, как принято говорить, горизонтальных неоднородностей. К числу
таких фактов относятся систематические отклонения в годографах волн, построенных
для различных материков, от усредненного годографа, асимметрия гравитационно-
го и электромагнитного полей. При этом отклонения от годографов, отвечающих
сферически-симметричному распределению скоростей упругих волн, достаточно ма-
лы. Например, при временах пробега сейсмических волн от источника до приемника
порядка 10–20 мин отклонения в годографах не превышают 5–10 с. Это позволяет пред-
положить, что отклонения скоростного строения Земли от сферически-симметричной
модели также малы [Романов, 1984]. Тем не менее эти малые флюктуации в распределе-
нии скоростей волн в средах с памятью представляют для геофизики большой интерес,
так как они, возможно, помогут объяснить механизм развития земной коры, вопрос
дрейфа материков и т. п. Задача определения трехмерного скоростного строения Земли
с учетом явления памяти является в настоящий момент одной из актуальных задач
геофизики.

Из работ, посвященных коэффициентным обратным задачам для вязкоупругих
сред, в которых одновременно (либо последовательно) определяются ядра интеграль-
ных операторов, можно выделить работы [Ахматов и Тотиева, 2021; Дурдиев, 2009;
Рахмонов и др., 2021; Романов, 2012; 2014; Lorenzi и др., 1994]. Например, в [Рахмонов и
др., 2021] изучена модельная одномерная задача одновременного определения скорости
распространения волн и ядра интегрального оператора. Показывается, что обе неиз-
вестные функции одной переменной однозначно определяются заданием образа Фурье
по пространственной переменной решения прямой задачи на границе полупространства.
Устанавливается оценка устойчивости решения задачи.

Наcтоящее иccледование отноcитcя к клаccу обратных задач линейной динами-
чеcкой упругоcти с памятью в трехмерном полупространстве. Его цель – численное
определение скорости распространения упругих поперечных волн, распространяющихся
в неоднородной среде с памятью при воздействии на границу полупространства направ-
ленной силы (шнуровой источник). Кроме того, иcкомой величиной в поставленной
задаче являетcя и ядро интегрального оператора свертки, моделирующего явление
памяти. Предлагаемый алгоритм решения задачи основан на сведении исходной задачи
к последовательному численному решению нелинейных интегральных уравнений типа
Вольтерра.

1. Постановка задачи

Рассмотрим при 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3
+, 𝑡 ∈ R, R3

+ = {𝑥 ∈ R3| 𝑥3 > 0} систему диффе-
ренциальных уравнений динамической упругости с памятью

𝜌
𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2

=
3∑︁

𝑗=1

𝜕𝑇𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

, 𝑖 = 1,2,3, (1.1)

при следующих начальных и граничных условиях (1.1)

𝑢𝑖 |𝑡<0≡ 0, 𝑇3𝑗 |𝑥3=+0 = −𝛿1𝑗𝛿(𝑥2)𝛿
′(𝑡)/2, 𝑗 = 1,2,3, (1.2)
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где 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑢1(𝑥, 𝑡),𝑢2(𝑥, 𝑡),𝑢3(𝑥, 𝑡)) – вектор смещений, 𝛿(·) – дельта-функция Дирака,
𝛿′(𝑡) – производная дельта-функции Дирака; 𝑇𝑖𝑗 – тензор напряжений:

𝑇𝑖𝑗 (𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑖𝑗 [𝑢](𝑥, 𝑡) +

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝜎𝑖𝑗 [𝑢](𝑥,𝜏)𝑑𝜏, (1.3)

𝜎𝑖𝑗 [𝑢](𝑥, 𝑡) = 𝜇

(︃
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︃
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢. (1.4)

Здесь 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.
Данная задача моделирует динамические процессы в упругих средах с после-

действием, которое представлено в виде интегрального слагаемого в тензоре напря-
жений (1.3) с ядром 𝑘(𝑡). Вообще говоря, ядро учитывает вязкие свойства среды,
следовательно, данная модель может описывать вязкоупругие среды. В модели ис-
пользуется так называемый «шнуровой» источник (1.2), расположенный на оси 𝑥1,
действующий мгновенно. Переменные (𝑥1,𝑥2) являются горизонтальными переменны-
ми, а 𝑥3 – вертикальной переменной (ось направлена вниз). Предполагается, что
плотность среды 𝜌 и параметры Ламэ 𝜇,𝜆 удовлетворяют следующим условиям:
𝜌 = const, 𝜇 = 𝜇(𝑥2,𝑥3), 𝜆 = 𝜆(𝑥2,𝑥3) являются функциями двух переменных, удовлетво-
ряющими условиям 𝜌 > 0, 𝜇(𝑥2,𝑥3) > 0, 𝜆(𝑥2,𝑥3) > 0.

Прямая задача заключается в отыскании вектор-функции смещения 𝑢⃗(𝑥, 𝑡) из
системы уравнений (1.1) при соответствующих начальных и граничных условиях
(1.2). При сделанных предположениях из равенств (1.1)–(1.4) следует, что компонента
𝑢1(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡) . 0, 𝑢2(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢3(𝑥, 𝑡) ≡ 0 и функция 𝜆(𝑥2,𝑥3) не будет входить
в остающиеся уравнения [Туаева, 2008].

Введем функцию 𝑎(𝑥2,𝑥3) = 𝜇(𝑥2,𝑥3)/𝜌, которая есть квадрат скорости распростра-
нения упругих поперечных волн в среде с памятью. Тогда задача (1.1)–(1.4) перепишется
в терминах функции 𝑢1

𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

=
3∑︁

𝑗=2

𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︃
𝑎(𝑥2,𝑥3)

𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑗

)︃
+

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)

3∑︁
𝑗=2

𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︃
𝑎(𝑥2,𝑥3)

𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑗

)︃
(𝑥2,𝑥3, 𝜏)𝑑𝜏, (1.5)

𝑢1 |𝑡<0≡ 0, (1.6)

𝑎(𝑥2,0)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝜕𝑢1𝜕𝑥3
(𝑥2,𝑥3, 𝑡) +

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
(𝑥2,𝑥3, 𝜏)𝑑𝜏

⎤⎥⎥⎥⎥⎦⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=+0

= −𝛿(𝑥2)𝛿′(𝑡). (1.7)

Обратная задача: определить коэффициент 𝑎(𝑥2,𝑥3) и ядро интегрального операто-
ра 𝑘(𝑡), 𝑡 > 0, входящих в (1.1), еcли отноcительно решения задачи (1.1)–(1.3) извеcтна
дополнительная информация

𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡)|𝑥3=+0 =𝑈 (𝑥2, 𝑡), 𝑡 > 0, (1.8)

𝑈 (𝑥2, 𝑡) – заданная функция (результат измерений на дневной поверхности).
Предполагаем, что 𝑎(𝑥2,𝑥3) cлабо завиcит от горизонтальной переменной 𝑥2 [Бла-

говещенcкий и Федоренко, 2008; Дурдиев и Бозоров, 2013]:

𝑎(𝑥2,𝑥3) = 𝑎0 + 𝜀𝑥2𝑎1(𝑥3) +𝑂(𝜀2), (1.9)

где 𝜀 – малый параметр. В равенстве (1.9) будем считать 𝑎0 заданной постоянной
величиной.
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В данной работе разработан алгоритм определения 𝑘(𝑡) и 𝑎1(𝑥3) c точноcтью
до величины 𝑂(𝜀2), и приведена его численная реализация. Решение прямой задачи
(1.1)–(1.3) будем иcкать в виде ряда по cтепеням 𝜀

𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜀𝑗 (𝑢1)𝑗 (𝑥2,𝑥3, 𝑡). (1.10)

Тогда, учитывая (1.10), имеем 𝑈 (𝑥2, 𝑡) =
∞∑︀
𝑗=0

𝜀𝑗𝑈𝑗 (𝑥2, 𝑡). Нетрудно проверить, что 𝑢𝑗

(следовательно и 𝑈𝑗) – четные по 𝑥2 при четных 𝑗 и нечетные – при нечетных 𝑗. Тем
самым, по известной функции 𝑈 (𝑥2, 𝑡) можно найти 𝑈0(𝑥2, 𝑡) и 𝑈1(𝑥2, 𝑡) с точностью до
𝑂(𝜀2) [Благовещенcкий и Федоренко, 2008]:

𝑈0(𝑥2, 𝑡) =
𝑈 (𝑥2, 𝑡) +𝑈 (−𝑥2, 𝑡)

2
, 𝑈1(𝑥2, 𝑡) =

𝑈 (𝑥2, 𝑡)−𝑈 (−𝑥2, 𝑡)
2

.

Так как предполагается определение 𝑎1(𝑥3), 𝑘(𝑡) c точноcтью до поправки порядка
𝑂(𝜀2), то, подcтавляя (1.9), (1.10) в (1.1), получаем две обратные одномерные задачи
поcледовательного определения 𝑘(𝑡) и 𝑎1(𝑥3) :

(i) Задача определения функций 𝑘(𝑡) и 𝑢0(𝑥2,𝑥3, 𝑡) :

𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

= 𝑎0

(︂𝜕2𝑢0
𝜕𝑥22

+
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥23

)︂
+

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝑎0

(︂𝜕2𝑢0
𝜕𝑥22

+
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥23

)︂
(𝑥2,𝑥3, 𝜏)𝑑𝜏, (1.11)

𝑢0 |𝑡<0≡ 0, 𝑎0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝜕𝑢0𝜕𝑥3
+

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝜕𝑢0

𝜕𝑥3
𝑑𝜏

⎤⎥⎥⎥⎥⎦⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=+0

= −𝛿(𝑥2)𝛿′(𝑡), (1.12)

𝐹𝑥2 [𝑢0](𝑥3, 𝑡,𝜈)|𝑥3=+0 = 𝑔0(𝑡,𝜈), 𝑡 > 0. (1.13)

(ii) Задача определения функций 𝑎1(𝑥3) и 𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡) :

𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

=
𝜕
𝜕𝑥3

(︂
𝑥2𝑎1(𝑥3)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥3

+ 𝑎0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

)︂
+

𝜕
𝜕𝑥2

(︂
𝑥2𝑎1(𝑥3)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

)︂
+ 𝑎0

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥22

+

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ 𝜕
𝜕𝑥3

(︂
𝑥2𝑎1(𝑥3)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥3

+ 𝑎0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

)︂
+

𝜕
𝜕𝑥2

(︂
𝑥2𝑎1(𝑥3)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

)︂
+ 𝑎0

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑑𝜏, (1.14)

𝑢1 |𝑡<0≡ 0, (1.15)⎛⎜⎜⎜⎜⎝𝑎1(+0)𝜕𝑢0𝜕𝑥3
+ 𝑎0

𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

+

∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)

[︂
𝑎1(+0)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥3

+ 𝑎0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

]︂
𝑑𝜏

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=+0

= 0, (1.16)

𝐹𝑥2 [𝑢1](𝑥3, 𝑡,𝜈)|𝑥3=+0 = 𝑔1(𝑡,𝜈), 𝑡 > 0. (1.17)

𝐹𝑥2 [𝑢1](𝑥3, 𝑡,𝜈) =
∞
∫

−∞
𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡)𝑒−𝑖𝜈𝑥2 𝑑𝑥2 – образ Фурье функции 𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡) по пе-

ременной 𝑥2 (здеcь и далее 𝑖 – мнимая единица).
В работе [Тотиева, 2022] было дано теоретическое обоснование корректности

постановки обратной задачи (1.1)–(1.4), (1.8). Для этого, как оказалось, достаточно
задать функции 𝑔0(𝑡,𝜈), 𝑔1(𝑡,𝜈) для одного ненулевого фиксированного значения 𝜈.

2. Алгоритм определения функций 𝑘(𝑡) и 𝑢0(𝑥, 𝑡) и его численная реализация

Применим к задаче (1.11)–(1.13) преобразование годографа, то есть введем новую
переменную 𝑧 по формуле

𝑧 =
𝑥3√
𝑎0

, 𝑐0 =
√
𝑎0.
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Пусть 𝑣(𝑧, 𝑡,𝜈) := 𝐹𝑥2 [𝑢0](
√
𝑎0𝑧, 𝑡,𝜈),

𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈) :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝑣(𝑧, 𝑡,𝜈) +∫ 𝑡
0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝑣(𝑧,𝜏,𝜈)𝑑𝜏

⎤⎥⎥⎥⎥⎦exp(−𝑘(0)𝑡/2).
Тогда, с помощью резольвенты 𝑟(𝑡) ядра 𝑘(𝑡) можно выразить 𝑣 :

𝑣(𝑧, 𝑡,𝜈) = exp(𝑘(0)𝑡/2)𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈) +

∫ 𝑡

0
𝑟(𝑡 − 𝜏)exp(𝑘(0)𝜏/2)𝑤(𝑧,𝜏,𝜈)𝑑𝜏,

𝑟(𝑡) = −𝑘(𝑡)−
∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝑟(𝜏)𝑑𝜏.

Отноcительно новых функций 𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈) и 𝑟(𝑡) получаем:

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+𝐻(𝜈)𝑤 −
∫ 𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑤(𝑧,𝜏,𝜈)𝑑𝜏, 𝑧 > 0, 𝑡 ∈ 𝑅, (2.1)

𝑤|𝑡<0 ≡ 0,
𝜕𝑤
𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=+0

= − 1
𝑐0

(︂
𝛿′(𝑡)− 1

2
𝑟(0)𝛿(𝑡)

)︂
, (2.2)

𝑤|𝑧=+0 = 𝑔0(𝑡,𝜈) +

∫ 𝑡

0

̂︀𝑘(𝑡 − 𝜏)𝑔0(𝜏,𝜈)𝑑𝜏, (2.3)

𝐻(𝜈) := −𝜈2𝑐20 +
𝑟2(0)
4
− 𝑟 ′(0), ℎ(𝑡) := 𝑟 ′′(𝑡)exp(𝑟(0)𝑡/2),

𝑔0(𝑡,𝜈) := 𝑔0(𝑡,𝜈)exp(𝑟(0)𝑡/2), ̂︀𝑘(𝑡) := 𝑘(𝑡)exp(𝑟(0)𝑡/2).

Здеcь, к примеру, 𝑟 ′ , 𝑟 ′′ означает операцию однократного и двукратного обыкно-
венного дифференцирования. Частная производная по параметру будет обозначаться
нижним индексом 𝜈, например, 𝑔0𝜈(𝑡,𝜈).

Из теории гиперболичеcких уравнений cледует, что функция 𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈) как решение
прямой задачи (2.1), (2.2) обладает cвойcтвом 𝑤 ≡ 0, 𝑡 < 𝑧, 𝑧 > 0 и в окреcтноcти
характериcтичеcкой прямой 𝑡 = 𝑧 имеет cледующую cтруктуру:

𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈) =
1
𝑐0

𝛿(𝑡 − 𝑧) + 𝑤̃(𝑧, 𝑡,𝜈)𝜃(𝑡 − 𝑧), (2.4)

где 𝜃(𝑡 − 𝑧) – функция Хевисайда, 𝑤̃(𝑧, 𝑡,𝜈) – непрерывная функция в области 𝑡 > 𝑧.
Тогда структура дополнительной информации будет аналогичной:

𝑔0(𝑡,𝜈) :=
1
𝑐0

𝛿(𝑡) +̂︀𝑔0(𝑡,𝜈)𝜃(𝑡).
Подcтавляя функцию (2.4) в уравнения (2.1)–(2.3) и приравнивая члены при

одинаковых особенностях (метод выделения оcобенноcтей), находим, что функция
𝑤̃(𝑧, 𝑡,𝜈) в облаcти 𝑡 > 𝑧 > 0 удовлетворяет уравнениям (𝑤 = 𝑤̃ для 𝑡 > 𝑧):

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+𝐻(𝜈)𝑤 − 1

𝑐0
ℎ(𝑡 − 𝑧)−
∫ 𝑡

𝑧

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑤(𝑧,𝜏,𝜈)𝑑𝜏, (2.5)

𝑤|𝑡=𝑧+0 = −
1
2𝑐0

(𝑟(0)−𝐻(𝜈)𝑧) := 𝛽(𝑧,𝜈), (2.6)

𝜕𝑤
𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=+0

= 0, (2.7)
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𝑤|𝑧=+0 =̂︀𝑔0(𝑡,𝜈) +∫ 𝑡
0

̂︀𝑘(𝑡 − 𝜏)̂︀𝑔0(𝜏,𝜈)𝑑𝜏 + 1
𝑐0

̂︀𝑘(𝑡). (2.8)

Таким образом, обратная задача определения 𝑢0(𝑥, 𝑡), 𝑘(𝑡) из равенcтв (1.11)–(1.13)
cводитcя к задаче определения 𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈), ̂︀𝑘(𝑡) из равенcтв (2.5)–(2.8).

В работе [Тотиева, 2022] показано, что обратная задача (2.5)–(2.8) эквивалентна
замкнутой системе нелинейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода в
области (𝑧, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 , 𝐷𝑇 = {(𝑧, 𝑡)| 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 − 𝑧} для непрерывных функций

[︂
𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈),

𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑧, 𝑡,𝜈), ℎ(𝑡),

̂︀𝑘(𝑡), ̂︀𝑘′(𝑡), ̂︀𝑘′′(𝑡)]︂.
В целях численной реализации полученную в работе [Тотиева, 2022] си-

стему интегральных уравнений удобнее представить в терминах вектор-функции
𝜙 = [𝜙1,𝜙2,𝜙3,𝜙4,𝜙5,𝜙6], связанной с искомыми величинами 𝑤,ℎ,̂︀𝑘 следующим об-
разом:

𝜙1(𝑧, 𝑡,𝜈) = 𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈), 𝜙2(𝑧, 𝑡,𝜈) =
𝜕𝑤
𝜕𝑡

(𝑧, 𝑡,𝜈) +
1
2𝑐0

ℎ(𝑡 − 𝑧)𝑧 − 1
2𝑐0

̂︀𝑘′(𝑡 − 𝑧),
𝜙3(𝑡) = ℎ(𝑡) + 2̂︀𝑘′′(𝑡), 𝜙4(𝑡) =̂︀𝑘(𝑡), 𝜙5(𝑡) =̂︀𝑘′(𝑡), 𝜙6(𝑡) =̂︀𝑘′′(𝑡) + ℎ(𝑡)− 𝑟00̂︀𝑘(𝑡), (*)

𝑟00 =
𝑟2(0)
4 −𝑟

′(0), где величины 𝑟(0), 𝑟 ′(0) известны и могут быть выражены через данные
задачи:

𝑟(0) = 2𝑐0̂︀𝑔0(0,𝜈), 𝑟 ′(0) = 𝜈2𝑐20 − 𝑐
2
0̂︀𝑔20 (0,𝜈) + 2𝑐0̂︀𝑔 ′0(0,𝜈).

Тогда в терминах 𝜙 систему интегральных уравнений можно записать в виде

𝜙1 = 𝜙01

+

∫ 𝑡

𝑧

[︃
𝜙2(𝑧,𝜏,𝜈)−

1
2𝑐0

𝑧(2𝜙6(𝜏 − 𝑧)−𝜙3(𝜏 − 𝑧) + 2𝑟00𝜙4(𝜏 − 𝑧)) +
1
2𝑐0

𝜙5(𝜏 − 𝑧)
]︃
𝑑𝜏, (2.9)

𝜙2 = 𝜙02 +
1
2

∫ 𝑡−𝑧

0
𝜙5(𝑡 − 𝑧 − 𝜏)̂︀𝑔0(𝜏,𝜈)𝑑𝜏 + 1

2

∫ 𝑧

0

[︃
𝐻(𝜈)𝜙1(𝜉, 𝑡 − 𝑧+ 𝜉,𝜈)

−
∫ 𝑡−𝑧

0
(2𝜙6(𝜏)−𝜙3(𝜏) + 2𝑟00𝜙4(𝜏))𝜙1(𝜉, 𝑡 − 𝑧+ 𝜉 − 𝜏,𝜈)𝑑𝜏

]︃
𝑑𝜉

+
1
2

∫
𝑡+𝑧
2

𝑧

[︃
𝐻(𝜈)𝜙1(𝜉, 𝑡 + 𝑧 − 𝜉,𝜈)− 1

𝑐0
(2𝜙6(𝑡 + 𝑧 − 2𝜉)−𝜙3(𝑡 + 𝑧 − 2𝜉) + 2𝑟00𝜙4(𝑡 + 𝑧 − 2𝜉))

−
∫ 𝑡+𝑧−2𝜉

0
(2𝜙6(𝜏)−𝜙3(𝜏) + 2𝑟00𝜙4(𝜏))𝜙1(𝜉, 𝑡 + 𝑧 − 𝜉 − 𝜏,𝜈)𝑑𝜏

]︃
𝑑𝜉,

(2.10)

𝜙3 = 𝜙03 − 2𝑐0
∫ 𝑡

0
(𝜙3(𝑡 − 𝜏)−𝜙6(𝑡 − 𝜏)− 𝑟00𝜙4(𝑡 − 𝜏))̂︀𝑔0(𝜏,𝜈)𝑑𝜏

−𝑐0
∫ 𝑡

0
(2𝜙6(𝜏)−𝜙3(𝜏) + 2𝑟00𝜙4(𝜏))𝛽

′
𝑡

(︂ 𝑡 − 𝜏
2

,𝜈
)︂
𝑑𝜏

+2𝑐0

∫ 𝑡/2

0

[︃
𝐻(𝜈)

𝜕𝑤
𝜕𝑡

(𝜉, 𝑡 − 𝜉,𝜈)

−
∫ 𝑡−2𝜉

0
(2𝜙6(𝜏)−𝜙3(𝜏) + 2𝑟00𝜙4(𝜏))

𝜕𝑤
𝜕𝑡

(𝜉, 𝑡 − 𝜉 − 𝜏,𝜈)𝑑𝜏
]︃
𝑑𝜉,

(2.11)

𝜙4 = 𝜙04 +

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)(𝜙3(𝑡 − 𝜏)−𝜙6(𝑡 − 𝜏)− 𝑟00𝜙4(𝑡 − 𝜏))𝑑𝜏, (2.12)
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𝜙5 = 𝜙05 +

∫ 𝑡

0
(𝜙3(𝑡 − 𝜏)−𝜙6(𝑡 − 𝜏)− 𝑟00𝜙4(𝑡 − 𝜏))𝑑𝜏, (2.13)

𝜙6 = 𝜙06 −
∫ 𝑡

0
(2𝜙6(𝜏)−𝜙3(𝜏) + 2𝑟00𝜙4(𝜏))𝜙6(𝜏)𝑑𝜏, (2.14)

здесь 𝜙01(𝑧,𝜈) = 𝛽(𝑧,𝜈), 𝜙02(𝑧, 𝑡,𝜈) =
1
2 (̂︀𝑔 ′0(𝑡 − 𝑧,𝜈)− 𝑟(0)̂︀𝑔0(𝑡 − 𝑧,𝜈)) + 1

4𝑐0
𝐻(𝜈),

𝜙03(𝑡,𝜈) = −2𝑐0
[︂̂︀𝑔 ′′0 (𝑡,𝜈)− 𝑟(0)̂︀𝑔 ′0(𝑡,𝜈) + 𝑟01̂︀𝑔0(𝑡,𝜈)− 1

2
𝐻(𝜈)𝛽

(︂ 𝑡
2
,𝜈

)︂]︂
,

𝜙04(𝑡) = −𝑟(0) + 𝑟01𝑡, 𝜙05(𝑡) = 𝑟01, 𝜙06(𝑡) = 0, 𝑟01 =
𝑟20 (0)
2
− 𝑟 ′0(0).

В системе интегральных уравнений (2.9)–(2.14) вместо величины 𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑧, 𝑡,𝜈) подра-

зумевается значение, которое легко выводится из (*):

𝜕𝑤
𝜕𝑡

(𝑧, 𝑡,𝜈) = 𝜙2(𝑧, 𝑡,𝜈)−
𝑧
2𝑐0

(2𝜙6(𝑡 − 𝑧)−𝜙3(𝑡 − 𝑧) + 2𝑟00𝜙4(𝑡 − 𝑧)) +
1
2𝑐0

𝜙5(𝑡 − 𝑧).

2.1. Численная реализация алгоритма

В области 𝐷𝑇 вводится равномерная сетка с шагом ∆𝑡 = 𝑇 /(2𝑁 ), 𝑁 – количество
точек разбиения отрезка [0,𝑇 /2]. Введем обозначения:

𝑧𝑛 = ∆𝑡(𝑛− 1), 𝑡𝑗 = ∆𝑡(𝑗 − 1), 𝜙𝑛𝑗
1,2 = 𝜙1,2(𝑧𝑛, 𝑡𝑗 ), 𝜙

𝑗
3,4,5,6 = 𝜙3,4,5,6(𝑡𝑗 ),

𝜙𝑖
01 = 𝜙01(𝑧𝑛,𝜈), 𝜙

𝑛,𝑗
02 = 𝜙02(𝑧𝑛, 𝑡𝑗 ,𝜈), 𝜙

𝑗
03,04 = 𝜙03,04(𝑡𝑗 ,𝜈), 𝑛 = 1,𝑁 +1, 𝑗 = 1,2𝑁 +1.

Следующие значения узлов сетки считаются известными:

𝜙1,1
1 = 𝜙01(0,𝜈), 𝜙

1,1
2 = 𝜙02(0,0,𝜈), 𝜙

1
3 = 𝜙03(0,𝜈), 𝜙

1
4 = −𝑟(0), 𝜙1

5 = 𝑟01,𝜙
1
6 = 0,

значения на прямой 𝑡 = 𝑧 также заданы:

𝜙𝑛,𝑛,𝜈
1 = 𝜙01(𝑧𝑛,𝜈), 𝜙𝑛,𝑛

2 = 𝜙02(𝑧𝑛, 𝑧𝑛) +
1
2
𝐻(𝜈)

∫ 𝑧𝑛

0
𝛽(𝜉)𝑑𝜉, 𝑛 = 1,𝑁 .

Вычислительный алгоритм заключается в следующем. Интегралы заменяются
на квадратурные формулы и вычисляются с помощью аппроксимаций формулами
прямоугольников, а сами интегральные уравнения после введения равномерной сетки
превращаются в рекуррентные формулы. Например, для первого уравнения расчетная
формула будет выглядеть следующим образом:

𝜙
𝑛,𝑗+1
1 = 𝜙𝑛

01 +∆𝑡

𝑗∑︁
𝑘=𝑛

[︃
𝜙𝑛,𝑘
2 −

𝑛∆𝑡
2𝑐0

(︁
−𝜙𝑘+1−𝑛

3 +2𝜙𝑘+1−𝑛
6 +2𝑟00𝜙

𝑘+1−𝑛
4

)︁
+

1
2𝑐0

𝜙𝑘+1−𝑛
5

]︃
.

Во втором интегральном уравнении считаем узел 𝜙
𝑛,𝑗+1
1 уже известным:

𝜙
𝑛,𝑗+1
2 = 𝜙

𝑛,𝑗+1
02 +

∆𝑡
2

𝑗∑︁
𝑘=𝑛

𝜙
𝑗−𝑘+1
5 𝑔((𝑘 −𝑛)∆𝑡) + ∆𝑡

2

𝑛∑︁
𝑙=1

[︃
𝐻(𝜈)𝜙𝑙,𝑗+1−𝑛+𝑙

1

−∆𝑡
𝑗+1−𝑛∑︁
𝑘=1

(−𝜙𝑘
3 +2𝜙𝑘

6 + 𝑟01𝜙
𝑘
4)𝜙

𝑙,𝑗+1−𝑛+𝑙−𝑘
1

]︃
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+
∆𝑡
2

[(𝑛+𝑗)/2]∑︁
𝑙=𝑛

[︃
𝐻(𝜈)𝜙𝑙,𝑗+1+𝑛−𝑙

1 − 1
𝑐0(+0)

(︂
−𝜙𝑛+𝑗+1−2𝑙

3 +2𝜙𝑛+𝑗+1−2𝑙
6 +2𝑟00𝜙

𝑛+𝑗+1−2𝑙
4

)︂

−∆𝑡
𝑗+1+𝑛−2𝑙∑︁

𝑘=1

(−𝜙𝑘
3 +2𝜙𝑘

6 +2𝑟00𝜙
𝑘
4)𝜙

𝑙,𝑗+1+𝑛−𝑙−𝑘
1

]︃
.

Остальные рекуррентные формулы для (2.11)–(2.14) строятся аналогичным обра-
зом.

3. Алгоритм определения функций 𝑎1(𝑥3) и 𝑢1(𝑥, 𝑡)

Далее для краткой запиcи определим билинейный интегральный оператор 𝐿 по
формуле

𝐿[𝑘(𝑡),𝑢(·, 𝑡)] = 𝑢(·, 𝑡) +
∫ 𝑡

0
𝑘(𝑡 − 𝜏)𝑢(·, 𝜏)𝑑𝜏.

В равенствах (1.14)–(1.17) перейдем от функций 𝑢0(𝑥2,𝑥3, 𝑡) и 𝑢1(𝑥2,𝑥3, 𝑡) к их
образам Фурье 𝑢𝑗 (𝑥3, 𝑡,𝜈) := 𝐹𝑥2 [𝑢𝑗 ](𝑥3, 𝑡,𝜈), 𝑗 = 0,1. Тогда обратная задача (1.14)–(1.17)
в терминах функции 𝑢1 перепишетcя в виде

𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

= 𝐿

[︃
𝑘,𝑎0

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥23

− 𝜈2𝑎0𝑢1
]︃
+𝐿

[︃
𝑘, 𝑖

𝜕
𝜕𝑥3

(︃
𝑎1(𝑥3)

𝜕𝑢0𝜈
𝜕𝑥3

)︃
− 𝑖𝜈𝑎1(𝑥3)𝑢0 − 𝑖𝜈2𝑎1(𝑥3)𝑢0𝜈

]︃
, (3.1)

𝑢1 |𝑡<0≡ 0,  L

[︃
𝑘, 𝑖𝑎1(+0)

𝜕𝑢0𝜈
𝜕𝑥3

+ 𝑎0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

]︃⃒⃒⃒⃒
𝑥3=+0

= 0, (3.2)

𝑢1(0, 𝑡,𝜈) = 𝑔1(𝑡,𝜈), 𝑡 > 0. (3.3)

Пусть 𝑉 (𝑧, 𝑡,𝜈) = 𝐿
[︁
𝑘,𝑢1(

√
𝑎0𝑧, 𝑡,𝜈)

]︁
exp(𝑟(0)𝑡/2). Принимая во внимание равенство

(2.4) и свойства решения задачи разд. 2 𝑢0,𝑢0𝜈 , можно переписать задачу (3.1)–(3.3)
в cледующем виде для 𝑧 > 0

𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
+𝐻(𝜈)𝑉 −
∫ 𝑡

𝑧

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑉 (𝑧,𝜏,𝜈)𝑑𝜏 − 𝑖𝜈𝑐1(𝑧)
(︃
1
𝑐0

𝛿(𝑡 − 𝑧) +𝑤(𝑧, 𝑡,𝜈)𝜃(𝑡 − 𝑧)
)︃

−𝑖𝜈2𝑐1(𝑧)𝑤𝜈(𝑧, 𝑡,𝜈) +
𝑖

𝑐20
𝑐′1(𝑧)

𝜕𝑤𝜈

𝜕𝑧
+

𝑖

𝑐20
𝑐1(𝑧)

𝜕2𝑤𝜈

𝜕𝑧2
,

(3.4)

𝑉 |𝑡<𝑧≡ 0,
𝜕𝑉
𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=+0

= 0, (3.5)

𝑉 |𝑡=𝑧= 0, 𝑉 |𝑧=0= 𝐿
[︁̂︀𝑘,̂︀𝑔1(𝑡,𝜈)]︁, (3.6)

где
𝑐1(𝑧) = 𝑎1(

√
𝑎0𝑧), ̂︀𝑔1(𝑡,𝜈) = 𝑔1(𝑡,𝜈)exp(𝑟(0)𝑡/2).

Таким образом, мы свели обратную задачу определения 𝑎1(𝑥3), 𝑢1(𝑥, 𝑡) из равенcтв
(1.14)–(1.17) к задаче определения 𝑐1(𝑧),𝑉 (𝑧, 𝑡,𝜈) из равенcтв (3.4)–(3.6).

Можно показать, используя формулу Даламбера и условия (3.5), (3.6), что
начально-краевая задача (3.4)–(3.6) эквивалентна следующей системе интегральных
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уравнений Вольтерра второго рода в области 𝐷𝑇 относительно 𝑉 (𝑧, 𝑡,𝜈), 𝜕𝑉
𝜕𝑡 (𝑧, 𝑡,𝜈), 𝑐1(𝑧),

𝑐′1(𝑧):

𝑉 (𝑧, 𝑡,𝜈) =
1
2

(︁
𝐿
[︁̂︀𝑘,̂︀𝑔1(𝑡 − 𝑧,𝜈)]︁+𝐿

[︁̂︀𝑘,̂︀𝑔1(𝑡 + 𝑧,𝜈)
]︁)︁
− 𝑖𝜈
2𝑐0

𝑡+𝑧
2
∫

𝑡−𝑧
2

𝑐1(𝜉)𝑑𝜉

+
1
2

𝑧
∫

0

∫ 𝑡+𝑧−𝜉

𝑡−𝑧+𝜉

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝐻(𝜈)𝑉 (𝜉,𝜏,𝜈)− 𝑐1(𝜉)𝑁 (𝜉,𝜏,𝜈) +
𝑖

𝑐20
𝑐′1(𝜉)

𝜕𝑤𝜈

𝜕𝑧
(𝜉,𝜏,𝜈)

−
∫ 𝜏

𝜉

ℎ(𝜏 − 𝜂)𝑉 (𝜉,𝜂,𝜈)𝑑𝜂

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝑑𝜏𝑑𝜉 := 𝐹[𝑉 ,𝑐1, 𝑐
′
1],

(3.7)

𝑐′1(𝑧) =
1

𝑀(𝑧)
𝐿
[︁̂︀𝑘,̂︀𝑔 ′1𝜈(2𝑧,𝜈)]︁′ − 𝑁 (𝑧,𝑧,𝜈)

2𝑀(𝑧)
𝑐1(𝑧)

+
1

𝑀(𝑧)

𝑧
∫

0

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝐻(𝜈)
𝜕𝑉
𝜕𝑡

(𝜉, 𝑡 − 𝜉,𝜈)− 𝑐1(𝜉)
𝜕𝑁
𝜕𝑡

(𝜉, 𝑡 − 𝜉,𝜈)

+
𝑖

𝑐20
𝑐′1(𝜉)

𝜕2𝑤𝜈

𝜕𝑡𝜕𝑧
(𝜉,𝜏,𝜈)−
∫ 2𝑧−2𝜉

0
ℎ(𝜏)

𝜕𝑉
𝜕𝑡

(𝜉,2𝑧 − 𝜉 − 𝜏,𝜈)𝑑𝜏

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝑑𝜉,
(3.8)

𝑐1(𝑧) = 𝑐1(0) +

∫ 𝑧

0
𝑐′1(𝜉)𝑑𝜉, (3.9)

𝜕𝑉
𝜕𝑡

(𝑧, 𝑡,𝜈) =
𝜕
𝜕𝑡

𝐹[𝑉 ,𝑐1, 𝑐
′
1], (3.10)

где 𝑀(𝑧) := 𝑖𝜈
[︁
1+ 1

4𝑐0

]︁
, 0 при выполнении условия 𝜈 , 0,

𝑁 (𝜉,𝜏,𝜈) := 𝑖
[︂
𝜈𝑤(𝜉,𝜏,𝜈) + 𝜈2𝑤𝜈 −

1

𝑐20

𝜕2𝑤𝜈

𝜕𝑧2
(𝜉,𝜏,𝜈)

]︂
, 𝑐1(0) =

2𝑐0
𝑖𝜈

̂︀𝑔 ′1(0,𝜈).

Рис. 1. Функция памяти 𝑘(𝑡) (пунктирная линия – численное решение, сплошная линия –
аналитическое решение).
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Рис. 2. Функция памяти 𝑘(𝑡) при 𝜔 = 1 (сплошная линия – 𝑐0 = 100 м/с, пунктирная линия –
𝑐0 = 150 м/с и точечная линия – 𝑐0 = 200 м/с).

Уравнения (3.9), (3.10) очевидны и используются для замыкания системы (3.7),
(3.8). Переходя к дискретному аналогу интегральной системы аналогично тому, как
это было сделано в разд. 2, можно рассчитать компоненту 𝑐1(𝑧).

4. Анализ численных результатов

Результаты численных расчетов были получены для следующих входных данных:

отклик 𝑈 (𝑥2, 𝑡) = 𝑒−(𝑥2−1)
2
𝑓 (𝑡), 𝑔0(𝑡,𝜈) = 𝑓 (𝑡)

√
2𝑒−

𝜈2
4 cos𝜈, 𝑔1(𝑡,𝜈) = 𝑓 (𝑡)𝑖

√
2𝑒−

𝜈2
4 sin𝜈.

Для анализа точности вычислений представленного алгоритма и, в частности,
функции 𝑘(𝑡) ≡ 𝜙4(𝑡), были проведены тестовые расчеты (рис. 1). Для сравнения
представлена функция 𝑘(𝑡) (пунктирная линия), рассчитанная из системы при таких
входных параметрах (𝜈 = 1, 𝑐0 = 1 м/с, 𝑓 (𝑡) ≡ 𝑡2), что возможно получение аналитиче-

Рис. 3. Функция памяти 𝑘(𝑡) при 𝜔 = 2 (сплошная линия – 𝑐0 = 100 м/с, пунктирная линия –
𝑐0 = 150 м/с и точечная линия – 𝑐0 = 200 м/с).
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ского решения системы интегральных уравнений [Durdiev и Totieva, 2023] (сплошная
линия), а именно,

𝑘(𝑡) = −4
5
𝑒3

1/3𝑡 + 𝑒−
31/3
2 𝑡

(︃
−16

5
cos

(︂31/6𝑡
2

)︂
+
2
√
3

5
sin

(︂31/6𝑡
2

)︂)︃
.

Как видно из рис. 1, аналитическое решение и решение, рассчитанное по квадра-
турным формулам, находятся в хорошем соответствии. Относительная погрешность
разности значений двух представленных графиков не превышает 10%.

На рис. 2, 3, 4 приведены результаты расчетов функции 𝑘(𝑡) при 𝑓 (𝑡) = 𝑡6𝑒−5𝑡 sin(𝜔𝑡)
и 𝜔 = 1,2,3 соответственно. Здесь сплошная линия соответствует значению 𝑐0 = 100 м/с,
пунктирная линия – 𝑐0 = 150 м/с и точечная линия – 𝑐0 = 200 м/с.

Рис. 4. Функция памяти 𝑘(𝑡) при 𝜔 = 3 (сплошная линия – 𝑐0 = 100 м/с, пунктирная линия –
𝑐0 = 150 м/с и точечная линия – 𝑐0 = 200 м/с).

Рис. 5. Частота 𝑐1(𝑧) (сплошная линия соответствует 𝑘(𝑡) , 0, пунктирная линия – 𝑘(𝑡) = 0).
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Как видно из рис. 2, 3, 4, с увеличением частоты значения функции памяти
увеличиваются, причем по-разному в зависимости от скорости волн. С увеличением
скорости поперечных волн, наоборот, значения функции памяти уменьшаются. То есть
при преобладании вязких свойств последействие среды усиливается.

На рис. 5 изображен график функции 𝑐1(𝑧) с учетом памяти (сплошная линия)
и без (пунктирная линия). Как видно, при учете памяти среды наблюдаются колебания
частоты (сплошная линия), что позволяет более точно прогнозировать поведение
вязкоупругих сред.

5. Заключение

В работе рассмотрена обратная задача численного определения памяти (ядра
интегрального оператора свертки) вязкоупругой среды в изотропном полупространстве
и скорости распространения поперечных волн при воздействии на границу полупро-
странства направленной мгновенной силы, представляющей собой шнуровой источник.
В качестве дополнительной информации задается отклик на заданное воздействие поля
смещений на границе полупространства. Анализ численных результатов показал, что
ядро интегрального оператора (функция памяти) чувствительно к средней скорости
распространения упругих поперечных волн в среде, что согласуется с тем, что вязко-
упругие свойства среды проявляются в средах с небольшими скоростями поперечных
волн. Также наблюдается усиление последействия с увеличением временного интервала.
При изменении частоты отклика в графике функции 𝑘(𝑡) меняется количество локаль-
ных экстремумов. Искомая частота 𝑐1(𝑧) при отсутствии последействия затухает после
1 секунды, тогда как при ненулевой памяти наблюдаются колебания, которые увеличи-
ваются с течением времени. Учет последействия среды позволяет точнее описывать
динамику вязкоупругих сред при заданных воздействиях, что актуально, в частности,
при предварительной оценке с целью выполнения сейсморазведочных работ. Таким
образом, результаты данного исследования позволяют решить сейсмическую задачу
определения скорости (зависящей от двух пространственных переменных) распро-
странения волн в вязкоупругой горизонтально-неоднородной геологической среде по
исходным сейсмическим данным.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 23-27-00264, https://rscf.ru/project/23-27-00264/.
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The numerical method for two-dimensional inverse dynamic seismic problem for a viscoelastic
isotropic medium is presented. The system of differential equations of elasticity for isotropic medium
of memory type is considered as a mathematical model. The unknown values are the displacement,
the memory function of the medium (the kernel of the integral term) and the propagation velocity
of elastic waves in a weakly horizontally inhomogeneous medium. Additional information for the
inverse problem is the response displacement measured on the surface. The method is based on
reducing the inverse problem to a system of Volterra-type integral equations and their sequential
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