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В рамках шестимерного формализма Коши впервые обнаружены ано­
мальные поверхностные волны, возникающие при неполупростом вы­
рождении фундаментальной матрицы. Условие неполупростого вырож­
дения получено в явной форме для волн Лэмба, распространяющихся 
в слое с произвольной упругой анизотропией и свободными границами. 
Получен новый тип дисперсионного уравнения и соответствующее дис­
персионное решение. Обсуждается связь с поверхностными волнами 
нерэлеевского типа.
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1. Введение. Установлено, что в некоторых случаях анизотропии экспо­
ненциально затухающая с глубиной рэлеевская волна превращается в более 
сложную волну, в которой вариация по глубине определяется некоторым 
полиномом, умноженным на экспоненту [1–6]. Такая волна известна, как 
волна нерэлеевского типа [7, 8]. Для анализа волн Рэлея в анизотропных 
средах разработано несколько методов. 

1.1. Полупростая фундаментальная матрица. Ниже рассматривается бо­
лее простой случай волн Рэлея, распространяющихся в анизотропном по­
лупространстве с полупростой фундаментальной матрицей.

1.1.1. Трехмерный формализм. Исторически первым появился трехмер­
ный формализм, используемый для решения обыкновенного матрично­
го дифференциального уравнения второго порядка, полученного путем 
подстановки представления для гармонической плоской волны [9]
	 ( )( , ) ( ) exp ( )t ir ir ct= ⋅ ⋅ -u x m x n x 	 (1.1)
в уравнение движения для анизотропной упругой среды

	 ( , ) ( , ),2div ttt t⋅ ⋅ ∇ = ρ∂x xC u x u x 	 (1.2)
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где u – поле смещения; m – амплитуда вектора; ν и n – единичные векторы, 
см. рис. 1; r – волновое число; c – фазовая скорость; t – время; C – тензор 
упругости четвертого порядка, предполагаемый строго эллиптичным; ρ – 
плотность материала; двойные точки в уравнении (1.2) означают свертку по 
двум индексам; i = √—-1. 

Подставляя представление (1.1) в уравнение (1.2), получаем искомое обык­
новенное уравнение второго порядка; см. [7, 10–15]:

	 ( ) ( ) ,2
1 2 3 0xx x x∂ + ∂ + ⋅ =A A A m 	 (1.3)

где
	 x ir= ⋅ x 	 (1.4)
и

	 , , ,2
1 2 3 c= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ - ρA C A C n n C A n C n I   + 	 (1.5)

здесь I – единичный тензор второго порядка (3 × 3-матрица). Общее решение 
уравнения имеет вид [16]:

	 ( ) ,
3

1

k x
k k

k

x C eg

=

= ∑m m 	 (1.6)

где Ck – произвольные комплексные коэффициенты, определяемые с точно­
стью до множителя из граничных условий; mk – собственные векторы 
комплексной матрицы

	 ( )2
1 2 3 0.k k kg + g + ⋅ =A A A m 	 (1.7)

В множители gk являются корнями соответствующего уравнения 
Кристоффеля:

Рис. 1. Полупространство; n – волновой вектор; ν – единичная нормаль к свободной 
границе.
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	 ( )det .2
1 2 3 0k kg + g + =A A A 	 (1.8)

Заметим, что только корни с положительной мнимой частью обеспечивают 
затухание с глубиной волн Рэлея [14]. Также было обнаружено [7, 8], что для 
некоторых типов упругой анизотропии два собственных вектора уравнения 
могут совпадать, что приводит к необходимости введения обобщенного соб­
ственного вектора [17]; этот случай, известный как неполупростое вырожде­
ние, более подробно рассматривается в разделе 2.

1.1.2. Шестимерные формализмы. Известны два шестимерных формализ­
ма: формализм Стро [15, 16], см. также [1–6, 18–25], и формализм Коши [26, 
27]. Оба эти формализма эквивалентны в терминах дисперсионных уравнений 
[28]. При рассмотрении формализма Коши вводится новый 6-вектор

	
( )

( ) ,
( )
x

x
x

 
=  
 

m
Y

w
	 (1.9)

где
	 ( ) ( ).xx x= ∂w m 	 (1.10)

С учетом (1.10), уравнение (1.3) в терминах вектора Y приобретает вид:

	 ( ) ( )x x x∂ = ⋅Y G Y ,	 (1.11)
где G – фундаментальная матрица [28] 

	 ,
1 1

1 3 1 2
- -

 
=   - ⋅ - ⋅ 

0 I
G

A A A A
	 (1.12)

см. в [1–6, 24, 25] для его аналога в формализме Стро. Осуществляя приведе­
ние фундаментальной матрицы G к Жордановой нормальной форме, дает [17]

	 1,-= ⋅ ⋅G W D W 	 (1.13)
где W – матрица 6 × 6, содержащая либо собственные векторы, если G полу­
простая, либо собственные и обобщенные собственные векторы, если G не­
полупростая; в обоих случаях W не ортогональна ввиду несимметричности G, 
кроме того, W невырожденная матрица [17]; матрица D либо диагональная, 
если G полупростая, либо D содержит как диагональные элементы, так и жор­
данов(ы) блок(и).

Случай полупростой матрицы G и, соответственно, диагональной матри­
цы D приводит к общему решению уравнения, которое можно представить 
в виде [16]:
	 ( )( ) ;...; ,61 1

0diag xxx e egg -= ⋅ ⋅ ⋅Y W W Y 	 (1.14)

где gk, k  = 1, .., 6 – собственные значения фундаментальной матрицы G; Y0 – 
произвольный 6-вектор, определяемый граничными условиями. Уравнение 
вместе с граничным условием на свободной границе при x  = 0 дает:
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	 ( )( ) ; ( ) .4 10 0
0

x x
x x= =

≡ ⋅ =t A A Y 	 (1.15)
Наряду с условием (0.15), необходимо условие затухания Зоммерфельда 

при x  →  ∞ [29, 30]:
	 ( ) ,0

x
x →-∞ =Y 	 (1.16)

обеспечивающее экспоненциальное затухание с глубиной для волн Рэлея [31, 
32]. Отметим, что условие (1.16) подразумевает, что в решении могут сохра­
няться только собственные значения с положительной мнимой частью.

1.2. Неполупростая фундаментальная матрица. Как уже отмечалось ранее, 
случай неполупростого вырождения фундаментальной матрицы приводит 
к появлению волн нерэлеевского типа [1–8, 33, 34, 35] с более сложным по­
лем смещений, имеющих следующую поляризацию [7, 8]:

	 ( )( ) ,1 2
1 1 2 2 3 2

x xx C e C C x eg g= + +m m m g 	 (1.17)
где g1 – некратное собственное значение с Im(g1) > 0, которое соответству­
ет истинному собственному вектору m1; g2 – кратное собственное значе­
ние с Im(g2) > 0, которое соответствует истинному собственному вектору m2 
и обобщенному собственному вектору g2. Заметим, что векторы m1, m2 и g2 
являются линейно независимыми [2, 36]. Наконец, случай двух жордановых 
блоков третьего порядка приводит к следующему вектору поляризации:

	 ( )( ) ,12
1 1 2 1 3 2

xx C C x C x eg= + +m m g g 	 (1.18)
где g1 – кратное собственное значение с Im(g1) > 0, которое соответствует ис­
тинному собственному вектору m1 и двум обобщенным собственным векто­
рам g1 и g2. Аналогично предыдущему случаю, векторы m1, g1 и g2 являются 
линейно независимыми [36]. Как показано в разделе 2, в случае волн Лэмба 
допустимы только жордановы блоки второго ранга.

Замечание 1.2. Физическую ситуацию, приводящую к неполупростому вы­
рождению матрицы (появлению жорданова блока), можно продемонстри­
ровать, рассмотрев собственные векторы следующей однопараметрической 
2 × 2-матрицы:

	 .
1 1

1

 
=  a 

A 	 (1.19)

Заметим, что при a = 0 рассматриваемая матрица становится не полупро­
стой, но при a ≠ 0 она полупростая и имеет два собственных вектора:

	 ; .1 2

1 1

1 1

1 1

-   
   + a + a   = =
   a a
   + a + a   

m m 	 (1.20)

Скалярное произведение этих собственных векторов имеет вид:

	 .1 2
1

1
a -

⋅ =
+ a

m m 	 (1.21)
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И при a → 0 скалярное произведение m1 · m2  →  -1, что означает, что эти 
собственные векторы коллинеарны и направлены в противоположные сторо­
ны. Таким образом, вблизи неполупростого вырождения собственные векто­
ры (в нашем случае парциальные волны), будучи изначально линейно неза­
висимыми, начинают вырождаться.

1.3. Постановка задачи. В данной работе с помощью шестимерного форма­
лизма Коши в сочетании с методом экспоненциальных матриц анализирует­
ся дисперсия волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном 
слое со свободными границами и при неполупростом вырождении фундамен­
тальной матрицы. Анализ полей перемещений показывает, что они в значи­
тельной степени зависят от нормальной жордановой формы фундаменталь­
ной матрицы, которая может быть как полупростой, так и неполупростой, см. 
(1.6) и (1.17). В следующем разделе анализируется подробная спектральная 
структура фундаментальной матрицы и соответствующее экспоненциальное 
представление для волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизо­
тропном слое со свободными границами.

2. Формализм Коши для волн Лэмба. Ниже анализируются волны Лэмба, 
распространяющиеся в однородном слое со свободными границами, рис. 2.

2.1. Спектральный анализ фундаментальной матрицы.
2.1.1. Разложение по жордановой нормальной форме. Полупростая фунда­

ментальная матрица G, допускающая нормальную жорданову форму

	 ( ) 1
1 6diag ;...; -= ⋅ g g ⋅G W W 	 (2.1)

и экспоненциальное общее решение, задаваемое уравнением (1.14), имеет 
собственные значения gk, k  = 1, ..., 6, которые в случае волн Лэмба могут быть 
как вещественными, так и комплексными числами, без необходимости на­
кладывать какие-либо ограничения на мнимую часть, поскольку условие за­
тухания Зоммерфельда (1.16) для волн Лэмба не требуется [28]. Заметим так­
же, что поскольку G – вещественная матрица, все комплексные собственные 
значения должны появляться в комплексно-сопряженных парах [17].

2.1.2. Характеристические полиномы. Характеристический многочлен мат­
рицы G имеет вид:
	 ( )( ) det ,0P g ≡ - g =G 1 	 (2.2)

Рис. 2. Однородный анизотропный слой со свободными границами толщиной 2h.



198	 КАРАКОЗОВА, КУЗНЕЦОВ

где 1 обозначает единичную матрицу 6 × 6. Учитывая, что матрица G имеет 
блочную структуру, заданную уравнением (1.12), характеристический поли­
ном становится [37]
	 ( )( ) det .2 1 1

1 2 1 3 0P - -g = g + g ⋅ - ⋅ =I A A A A 	 (2.3)

Уравнение показывает, что g = 0 является собственным значением, когда

	 ( ).2
3Spcρ ∈ A 	 (2.4)

Действительно, из условия (2.4), det( ) ,1
1 3 0- ⋅ =A A  поэтому g = 0 становится 

корнем уравнения (2.3). 
2.1.3. Спектральный анализ. Замечание о блочной структуре матрицы G и 

блочной структуре вектора Y позволяет записать для собственного вектора

	  
=  
 

m
Y

w
	 (2.5)

соответствующее уравнение:

	 ,     
g = ⋅     
     

m 0 I m

w M N w
	 (2.6)

где 

	 ; .1 1
1 3 1 2
- -= - ⋅ = - ⋅M A A N A A 	 (2.7)

Из уравнения следует
	 g =m w 	 (2.8)
и 
	 ,g = ⋅ + ⋅w M m N w 	 (2.9)

откуда	 ( ) .2g = + g ⋅m M N m 	 (2.10)
Умножение обеих сторон уравнения на A1, а затем свертка с вектором m 

дают скалярный многочлен

	 ,2 0a b cg + g + = 	 (2.11)
где 
	 ; ; .1 2 3a b c= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅m A m m A m m A m 	 (2.12)

Уравнения гарантируют, что коэффициенты a, b и c являются веществен­
ными, а из-за предполагаемой сильной эллиптичности тензора упругости, 
a  > 0. Теперь из уравнения следует, что собственные значения удовлетворяют 
следующему соотношению:

	 .
2

22 4

b b c
a aa

g = - ± - 	 (2.13)
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Необходимо отметить, что (2.13) не является уравнением для нахождения 
собственных значений, так как уравнение (2.13) содержит лишь часть соот­
ветствующего собственного вектора. Однако уравнение (2.13) показывает, что 
для конкретного собственного вектора (2.5) выражение в правой части (2.13) 
может соответствовать либо некратному корню, если дискриминант не ра­
вен нулю, либо кратному корню, если дискриминант обращается в нуль. По­
следний случай соответствует неполупростому вырождению фундаменталь­
ной матрицы G. Таким образом, единственным неполупростым вырождением 
фундаментальной матрицы G может быть вырождение второго ранга, а в фун­
даментальной матрице может быть не более трех блоков Жордана.

2.2. Экспоненциальные решения. 
2.2.1. Полупростая фундаментальная матрица. Экспоненциальное решение 

для волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном слое, в 
случае полупростой фундаментальной матрицы G совпадает с соответствую­
щим экспоненциальным решением для волн Рэлея, которое дается уравне­
нием (0.22).

2.2.2. Неполупростые фундаментальные матрицы. Если фундаментальная 
матрица G содержит жордановы блоки, то соответствующие экспоненциаль­
ные решения имеют вид:

A. Одиночный блок Жордана

	 ( ) ;...; ; .
5

1 4

5 5

1
0

0
diag

x
x x

x x

e
x e e

xe e

g
g g -

g g

  
 = ⋅ ⋅ ⋅     

Y W W Y 	 (2.14)

Последний (столбец) вектор в W – это обобщенный собственный вектор, 
который ортогонален первым пяти собственным векторам [36].

Б. Два жорданова блока

	 ( ) ; ; ; .
3 5

1 2

3 3 5 5

1
0

0 0
diag

x x
x x

x x x x

e e
x e e

xe e xe e

g g
g g -

g g g g

    
 = ⋅ ⋅ ⋅           

Y W W Y 	 (2.15)

При этом два (столбца) вектора в W, а именно четвертый и шестой, яв­
ляются обобщенными собственными векторами, которые ортогональны друг 
другу и другим собственным векторам.

В. Три жорданова блока

    ( ) ; ; .
3 51

1 1 3 3 5 5

1
0

0 0 0
diag

x xx

x x x x x x

e e e
x

xe e xe e xe e

g gg
-

g g g g g g

     
 = ⋅ ⋅ ⋅                

Y W W Y 	 (2.16)

При этом три (столбца) вектора в W, а именно второй, четвертый и шестой, 
являются обобщенными собственными векторами, которые ортогональны 
друг другу и другим собственным векторам.

2.2.3. Поля смещения для неполупростых фундаментальных матриц. Если 
фундаментальная матрица G содержит жордановы блоки, то соответствую­
щие экспоненциальные решения имеют вид:

A. Одиночный жорданов блок

	 ( ) ... ( ) ,5 51 4
1 1 4 4 5 5 6 61x xx xx C e C e C e x C eg gg g= + + + + +m m m m m 	 (2.17)
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где m1,...,m5 – “верхние” части собственных векторов, а m6 – “верхняя” часть 
обобщенного собственного вектора, см. [16, 36].

Б. Два жорданова блока

	
( ) ( )

( ) ,

3 31 2

5 5

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6

1

1

x xx x

x x

x C e C e C e x C e

C e x C e

g gg g

g g

= + + + + +

+ + +

m m m m m

m m
	

(2.18)

где m1, m2, m3, m5 – “верхние” части собственных векторов, а m4, m6 – “верх­
ние” части обобщенных собственных векторов.

В. Три жорданова блока

	
( ) ( )

( )
( )

,

3 31 1

5 5

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6

1 1

1

x xx x

x x

x C e x C e C e x C e

C e x C e

g gg g

g g

= + + + + + +

+ + +

m m m m m

m m
	

(2.19)

где m1, m3, m5 – “верхние” части собственных векторов, а m2, m4, m6 – “верх­
ние» части обобщенных собственных векторов.

Замечание 2.2. Ввиду уравнений (1.4), (2.12) и (2.13), экспонента egk x, соот­
ветствующая жордановым блокам, является чисто мнимой

	 sin( ),k x
ke i rg = g ⋅ x 	 (2.20)

поскольку соответствующий γk – вещественный, что вытекает из уравнения 
(2.13). Аналогично соответствующий собственный вектор и обобщенный соб­
ственный вектор также должны быть чисто мнимыми, поскольку уравнение 
содержит только вещественные матрицы. Рассмотрим теперь комплексный 
скалярный коэффициент Ck:
	 k k kC i= a + b 	 (2.21)
с ak, bk ≠ 0, тогда вещественная часть выражения Ckmkegkx(1 + x) становится

	 ( ) ( ) ( ) ( )Re ( ) sin Im .1k x
k k k k k kC e x r rg + = b ⋅ - a g ⋅m x x m  	 (2.22)

Уравнение показывает, что частичное решение ( ),1k x
k kC e xg +m  соответ­

ствующее жорданову блоку, не является ни симметричным, ни асимметрич­
ным относительно срединной плоскости x  = 0. Таким образом, решения, свя­
занные с жордановыми блоками, могут привести к новому типу волн Лэмба 
“смешанного режима”.

2.3. Уравнение дисперсии.
2.3.1. Импедансная матрица. Введем матрицу акустического импеданса 6×6 

[28, 38]:

	 ,
4 1

 
=  
 

I 0
Z

A A
	 (2.23)

	 .4 = ⋅ ⋅A C nν 	 (2.24)
Матрица Z преобразует 6-вектор Y(x) в 6-вектор, состоящий из перемеще­

ний и поверхностных сил, действующих на горизонтальную плоскость в точке 
x = const:
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( )

( ).
( )
x

x
x

 
= ⋅ 

 

m
Z Y

t
	 (2.25)

Заметим, что Y(x) определяется одним из уравнений (1.14), (2.14)–(2.16) и 
поэтому в значительной степени зависит от нормальной жордановой формы 
матрицы G.

2.3.2. Дисперсионное уравнение. Независимо от полупростоты или неполу­
простоты фундаментальной матрицы G, дисперсионное уравнение для волн 
Лэмба в слое со свободными границами можно представить в виде [28, 38]:

	 ( ) ( )( )det ; exp ,12 0irh -  
⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ =  

  

I
0 I Z G Z

0
	 (2.26)

где согласно уравнениям (0.14), (0.35)–(0.37) экспонента матрицы exp(-2irhG) 
зависит от ее нормальной жордановой формы.

Заключение. Настоящее исследование посвящено спектральному анализу 
волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном слое со сво­
бодными границами. Проведенный анализ показывает возможность непо­
лупростого вырождения фундаментальной матрицы. Выявлена возможность 
появления жордановых блоков, отмечено, что жордановы блоки могут быть 
максимально второго ранга. Также впервые получены поля перемещений для 
случая неполупростого вырожденияе. Показано, что при неполупростом вы­
рождении фундаментальной матрицы возникают волны Лэмба, напоминаю­
щие волны нерэлеевского типа. Одним из отличительных свойств обнаружен­
ных волн является их необычная поляризация. Как показывают уравнения 
(2.17)–(2.19), мода волн Лэмба, соответствующая жорданову блоку, не являет­
ся ни симметричной, ни асимметричной; см. замечание 2.2.

Проведенный анализ основан на шестимерном формализме Коши в со­
четании с методом экспоненциальных матриц и спектральным разложением 
фундаментальной матрицы. Исследование полей смещений показывает, что 
они в значительной степени зависят от жордановой нормальной формы фун­
даментальной матрицы, которая может быть как полупростой, так и непо­
лупростой. Можно ожидать, что этот анализ послужит лучшему пониманию 
возможных спектральных и дисперсионных аномалий волн Лэмба, распро­
страняющихся в анизотропных пластинах [39], а также выявлению условий 
аномального затухания волн Лэмба по глубине [40, 41]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон­
да, грант 24-49-02002.
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NON-SEMISIMPLE DEGENERACY OF LAMB WAVES
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Abstract – Anomalous guided waves appearing at a non-semisimple degeneracy 
of the fundamental matrix are observed and analysed in the framework of the 
Cauchy sextic formalism. The non-semisimple degeneracy condition is explicitly 
constructed for the most general case of Lamb waves propagating in a traction-
free layer with arbitrary elastic anisotropy. A new type of dispersion equation and 
the corresponding dispersion solution are obtained. The connection with surface 
waves of the non-Rayleigh type is discussed. 
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