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Построено новое замкнутое решение неосесимметричной связанной 
нестационарной задачи термоэлектроупругости для длинного пьезоке-
рамического цилиндра при удовлетворении граничных условий тепло-
проводности 1-го и 3-го рода. Цилиндрические поверхности элемента 
электродированы и подключены к измерительному прибору с большим 
входным сопротивлением. Ограничение скорости изменения темпера-
турного поля на внутренней поверхности цилиндра позволяет включить 
в математическую формулировку задачи уравнения равновесия, элек-
тростатики и теплопроводности. Для исследования полученной неса-
мосопряженной системы уравнений и построения замкнутого решения 
применяется обобщенное биортогональное конечное интегральное пре-
образование. Полученные зависимости позволяют определить темпера-
турное, электрическое и упругое поля в пьезокерамическом цилиндре, а 
также разность потенциалов между его электродированными поверхно-
стями при действии нестационарного неосесимметричного температур-
ного “воздействия”.
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1. Введение. Для описания и усовершенствования работы приборов, прин-
цип действия которых основывается на взаимном влиянии термоэлектро
упругих полей [1–4], используются различные математические теории [5–7]. 
При этом достаточно слабый эффект влияния скорости изменения объема 
тела на температурное поле удается учесть только с помощью построенных 
замкнутых решений. В этом случае для преодоления математических про-
блем при интегрировании системы несамосопряженных дифференциальных 
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уравнений, как правило, рассматриваются задачи в осесимметричной поста-
новке. Здесь можно отметить работы, в которых исследуются задачи для гра-
диентно-неоднородного пьезокерамического слоя [8, 9], длинного цилиндра 
[10–17] и полой сферы [18, 19].

В настоящее время можно отметить небольшое количество исследований 
в неосесимметричной постановке, в основном статических задач термоэлек-
троупругости. В частности, в работах [20–22] рассматриваются задачи для 
функционально-градиентного пьезокерамического длинного цилиндра при 
отсутствии потенциала на его электродированных поверхностях. В статьях [23, 
24] анализируется характер изменения термоэлектроупругих полей в цилиндре, 
подверженном температурному и механическому воздействиям. Здесь также 
можно отметить задачу для длинного пьезокерамического цилиндра под не-
стационарным температурным воздействием [25], для которой было построено 
замкнутое решение в несвязанной постановке.

Целью настоящей работы является разработка алгоритма решения связанной 
неосесимметричной задачи термоэлектроупругости для длинного пьезокера-
мического цилиндра в случае удовлетворения на его поверхностях граничных 
условий 1-го и 3-го рода. Ограничение скорости изменения температуры на 
внутренней поверхности элемента дает возможность не учитывать его инерци-
онные характеристики, что позволяет использовать при формулировке задачи 
уравнения равновесия, электростатики и теплопроводности. Замкнутое реше-
ние строится обобщенным методом биортогональных конечных интегральных 
преобразований.

2. Постановка задачи. Рассматривается полый длинный пьезокерамический 
цилиндр (расчетная схема представлена на рис. 1), занимающий в цилиндриче-
ской системе координат область Σ = ( ) ∈ [ ] ∈ [ ) ∈{ }r z r a b z R* * * *, , | ; , ; ,ϕ ϕ π0 2 .

В общем случае разработанный ниже алгоритм расчета позволяет удовлетво-
рить произвольные граничные условия теплопроводности. Рассматриваемый в 
работе частный случай предполагает удовлетворение на внутренней поверхно-
сти ( r a∗ = ) граничного условия 1-го рода в виде неосесимметричной неста-
ционарной функции температуры ω ϕ1

*( , )*t . На внешней поверхности ( r b∗ =
) задано граничное условие 3-го рода – закон конвективного теплообмена при 
известной температуре окружающей среды ϑ* . Поверхности цилиндра имеют 
электродное покрытие и подключены к измерительному прибору с большим 
входным сопротивлением. При этом внутренняя поверхность заземлена.

Математическая формулировка задачи в безразмерной форме включает 
дифференциальные уравнения равновесия, электростатики, теплопроводно-
сти и краевые условия для радиально поляризованного пьезокерамического 
материала с гексагональной кристаллической решеткой класса 6mm  [26, 27]:
	 L L L Lm m m mU V+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) =1 2 3 4 0Φ Θ , при m = 0 4 8, , ,	(2.1)
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Рис. 1. Расчетная схема.
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В системе (2.1)–(2.7) U r t*
* *, ,ϕ( ), V r t*

* *, ,ϕ( ), Φ*
* *, ,r tϕ( ), Θ*

* *, ,r tϕ( ) – ком-
поненты вектора перемещений, потенциал электрического поля и температура 
тела в размерной форме; Т0  – температура первоначального состояния тела; cms , 
ems, εms  – модули упругости, пьезомодули и коэффициенты диэлектрической 
проницаемости пьезокерамического материала при m s, ,{ } = 1 5  ; γ11 , γ33  – 
компоненты тензора температурных напряжений ( γ α11 11= c t , γ α33 33= c t  ); 
g3  – пирокоэффициент; Λ, k, αt  – коэффициенты теплопроводности, объ-

емной теплоемкости и линейного температурного расширения материала; α  – 
коэффициент теплоотдачи.

С учетом того, что внутренняя поверхность элемента заземлена, напряже-
ние холостого хода ψ∗ ∗( )t  определяется путем осреднения потенциала по его 
внешней поверхности:

	 ψ
π

ϕ ϕ
π

∗
∗

∗
∗( ) = ( )∫t t d

1
2

1
0

2

Φ , , .	 (2.8)

3. Построение общего решения. На первом этапе решения задачи (2.1)–(2.7) 
применяется конечное косинус- и синус-преобразования Фурье [28] при ис-
пользовании следующих трансформант и формул обращения:
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U r t r t r t U r n t r n t r n tn H H H, , , , , , , , , , , , , , , ,ϕ ϕ ϕ( ) ( ) ( ){ } = ( ) ( )Φ Θ Ω Φ Θ (( ){ } ( )

=

∞

∑ cos n d
n

ϕ ϕ
0

	

(3.2)

V r t V r n t n dH
n

, , , , sinϕ π ϕ ϕ( ) = ( ) ( )−

=

∞

∑1
1

( n = 0 : Ωn = ( )
−

2
1π ; n ¹ 0 : Ωn =

−π 1 ).

При реализации преобразования (3.1), (3.2) с учетом периодичности решения 
(2.6) в пространстве изображений получается следующая начально-краевая задача:

	    L L L Lm H m H m H m HU V+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) =1 2 3 4 0Φ Θ , при m = 0 4 8, , 	
(3.3)
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где
   L L L L L L L L n d1 4 9 13 1 4 9 13,..., , ,..., ,..., , ,..., cos{ } = { } ( )ϕ ϕ
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Далее производится приведение неоднородных граничных условий (3.5)–
(3.7) к однородным с применением следующих разложений:
U r n t H r n t u r n tH H, , , , , ,( ) = ( )+ ( )1 , V r n t H r n t v r n tH H, , , , , ,( ) = ( )+ ( )2 	 (3.9)

ΦH Hr n t H r n t r n t, , , , , ,( ) = ( )+ ( )3 φ , ΘH Hr n t H r n t T r n t, , , , , ,( ) = ( )+ ( )4 ,

где
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f r1( )… f r8 ( )  – дважды дифференцируемые функции.
Подстановка (3.9) в (3.3)–(3.8) при выполнении условий
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позволяет преобразовать задачу (3.5)–(3.7) к стандартной форме относительно 
функций uH , vH , φH , TH :
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Для решения системы (3.11)–(3.16) применяется биортогональное конечное 
интегральное преобразование (КИП) с неизвестными компонентами собствен-
ных вектор-функций K n rin1 λ , ,( )… K n rin4 λ , ,( )  и N n rin1 ∝ , ,( )… N n rin4 ∝ , ,( ) :

G n t T a u a n
v
r

a
r

rK nin H H
H H

R

in( , , ) ( , ,λ
φ

λ= + ∇ + −
∂
∂











∫ 12 12 13

1

4 rr dr) 	 (3.17)
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H H H H in

i
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φ λ
µ µ µ

{ } =
( ) ( )

=

∞

∑
1

1 2 3 ,, , , , ,n r N n r

K
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in

( ) ( ){ }4
2

µ 	

(3.18)

K K n r N n r rdrin in in

R

2
4 4

1

= ∫ ( , , ) ( , , )λ µ ,

где λin , µin  – собственные значения функций K n rk inλ , ,( )  и N n rk inµ , ,( )  при 
k = 1 4... .

Особенностью биортогонального КИП является то, что трансформанта 
(3.17) и формула обращения (3.18) содержат две ядровые вектор-функции: со-
пряженные K n rk inλ , ,( )  и инвариантные N n rk inµ , ,( ) .

При биортогональном КИП формируется счетное множество задач для 
трансформанты G n tin( , , )λ :

d
dt

G n t F n tin in H in+






 =λ λ λ2 ( , , ) ( , , ) , при i = ∞1, ; n = ∞0,

t = 0 :	 G n Gin Hλ , ,0 0( ) = ,	
решение которых имеет вид:
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G n t G t F n tin H in H in

t

in( , , ) exp ( , , )expλ λ λ τ λ τ= −( )+ −( )



∫0

2

0

2 ddτ ,

где 

F n t F K F K F K F K rdrH in in in in in

R

λ , ,( ) = − + + +( )∫ 1 1 2 2 3 3 4 4

1

, 

G H a H a n
H
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H
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rK drH
tR

in0 4 12 1 12
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13
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1

4= − + ∇ + −
∂
∂










=

∫
|

.

Также формируются две однородные задачи. Первая – относительно функ-
ций K n rin1 λ , ,( )… K n rin4 λ , ,( ) :

	  L LK K a
d
dr

a
r

d
dr

a n

r
Kin in i1 1 2 2 8 9
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2 3
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 nn in
ina

dK
dr

− =λ2
12

4 0 	

(3.19)
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Вторая – относительно функций N n rin1 µ , ,( )… N n rin4 µ , ,( ) :

	    L L L Ln in n in n in n inN N N N+ + + +( ) + ( )+ ( )+ ( ) =1 1 2 2 3 3 4 4 0 , 
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	 при n = 0 4 8, , 	 (3.21)
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где 
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В краевых задачах (3.19), (3.20) и (3.21), (3.22) при вычислении пер-
вых членов ряда (3.18), обеспечивающих его сходимость, коэффициенты 

λ λ µ µin in in ina a a a a a2
12

2
13

2
12

2
13 1 11, , , ...{ } { } (для пьезокерамических материалов

a a12 13
4 61 5 10 10, ,{ } = ÷( )×{ }− − ). Учитывая малость a12  и a13 , при решении 

(3.19)–(3.22) можно пренебречь слагаемыми при данных коэффициентах и 
получить следующие выражения для функций K n rin1 λ , ,( ) … K n rin4 λ , ,( )  и 
N n rin1 µ , ,( )… N n rin4 µ , ,( ) :
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7 8λ λ
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где V n r N n s n r N drp p

s
in p p p

s
in

p p= + +( )−
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−
−
∫2 1

1
4 2 1 2 4  при p = 1 6, ; Jn ...( )  , 

Yn ...( )  – функции Бесселя I и II родов порядка n [30]; Gn mp, ...( )  – неэлемен-
тарные функции Ломмеля; m1 … m6 , s1 … s6  – действительные корни двух 
бикубических уравнений; A pn1 , A pn2 , B pn1 , B pn2 , n1 … n12  – коэффициенты, 
сформированные при решении (3.19), (3.21).
Подстановка K n rk inλ , ,( ) , N n rk inµ , ,( )  в (3.20), (3.22) позволяет определить по-
стоянные D n1 … D n4 , E n1 … E n4  и сформировать трансцендентные уравнения для 
определения собственных значений λin , µin .

При применении к трансформанте G n tin( , , )λ  формул обращения (3.2), (3.18) 
с учетом (3.9) определяются окончательные выражения для U r t, ,ϕ( ) , V r t, ,ϕ( ) , 
Φ r t, ,ϕ( ) , Θ r t, ,ϕ( ) :
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Функции f r1( )… f r8 ( )  определяются из системы уравнений 
   L L L Ln n n nH H H H+ + + +( )+ ( )+ ( )+ ( ) =1 1 2 2 3 3 4 4 0 , при n = 0 4 8, ,

L H13 4 0( ) =
и удовлетворения (3.10), что позволяет упростить (3.11), (3.12).

4. Численный анализ результатов. В качестве образца рассматрива-
ется полый цилиндр ( b = 0 02.  м, a = 0 005.  м) изготовленный из пье-
зокерамики PZT-4, имеющий следующие характеристики [27, 31]: 
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c c c c11 13 33 44
1013 9 7 43 11 5 2 56 10, , , . , . , . , .{ } = { }×   П а ,  ρ = 7600   к г / м 3 , 

ε ε11 33
96 45 5 62 10, . , .{ } = { }× −  Ф/м, e e e15 31 33 12 7 5 2 15 1, , . , . , .{ } = −{ }  Кл/ м2, 

k = ×3 106   Д ж / ( м 3× К ) ,  Λ = 1 6.   В т / ( м × K ) ,  αt = × −0 4 10 5.   К – 1, 
g3

60 6 10= − × −.  Kл/(м2×К). Коэффициент теплоотдачи в случае естествен-
ной конвекции: α = 5 6.  Вт/(м2×K).

Изменение температуры ω ϕ1
*( , )*t  задается в виде следующей зависимости:
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; θ  – угол охвата 

участка изменения температуры, представлен на рис. 2; H ...( )  – единичная 
функция Хэвисайда; Tmax , tmax

* – максимальное значение функции температуры 
и соответствующий ему момент времени (Tmax = 373  K (100 °C); T0 293=  K 
(20 °C); tmax

∗ = 1  с).
Температура воздуха ϑ* соответствует температуре исходного состояния 

тела Т0 , т.е. ϑ = 0.
На рис. 3, 4 изображены графики изменения функций Θ r t, , *ϕ( ), U r t, , *ϕ( )  

и V r t, , *ϕ( )  по ϕ  в момент времени t t∗
∗= 500 max  при θ π= 2  (установивший-

ся температурный режим). Рис. 3 иллюстрирует распределение температуры на 
внешней ( r = 1) и внутренней ( r R= ) поверхностях. На рис. 4 цифрами 1 и 2 

Рис. 2. Участок изменения температуры на внутренней поверхности полого цилиндра.
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Рис. 3. Изменение температуры Θ r t, , *ϕ( )  по угловой координате ϕ  при t t∗
∗= 500 max: сплош-

ная линия – r = 1 , пунктир – r R= .

Рис. 4. Изменение радиального U r t, , *ϕ( )  и тангенциального V r t, , *ϕ( )  перемещений по 
угловой координате ϕ  при t t∗

∗= 500 max : 1 – r = 1 ; 2 – r R= ; сплошная линия – с учетом, 
пунктир – без учета электрического поля.
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обозначены графики при r R= 1, , а сплошной линией и пунктиром – с учетом 

и без учета электрического поля соответственно.
На основании анализа полученных результатов можно сформулировать 

следующие выводы:
1) при изменении температуры на части ( θ π= 2 ) внутренней поверхности 

цилиндра ( r R= ) функция приращения температуры на внешней поверхно-
сти ( r = 1) изменяется от 6 до 38 °С. При этом увеличение θ  приводит к росту 
Θ 1 500, , *ϕ t( ), и в случае θ π= 2  (осесимметричная задача) величина данной 
функции будет постоянной и равной 73 °С;

Рис. 5. Изменение окружных нормальных напряжений σϕϕ r t, , *0( ) [Па] по радиальной коор-
динате r : 1 – t t∗

∗= max ; 2 – t t∗
∗= 300 max ; 3 – t t∗

∗= 500 max .

Рис. 6. Изменение электрического потенциала Φ r t, , *ϕ( )  по угловой координате ϕ : 
1 – t t∗

∗= 100 max ; 2 – t t∗
∗= 300 max ; 3 – t t∗

∗= 500 max .
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2) влияние электроупругих полей на температурное учитывается в алгорит-
ме решения с помощью трансформанты нагрузки G n tin( , , )λ  и проявляется в 
том случае, когда коэффициенты связанности a a12 13

210,{ } ≥ − . Поэтому при 
исследовании пьезокерамических элементов, для которых параметры a12 , a13  
существенно меньше, в случае определения температурного поля можно ис-
следовать только уравнение теплопроводности (2.2) в несвязанной постановке;

3) радиальная поляризация материала и образование электрического поля 
в процессе деформирования цилиндра приводит к увеличению его жесткости 
в данном направлении. Поэтому на участке − ≤ ≤π ϕ π4 4  увеличение тол-
щины стенки пьезокерамического элемента существенно ниже по сравнению 
с результатами, полученными для материала с аналогичными механическими 
характеристиками. На других участках толщина стенки цилиндра отличается 
незначительно (см. рис. 4, а);

4) при определении тангенциальных перемещений V r t, , *ϕ( )  наблюдается 
обратная картина: наличие электрического поля приводит к их увеличению 
(см. рис. 4, b).

На рис. 5 приведены эпюры, характеризующие изменение окружных нормаль-
ных напряжений σ ϕϕϕ r t, , *( )  вдоль радиальной координаты. Цифрами 1, 2 и 3 
обозначены результаты для t t∗

∗= max , t t∗
∗= 300 max, t t∗

∗= 500 max соответственно.
Из анализа зависимостей следует, что на первом этапе деформирования  

(t t∗
∗= max ) рассматриваемого элемента наблюдаются наибольшие напряжения 

σ ϕϕϕ r t, , *( )  вследствие неравномерного распределения температуры по толщине 
стенки. Дальнейший прогрев конструкции приводит к снижению σ ϕϕϕ r t, , *( ). При 
этом зона сжимающих напряжений при установившемся температурном режиме растет.

На рис. 6 отображен характер изменения потенциала Φ 1, , *ϕ t( )  по ϕ  в 
различные моменты времени. Цифрами 1, 2, 3 обозначены результаты для 
t t∗

∗= 100 max ,  t t∗
∗= 300 max , t t∗

∗= 500 max  соответственно.
Здесь следует отметить, что потенциал электрического поля неравномерно 

распределен по угловой координате, принимая наибольшее значение в области 
− ≤ ≤π ϕ π4 4. Таким образом, для более эффективного определения разности 

Рис. 7. Изменение разности потенциалов ψ t( )  по времени: сплошная линия – разрезной 
электрод, пунктир – непрерывное электродное покрытие.
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потенциалов ψ∗ ∗( )t  необходимо использовать на внешней поверхности ци-
линдра не сплошное электродное покрытие, а разрезной по высоте электрод, 
расположенный на участке [-≠ ≠4 4, ].

В качестве подтверждения данных выводов на рис. 7 представлены графики 
изменения разности потенциалов электрического поля в безразмерной фор-
ме ψ ψt e bс t( ) = ( ) ( )−

33 33
1 * . Пунктиром и сплошной линией соответственно 

обозначены результаты для сплошного электродного покрытия, полученные 
на основании соотношения (2.8), и для разрезного электрода – с помощью 
следующего выражения:

ψ
π

ϕ ϕ
π

π

t t d( ) = ( )
−
∫

2
1

4

4

Φ , , .

5. Заключение. Полученное замкнутое решение неосесимметричной связан-
ной задачи позволяет определить все компоненты температурного, электриче-
ского и упругого полей в длинном полом пьезокерамическом цилиндре, а также 
напряжение между его электродированными поверхностями. Преимущество 
представленного алгоритма расчета перед решением несвязанной задачи [25] 
состоит в том, что при исследовании уравнений равновесия и электростатики 
не требуется проводить аппроксимацию функции температуры, то есть при-
нимается фактический нелинейный характер ее изменения, соответствующий 
физической природе нагрева тел.
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Abstract – A new closed solution to the non-axisymmetric coupled non-stationary 
problem of thermoelectroelasticity was constructed for a long piezoceramic cylinder 
for the case of satisfaction of the first and the third kind boundary conditions. 
Cylindrical surfaces were made as electrodes and connected to a measurement 
device with large input resistance. Limitation of a temperature change “load” 
rate made it possible to include equations of statics, electrostatics and thermal 
conductivity in the initial formula. The finite biorthogonal transforms are applying 
to explore a non-selfadjoint system of differential equations and to develop a closed 
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solution. The obtained relations made it possible to determine the temperature and 
electric fields, and the stress-strain state in the piezoceramic cylinder, as well as the 
potential difference between cylindrical surfaces (electrodes) under non-stationary 
non-axisymmetric temperature impact.

Keywords: non-axisymmetric problem of thermoelectroelasticity, long piezoceramic 
cylinder, finite biorthogonal integral transforms
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