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Рассматривается задача диффузионной устойчивости одиночного кавитационного пузырька в сфери-
ческой ячейке жидкости (жидком микровключении), окруженной бесконечным упругим твердым телом. 
В качестве внешней вынуждающей силы используется периодическое во времени давление в твердом 
теле вдали от ячейки жидкости, которое инициирует колебания пузырька, сопровождающиеся процес-
сом диффузии газа в системе пузырь–в–ячейке. Использовано инженерное приближение, согласно 
которому увеличение/уменьшение пузырька рассматривается в среднем в предположении, что за период 
внешнего воздействия масса газа в пузырьке заметно не меняется. Разработанная теория предсказывает 
существование устойчиво осциллирующих пузырьков в ограниченной жидкости под действием внешней 
вынуждающей силы. Выявлены три возможных режима диффузии: 1) полное растворение пузырька, 
2) частичное растворение пузырька и 3) частичный рост пузырька; последние два режима соответствуют 
диффузионной устойчивости в системе пузырь–в–ячейке. Проведено параметрическое исследование 
влияния концентрации газа, растворенного в жидкости, на результирующий устойчивый размер пу-
зырька. Полученные результаты сравниваются с результатами для случая устойчивых колебаний пузырька 
в звуковом поле давления в бесконечной жидкости. Теоретические выводы могут быть использованы 
для совершенствования современных приложений ультразвуковых технологий.
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Пузырьки изучали с разных точек зрения, поскольку их поведение имеет решающее значение для самых 
разных технологий пищевой промышленности, очистки воды, добычи нефти и т.д. [1]. Пузырьки, под-
верженные воздействию акустических волн, связаны с технологиями дегазации жидкости путем инициации 
кавитации газосодержащих полостей [2] и используются во многих процессах ультразвуковой очистки, 
например в очистке кремниевых пластин и компьютерных компонент [3, 4]. 

Акустически возбуждаемые пузырьки могут нарушать локальное поле течения, что приводит к усилению 
химических реакций [5] и перемешиванию в микрофлюидных системах [6]. Использование высокоэнер-
гетического ультразвука может вызвать кавитационный эффект в сверхтяжелой нефти, что приведет 
к расщеплению крупных молекул на молекулы легких углеводородов, снижая вязкость раствора и улучшая 
транспортные свойства [7].

Микропузырьки в настоящее время используют в клинической практике в качестве эффективных 
ультразвуковых контрастных агентов, которые состоят из плохо растворимого газового ядра со стабили-
зирующей оболочкой [8]. Размер позволяет им свободно проникать в кровеносную систему, а их газовое 
ядро обеспечивает усиление контрастности ультразвукового изображения из-за разницы акустического 
импеданса между газом и окружающей кровью с мягкими тканями. Кроме того, ультразвуковое поле мо-
жет вызвать объемные колебания микропузырьков, что приводит к увеличению рассеяния и повышению 
контрастности изображения. Этот эффект может быть усилен за счет возбуждения пузырьков на их резо-
нансной частоте, что обычно происходит в клинически одобренном диапазоне частот для диагностического 
ультразвука. 

Микропузырьки также широко изучали на предмет их способности совершенствовать доставку лекарств 
в ткани для лечения заболеваний [8–11]. В сочетании с ультразвуком они способны локально увеличивать 
проницаемость клеточной мембраны для улучшения приема лекарственного препарата — процесс из-

 



вестный как сонопорация. Лекарственные препараты также могут быть непосредственно включены в сами 
пузырьки, а их высвобождение инициировано с помощью ультразвука высокой интенсивности, который 
вызывает расширение и последующий коллапс пузырьков, разрушающий стабилизирующую оболочку. 
Усовершенствованная локальная доставка позволила усилить терапевтический эффект при более низких 
дозах лекарств и, следовательно, снизить интоксикацию за пределами участка воспаления.

В большинстве упомянутых примеров кавитационная активность, вызванная акустическим воздей-
ствием, имеет место в сильно ограниченных пространствах. В экспериментах было показано, что диффу-
зия газа через микропузырьки в ультразвуковом поле и в ограниченном пространстве нано- и микрока-
налов может (частично) блокировать их и препятствовать их корректному использованию [12]. При этом 
пузырьки обычно образуются либо из растворенного в жидкости газа, либо из паров жидкости, возника-
ющих при кипении или химических процессах вдоль канала. 

С одной стороны, следует отметить, что в отсутствие внешнего звукового поля пузырьки любого размера 
неустойчивы, так как давление внутри пузырька больше, чем в жидкости, из-за поверхностного натяжения, 
и пузырек имеет тенденцию к медленному растворению. С другой стороны, колебания пузырька, вызванные 
периодическим акустическим полем, инициируют потоки газа в пузырек и из него. Это явление называется 
ректифицированной диффузией и обычно приводит к росту пузыря [13].

Одним из наиболее показательных примеров влияния ректифицированной диффузии в ограниченной 
жидкости на промышленные приложения является технология струйной печати (см. работу [14] и ссылки 
в ней). В промышленных условиях пьезоакустическая струйная печать по требованию является широко 
распространенным технологическим применением микрофлюидики, которое используется в полиграфи-
ческой промышленности. В этом методе пьезоакустическая печатающая головка может по требованию 
подавать отдельные капли из сопла, вытесняя чернила за счет деформации пьезоэлектрического элемента 
и возникающего в результате поля давления. При определенных условиях пузырек воздуха может оказаться 
в сопле, в частности при больших частотах струйной печати, превышающих 20 кГц.

Было показано, что пузырьки зарождаются на несмачиваемых частицах грязи, взвешенных в чернилах. 
Другие механизмы возникновения пузырей включают отрыв пузырька от входящей газовой струи, фор-
мирующейся на колеблющемся воздушно-чернильном мениске за счет фокусировки потока, и возник-
новение кавитации в фазе разрежения волны давления [15].

Большинство чернил не являются чистыми жидкостями и имеют сложный состав, содержащий не-
сколько жидкостей с различными свойствами, пигменты, коллоидные частицы, латекс, сшивающие агенты, 
поверхностно-активные вещества и полимеры, что также увеличивает вероятность образования пузырьков 
на взвешенных частицах в чернилах. После этого пузырек растет за счет ректифицированной диффузии, 
так как чернила содержат некоторое количество растворенного газа, что приводит к модификации процесса 
формирования капель и нарушению технологии печати.

Как только пузырек оказался в чернилах, практически он может быть удален вместе с каплей чернил 
за несколько циклов работы пьезоэлемента или ликвидирован путем диффузионного растворения, т. е. 
выключением пьезовозбуждения на несколько минут [16]. Эти методы потребляют как чернила, так и 
рабочее время и поэтому крайне нежелательны. Таким образом, образование пузырьков и последующая 
ректифицированная диффузия в ограниченной жидкости являются важными технологическими пробле-
мами современной промышленной цифровой печати.

Задача о массопереносе газа, растворенного в бесконечной жидкости, вокруг пузырька, совершающего 
объемные колебания, широко исследована [17–22]. Теоретические изыскания ректифицированной диф-
фузии в ограниченной жидкости до сих пор привлекали мало внимания.

В настоящее время существует несколько моделей трехслойной геометрии ограниченных пузырьков 
[23–28], которые предполагают фиксированное количество газа в пузырьке. В работе [28] исследуется 
динамика пузырька в сферической ячейке жидкости, заключенной в бесконечное упругое твердое тело, 
когда в качестве управляющего динамического параметра используется давление в твердом теле вдали от 
пузырька. Авторы провели анализ колебаний пузырька и рассмотрели динамический отклик малых и 
больших пузырьков в состояниях ниже и выше порога кавитации соответственно.

Динамика кавитационного пузырька в ограниченной жидкости представляет особый интерес с точки 
зрения ректифицированной диффузии, которая зависит от объемных колебаний пузырька. В работе [29] 
исследователи расширили модель, развитую в работе [28], и рассмотрели влияние растворенного газа на 
динамику кавитационного пузырька в ограниченной жидкости.
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Анализ показал существование режимов динамики пузырька, которые могут обеспечить формирование 
результирующего устойчивого пузырька. Говоря о таковом, авторы имеют в виду, что размер пузырька 
остается постоянным в течение объемных осцилляций в среднем. В этом случае масса растворенного газа 
обеспечивает взаимную компенсацию потоков массы в пузырек и из него.

В работе [29] пузырек меняет свой размер начиная с зародыша пузыря, который растет/растворяется 
за счет ректифицированной диффузии. В нашей работе построена равновесная диаграмма диффузионной 
устойчивости пузырька и проанализировано влияние концентрации растворенного газа в ограниченной 
жидкости на динамику пузырька, сопровождающую формирование результирующего устойчивого пу-
зырька. Показано, что возможны три режима диффузии: 1) полное растворение пузырька, 2) частичное 
растворение и 3) частичный рост пузырька, где два последних режима могут сопровождаться тремя дина-
мическими режимами пузырька: 1) при наличии кавитационного отклика пузырька, 2) при отсутствии 
такового и 3) сочетание двух предыдущих динамических режимов.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
1.1. Динамическая модель для пузырька в жидкой ячейке. Случай фиксированной массы газа в пузырьке

Для начала введем и далее разовьем модель, представленную в работе [29], исходя из концепции не-
растворимого пузыря, где сферическая ячейка жидкости с пузырьком внутри заключена в бесконечную 
упругую твердую среду и подвергается растяжению или отрицательному давлению, как это показано на 
рис. 1.

Система уравнений динамики ограниченного пузырька постоянной массы с учетом давления вдали от 
пузырька в качестве параметра вынуждающей силы была предложена в работе [28]:
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где 0bR  и ( )bR t  — начальный и текущий радиусы пузырька соответственно, 0lR  и ( )lR t  — начальный и 
текущий радиусы жидкой ячейки соответственно, 0 0b lR R , 0lρ  и ( )l tρ  — плотность жидкости в началь-
ном и текущем состояниях, p0 — начальное атмосферное давление, ( )p t∞  — давление внешней вынужда-
ющей силы, s — коэффициент поверхностного натяжения жидкости на границе раздела с газом/паром, 
m — динамическая вязкость жидкости, K и G — модули всестороннего сжатия и сдвига упругого тела со-
ответственно. Верхними точками обозначены производные по времени.

Предполагается, что пузырек содержит фиксированное количество неконденсируемого и нераствори-
мого газа и насыщенный пар постоянного давления pV (T ), соответствующего фиксированной температуре 
системы. Диапазон давлений, рассматриваемый в этом исследовании, намного ниже, чем модуль всесто-
роннего сжатия жидкости EV, и поэтому последний предполагается постоянным. Таким образом, уравне-
ния состояния жидкости и газа имеют вид
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Движение жидкости считается сферически-симметричным, и поле скорости жидкости в этом случае 
имеет только радиальную составляющую rv  [28]:
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где r обозначает радиальное расстояние от центра пузырька.
Квазистатическое поведение системы пузырь–в–ячейке можно рассмотреть, задав все производные 

по времени в системе уравнений (1.1)  равными нулю, что приводит к следующей системе:
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где первое выражение представляет собой уравнение изменения размера ячейки жидкости, а второе — 
уравнение баланса давления для ограниченного пузырька.

Решение системы (1.3)  представлено на рис. 2а в виде зависимости напряжения в твердом теле 0p p p∞ ∞=  
от радиуса пузырька.
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Рис. 1. Конфигурация квазистатических состояний системы: (а) исходное состояние, (б) равномерное расширение 
жидкой ячейки при растяжении p∞, (в) новое состояние равновесия.
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Численные расчеты проводились для ,0 272 нмbR =  ,0 40 мкмlR = ,0.07286 Н мs =  ρ = 3 3
0 10 кг м ,l

,0 0.1MПap = ,2338 ПaVp =  ,2.2 ГПaVE =  4.5 ГПaK =  и 0.7 aП4 ГG =  для воды как жидкости и азота как 
газа при T  = 293 K. Значения модуля сдвига G и модуля всестороннего сжатия K твердого тела выбраны 
в соответствии с экспериментами по кавитации в жестком полимерном гидрогеле [30].

Точки A и B на рис. 2а соответствуют стабильному (ниже порога кавитации) и критическому (порог 
кавитации) состояниям пузырька соответственно. Критический пузырек будет расти до конечного размера, 
отмеченного точкой C, тогда как в модели бесконечной жидкости пузырек испытывает бесконечный рост 
(см. работу [31]). 

Состояния B–D являются неустойчивыми. После точки С при увеличении натяжения пузырек будет 
непрерывно расти, в противном случае он будет непрерывно сжиматься до радиуса в метастабильной точке 
D и коллапсировать до радиуса в точке A с последующим непрерывным сжатием пузырька. В данной мо-
дели пузырек содержит фиксированную массу газа, которая сопротивляется полному сжатию пузырька.

Нелинейная динамика пузырька определяется решением системы уравнений (1.1) и показана на рис. 2б 
сплошной линией вместе с давлением в жидкой ячейке (штрихпунктирная линия) и периодическим 
внешним воздействием в твердом теле (штриховая линия), которое задается в виде
	 ( ) ( )0 extsin 2 ,p t p p f t∞ = − ∆ π 	

где ext 70 кГцf =  — частота внешней вынуждающей силы, 390 кПаp∆ =  — амплитуда осцилляций давле-
ния внешней вынуждающей силы, которая обеспечивает возникновение и исчезновение кавитации [31] 
и отмечена двойной стрелкой на рис. 2а. Для расчетов динамики пузырька динамическую вязкость воды 
брали по формуле 310 Пa с.−m = ⋅

1.2. Учет диффузии газа

Чтобы включить диффузию газа в эту модель, авторы в работе [29] предположили, что в жидкой ячейке 
присутствует некоторое количество растворенного газа, который участвует в переносе массы через дина-
мическую границу, связанную с колеблющимся пузырьком, так что общее количество газа в системе пу-
зырь–в–ячейке считается постоянным, и потоки массы во внешнюю среду отсутствуют. Постановка задачи 
включает следующие определяющие уравнения:

	 ( ) 2
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Здесь уравнение (1.4) описывает конвективную диффузию, где c  — массовая концентрация газа, рас-
творенного в жидкой ячейке; ( , )rv r t  — радиальное поле скоростей в жидкой ячейке (см. (1.2)) и D — ко-
эффициент диффузии газа в жидкости. Уравнения (1.5) и (1.6) — граничные условия на поверхностях 
пузырька и жидкой ячейки соответственно, где H — постоянная Генри. Уравнение (1.7) — начальное 
условие, где с∞ — однородная концентрация газа в жидкости, при которой предполагается образование 
пузырька. Уравнение (1.8) — скорость массопереноса через поверхность пузырька, где mg — масса газа в 
пузырьке.

Эта задача о переносе массы была решена приближенно для большого числа Пекле 2
* *Pe 1,bR D= W   

используя нормированные лагранжевы координаты, чтобы избежать трудностей из-за подвижных гра-
ничных условий
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где Rb* = 2s/p0 — типичный размер пузырька в жидкости при атмосферном давлении p0 [32]; x = r/Rb*, 
x(t) = Rb(t)/Rb*; t = t W*, где W* — собственная частота радиальных колебаний пузырька с характерным ра-
диусом Rb* [28]:

	 * 0
* 0 *

3 4
( ) .

2 3
1

V
b l b

p p T
R R

s 
W − + π ρ  

=

Следуя работе [29], мы используем инженерное приближение, в котором колебания пузырька предпо-
лагаются быстрыми, а рост/уменьшение среднего размера пузырька считается медленным, так что можно 
разделить задачу массопереноса на две части.

В первой части отсутствует влияние массопереноса в системе на быстрые колебания пузырька, тогда 
как во второй рост/уменьшение пузырька рассматривается в среднем, предполагая незначительное изме-
нение массы газа в пузырьке за период внешней вынуждающей силы.

Последнее характеризуется медленной диффузией, усиленной конвекцией, и рассматривается во вто-
ром масштабе времени l = tD/Rb

2
*, который отражает медленное диффузионное поведение. В работе [29] 

показано, что массоперенос в системе пузырь–в–ячейке состоит из двух последовательных физически 
согласованных режимов: 1) растущего обедненного слоя и 2) диффузии газа внутри жидкой ячейки. Оба 
режима характеризуются схожей зависимостью усредненной по времени скорости изменения массы газа 
в пузырьке, которая имеет вид
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l
	 (1.9)

где mg* = mg /mli
*
q — масса газа в пузырьке, деленная на массу жидкости, вытесненной объемом характерного 

пузыря: 
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= ρ  Функция C *(l) — усредненная концентрация газа на поверхности пузырька:

	
1

3* ��( ) ( ) ,sbC c x −l ≡ t t

	
( )

( )2
3 0 * * ** 0 0

0 0 0* 2 2
*0 0 0 * *

2( )8
1 , , , We ,

1 2
l b bV b

sb sp b b
bb l b

R Rp p T R
c c R p R

Rp R We R

  ρ W−
= + = = =   sρ W 

где csp = H *p0
* — концентрация насыщения в жидкости, отделенной от газа при давлении p0

* плоской грани-

цей, 2 2*
0 * *

1
;

2 l bH R H= ρ W  csb — концентрация насыщения в жидкости, отделенной от газа сферическим 

пузырьком безразмерного радиуса x  = 1; We — число Вебера. Функция Trd — безразмерное характерное 
время скорости роста пузырька (Trd > 0), которое зависит от режима массопереноса.

В этом подходе используются две разные процедуры усреднения для решения диффузионной задачи. 
Первая – обычное усреднение по безразмерному периоду Text акустического поля:	
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f f d
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η t = η t tt ∫ 	

которое включено в функцию Trd. Вторая — процедура “нелинейного усреднения” в определенном нели-
нейном масштабе времени:
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По сравнению с исследованием [29] в нашей работе не рассматривается эволюция размера пузырька 
в процессе массопереноса, а предполагается, что зародыш пузырька уже достиг результирующий устой-
чивый размер 0.bℜ  В результате скорость массопереноса (1.9) равна нулю, что позволяет рассмотреть 
равновесную диаграмму диффузионной устойчивости пузырька — см. рис. 3. Набор физических параметров 
и форма внешнего воздействия выбраны такими же, как введено ранее.

2. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ
В качестве примера рассмотрен случай размера жидкой ячейки Rl 0 = 40 мкм (показано полыми кружками 

на рис. 3). Полное растворение пузырька любого размера ожидается при концентрации газа c∞ в диапазоне 
0÷1.24% от csp (область I на рис. 3), где потоки массы из осциллирующего пузырька в среднем превышают 
потоки массы в пузырек.

Концентрация газа 1.25% от csp является пороговой, обеспечивающей формирование устойчивого не-
нулевого размера пузырька 0 246 нмthres

bℜ =  (или 0 0.17thres
bℜ ≈  на рис. 3). Это означает, что при фиксирован-

ной концентрации газа в жидкости пузырек любого ненулевого размера изменяется так, что результиру-
ющий устойчивый размер пузырька будет равен 0 .thres

bℜ  Для концентрации газа c∞ превышающей 1.25% от 
csp, существует устойчивое состояние пузырька, которое зависит от определенного значения концентрации 
газа в жидкости (область II на рис. 3).

Как пример рассмотрен случай, когда концентрация газа c∞ равна 1.48% от csp (линия из точек, рис. 3). 
Этой концентрации газа соответствуют два значения радиуса пузырька: 0 233 нмbℜ =  (или —ℜ—

 °b0 ≈ 0.16 на 
рис. 3, большой жирный круг) и 0 272 нмb

•ℜ =  (или 
—
ℜ

—•
b0 ≈ 0.19 на рис. 3, большой закрашенный круг).

Радиус 0 233 нмbℜ =  является неустойчивым, и пузыри с радиусом 0 0b bℜ < ℜ  растворяются за счет 
диффузионного потока из пузырька в жидкость. Частичный рост наблюдается для пузырьков с радиусом 

0 0 0,b b b
•ℜ < ℜ < ℜ  которые будут расти до тех пор, пока не достигнут устойчивого радиуса 0.b

•ℜ  Если размер 
пузырька больше 0,b

•ℜ  пузырек сжимается до радиуса 0,b
•ℜ  т. е. реализуется частичное растворение пу-

R 10 = 30 мкм
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ℜ‾b0 уст
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Рис. 3. Зависимость концентрации газа в жидкой ячейке от результирующего устойчивого размера пузырька 
0 0 *b b bRℜ = ℜ  для различных размеров жидкой ячейки в диапазоне 0 30 45 мкмlR = ÷  ( ,390 кПаp∆ =  ext 70 кГцf = ).
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зырька. Таким образом, размер пузырька 0 0b bℜ > ℜ  является необходимым условием диффузионной 
устойчивости пузырька в ограниченной жидкости.

Полученные результаты качественно аналогичны результатам, представленным в работе [20], где авторы 
рассмотрели задачу массопереноса для осциллирующего пузырька при внешнем воздействии в модели 
бесконечной сжимаемой жидкости: при малой концентрации газа пузырек полностью растворяется в жид-
кости, а при большой концентрации газа, превышающей пороговую, пузырек имеет аттрактороподобное 
состояние, которое обеспечивает ненулевой результирующий устойчивый размер пузырька.

Следует отметить, что пузыри с радиусом 0 0 0
thres

b b bℜ < ℜ < ℜ  растут, тогда как в работе [29] авторы пока-
зали, что пузырьки (зародыши) с начальным радиусом меньше 0

thres
bℜ  растворяются независимо от величины 

концентрации газа в жидкости. На рис. 3 также представлен случай различных размеров ячеек жидкости 
в диапазоне .0 30 45 мкмlR = ÷  Анализ показывает, что пороговый радиус пузырька не зависит от размера 
жидкой ячейки и равен ,0 246 нмthres

bℜ =  тогда как пороговая концентрация газа увеличивается с уменьше-
нием размера жидкой ячейки, что согласуется с результатами работы [29]. Ожидается, что последующее 
уменьшение размера жидкой ячейки потребует значительного увеличения концентрации газа для обра-
зования пузырька порогового размера.

Рисунок 3 может быть представлен также в пространстве параметров 0 0( , )b lRℜ  — см. рис. 4. Для фик-
сированной концентрации газа 1.25% от csp можно рассмотреть равновесную диаграмму поведения пузырька 
для различных размеров ячейки жидкости. Небольшие значения 0lR  приводят к полному растворению 
пузырьков любого размера, тогда как при критическом значении 0 40 мкмlR =  возникает устойчивый 
радиус пузырька 0 246 нмthres

bℜ =  ( 0 0.17thres
bℜ ≈ ). Диаграмма на рис. 4 содержит области роста (светлое закра-
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39

40

41

42

43

45

44
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Рис. 4. Пространство параметров 0 0( , )b lRℜ  для фиксированной концентрации газа 1.25% от csp (пунктирная линия 
на рис. 3).

Рис. 5. Зависимость концентрации газа в жидкой ячейке от результирующего устойчивого размера пузырька для 
различных параметров внешнего воздействия: (а) –амплитуда давления в диапазоне ,390 490 кПаp∆ = ÷  ,0 40 мкмlR =  

ext ;70 кГцf =  (б) — частота в диапазоне ext ,1 120 кГцf = ÷  ,0 40 мкмlR =  .390 кПаp∆ =
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шивание) и растворения (темное закрашивание), где устойчивые и неустойчивые состояния пузырька 
обозначены сходящимися и расходящимися стрелками соответственно. При этом результирующий устой-
чивый размер пузырька монотонно растет с увеличением размера жидкой ячейки, что также сопровожда-
ется расширением области роста.

Аналогичный подход был использован в работе [20] при рассмотрении необходимого условия для 
устойчивых колебаний пузырька с помощью 0( , )b pℜ ∆  — параметрического пространства. Следует отме-
тить, что увеличение размера жидкой ячейки имеет такой же эффект, как и увеличение амплитуды давле-
ния внешней вынуждающей силы в бесконечной жидкости, что приводит к увеличению устойчивого 
размера пузырька.

Случай различных амплитуд давления в диапазоне 390 490 кПаp∆ = ÷  для 0 40 мкмlR =  и ext 70 кГцf =  
представлен на рис. 5а.

Анализ показывает, что по сравнению с изменением размера жидкой ячейки (см. рис. 3), уменьшение 
амплитуды давления приводит не только к увеличению пороговой концентрации газа, но и к образованию 
большего порогового радиуса пузырька. Это качественно согласуется с результатами работы [20], где ав-
торы показали, что пороговая концентрация газа (как и соответствующий пороговый размер пузырька) 
увеличивается с уменьшением амплитуды давления внешней вынуждающей силы. На рис. 5б показан 
случай разных частот внешней вынуждающей силы в диапазоне ext 1 120 кГцf = ÷  для 0 40 мкмlR =  и 

.390 кПаp∆ =  При концентрации газа, превышающей 3% от csp, зависимость от частоты возбуждения от-
сутствует, и образующийся устойчивый пузырек формируется с одинаковым размером. Незначительное 
отличие возникает при небольшой концентрации газа, так что пороговая концентрация газа (как и поро-
говый радиус пузырька) имеет тенденцию к уменьшению с уменьшением частоты возбуждения.

3. РЕЖИМЫ ДИНАМИКИ УСТОЙЧИВОГО ПУЗЫРЯ
В предыдущем разделе было показано, что диффузионная устойчивость пузырька обеспечивается двумя 

режимами диффузии (частичный рост и частичное растворение). В текущем разделе рассматривается 
влияние концентрации газа в жидкой ячейке на переходную динамику пузырька, которая сопровождает 
формирование устойчивого пузырька.

Параметрическое пространство 0 0( , )b lRℜ  для концентраций газа 2.8, 4.8%spс c∞ =  и размера жидкой 
ячейки в диапазоне 0 40 45 мкмlR = ÷  показано на рис. 6. Здесь диаграмма равновесия качественно соот-
ветствует усеченной зависимости на рис. 4, так как при данных концентрациях газа пороговый радиус 
пузырька формируется при меньшем размере жидкой ячейки, что выходит за рамки диапазона 

0 40 45 мкмlR = ÷  (см. рис. 3).
Неустойчивые состояния для обеих концентраций газа почти одинаковы и обозначены полыми круж-

ками. Сплошная линия рассчитана с использованием подхода, разработанного в работе [28], где предпо-
лагается фиксированная масса газа в пузырьке (см. уравнение (27) в этой ссылке). Эта линия соответствует 
пороговым состояниям пузырька, которые делят параметрическое пространство на две области.

В первой, обозначенной как наличие кавитации, динамика пузырька характеризуется как возникно-
вением, так и исчезновением кавитации, как это показано на рис. 2б, тогда как во второй области (отсут-
ствие кавитации) кавитация полностью подавляется жидким микровключением, и колебания пузырька 
проходят нелинейным (невзрывным) образом, что аналогично поведению пузырька, представленному в 
работе [31].

Анализ показывает, что пузырек с размером 0 0.16bℜ <  будет подвергаться полному растворению при 
обеих концентрациях газа. В этом случае начальная динамика пузырька характеризуется явлениями ка-
витации, включающими возникновение и исчезновение кавитации.

В работе [29] авторы показали, что уменьшение массы газа в пузырьке приводит к повышению порога 
кавитации, и амплитуда давления внешнего воздействия становится недостаточной для возникновения 
кавитации, так что пузырек колеблется вокруг своего начального состояния нелинейным (невзрывным) 
образом. После этого поверхностное натяжение усиливает растворение пузырька в силу закона Генри, что 
приводит к полному растворению пузырька.
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Режим частичного роста также реализуется для обеих концентраций газа при 0 0.16bℜ >  и ограничен 
устойчивым размером пузырька для соответствующего размера жидкой ячейки и концентрации газа в 
жидкости. С одной стороны, когда концентрация газа 2.8%,spс c∞ =  увеличение массы газа в пузырьке 
не приводит к заметному изменению его динамики, что обеспечивает возникновение кавитации в системе. 
С другой стороны, пузырек подвергается частичному растворению, когда его размер превышает устойчивый 
размер пузырька для соответствующего размера жидкой ячейки, как это показано на рис. 3.

Область, заключенная между устойчивыми размерами пузырька и сплошной линией (0.24  < —ℜ—
b0 < 0.30), 

также характеризуется динамикой пузырька с возникновением кавитации. Следует отметить, что крупные 
пузырьки  —ℜ—

b0 > 0.30 осциллируют без возникновения кавитации. В результате в режиме частичного рас-
творения переходная динамика пузырька реализуется таким образом, что начиная с относительно малых 
нелинейных колебаний уменьшение массы газа в пузырьке усиливает отклик пузырька на внешнее воз-
действие, и кавитация возникает в точке пересечения сплошной линии на рис. 6.

Другой случай переходной динамики пузырька представлен на рис. 6 для концентрации газа 
4.8%.spс c∞ =  Здесь диффузионная устойчивость обеспечивается динамикой пузырька в отсутствие ка-

витации. В этом случае частичное растворение сопровождается нелинейной динамикой пузырька без 
резкого кавитационного роста. Однако в режиме частичного роста пузырек изначально подвергается ка-
витационному зарождению, которое непрерывно затухает и исчезает при пересечении сплошной линии.

Таким образом, концентрация газа в ограниченной жидкости оказывает существенное влияние на 
динамику пузырька, сопровождающую диффузионные режимы в системе пузырь–в–ячейке. При фикси-
рованной концентрации газа диффузионные режимы, обеспечивающие диффузионную устойчивость 
(частичный рост и частичное растворение), могут формироваться при условии трех режимов динамики 
пузырька: 1) при наличии зарождения кавитации, 2) в условиях отсутствия кавитации и 3) прямом или 
обратном сочетании двух предыдущих динамических режимов. В результате концентрация газа играет 
роль управляющего параметра, который позволяет выбрать определенный режим динамики при форми-
ровании устойчивого пузырька.
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Рис. 6. Карта режимов динамики пузырька и равновесная диаграмма его поведения при различных концентрациях 
газа в ячейках жидкости размером .0 40 45 мкмlR = ÷  Сплошной линией показаны пороговые состояния пузырька, 
обеспечивающие наличие/отсутствие кавитации в системе при фиксированной массе газа в пузырьке.
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4. ВОЗМОЖНЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
Принимая во внимание теоретические выводы, полученные в настоящем исследовании, можно пред-

положить, что диффузионные и динамические режимы пузырька в ограниченной жидкости имеют потен-
циал для дальнейшего изучения и использования в промышленных приложениях ультразвука. Возможные 
применения кратко обсуждаем далее.

Доставка лекарств

Переходная динамика пузырька напоминает его поведение в состоянии резонанса, когда наблюдается 
многократное увеличение радиуса пузырька при достижении определенного размера за счет ректифици-
рованной диффузии при фиксированной частоте возбуждения. В этом случае расширение пузырька в 
ограниченной жидкости лимитируется конечным размером, что позволяет управлять динамикой пузырька 
по сравнению с взрывным его ростом при реальном резонансе. 

Такое поведение может быть рассмотрено при изучении доставки лекарств, разработке стратегии смяг-
чения последствий коллапса пузырьков в кровеносной сети с последующим разрушением стабилизиру-
ющей оболочки и высвобождением лекарственного препарата.

Переходная динамика пузырька также может быть полезна для инициирования химических и физиче-
ских процессов, а также увеличения скорости химических реакций за счет эффектов массопереноса.

Дегазация эпоксидной смолы при производстве композитных материалов

Газообразные компоненты, растворенные в смоле при комнатных условиях, являются основным источ-
ником пузырьков, когда давление смолы оказывается ниже атмосферного. Этот механизм образования 
пузырьков представляет интерес при производстве композитных материалов с помощью технологии ва-
куумной инфузии смолы, где этапы инфузии и постзаполнения происходят при давлении значительно 
ниже атмосферного [33].

Наличие пузырьков в этом процессе может существенно ухудшить механические свойства композитных 
материалов. Для предотвращения образования пузырьков используют стандартную процедуру дегазации, 
при которой образцы смолы помещают в вакуумную камеру, и давление в ней снижается до заданного 
уровня. Тем не менее пузырьки воздуха все еще могут быть захвачены во время стадии пропитки из-за 
разницы в скоростях распространения смолы между волокнами армирующего материала.

Некоторые производители предпочитают нагревать смолу во время инфузии, так как это может помочь 
смоле течь за счет снижения вязкости, что также сокращает время отверждения [34]. В то же время вязкость 
смолы может постепенно увеличиваться за счет отверждения, особенно в местах застоя потока, что может 
иметь место в крупногабаритных композитных конструкциях со сложной геометрией [35]. В результате 
на этапе (пост-)заполнения, когда смола частично отверждена, пузырьки могут быть эффективно захва-
чены во временных образованиях жидких включений смолы внутри композитного образца. В этом случае 
акустическое излучение может локально воздействовать на смолу для растворения пузырьков при опре-
деленных условиях, обеспечивающих режим полного растворения.

Растворение пузырьков в канале с чернилами

Другой пример — пьезоакустическая струйная печать по требованию, где типичные динамические и 
геометрические параметры включают частоту возбуждения в диапазоне 10–100 кГц, давление в сопле, 
превышающее 150 кПа, чтобы обеспечить струйную печать с требуемыми скоростями, размер сопла диа-
метром и длиной около 20–30 мкм, диаметр капли около 20 мкм и др. [14].

Учитывая близость масштабов управляющих параметров в технологии струйной печати и в нашем 
исследовании, можно предположить, что диффузионные режимы потенциально могут быть реализованы 
при некоторых вспомогательных условиях, которыми являются несколько измененные управляющие 
параметры основной вынуждающей силы.

Подобная гипотеза была предложена в работе [14], где автор подчеркнул, что для оптимизации процесса 
струйной печати необходимо найти способы либо избежать захвата воздуха в канал с чернилами, либо 
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избавиться от пузырька быстрее, чем его пассивное растворение, например путем подачи восстановитель-
ного импульса на пьезоэлектрический привод в ранней фазе после захвата пузырька.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена диффузионная устойчивость осциллирующего сферического пузырька в сжимаемой сфе-

рической жидкой ячейке, окруженной бесконечно упругой твердой средой. Предполагается, что в жид-
кости имеется некоторое количество растворенного газа, который участвует в массопереносе за счет за-
висящего от времени периодического давления в твердом теле вдали от жидкой ячейки, обеспечивая 
возбуждение в системе.

Используется инженерное приближение, согласно которому рост/уменьшение пузырька рассматри-
вается в среднем, так что за период внешнего воздействия масса газа в пузырьке заметно не меняется. 
Определяющее уравнение получено в предположении, что средний поток массы в пузырек равен нулю и 
размер пузырька в среднем остается постоянным при объемных колебаниях. Это позволяет рассмотреть 
равновесную диаграмму диффузионной устойчивости пузырька в ограниченной жидкости под действием 
внешней вынуждающей силы.

Выявлены три возможных режима диффузии: 1) полное растворение пузырька, 2) частичное его рас-
творение и 3) частичный рост пузырька, где последние два режима соответствуют диффузионной устой-
чивости в системе пузырь–в–ячейке.

Анализ показывает, что режимы частичного растворения и частичного роста могут формироваться при 
условии трех динамических режимов пузырька: 1) при зарождении кавитации, где реализуются как ее 
возникновение, так и исчезновение; 2) при отсутствии кавитации, когда она полностью подавляется жид-
ким микровключением и колебания пузырька проходят нелинейным (невзрывным) образом, и 3) при 
сочетании двух предыдущих динамических режимов, что соответствует переходной динамике пузырька с 
активацией/деактивацией зарождения кавитации. При этом концентрация растворенного газа в жидкости 
играет роль управляющего параметра, который позволяет регулировать режимом динамики при форми-
ровании устойчивого размера пузырька.

Рассмотрено влияние концентрации газа в жидкой ячейке на результирующий устойчивый размер 
пузырька при различных размерах жидкой ячейки, амплитудах давления и частотах внешнего воздействия. 
Полученные результаты сопоставлены с результатами случая устойчивых колебаний пузырька в звуковом 
поле давления в бесконечной жидкости.

Работа обеспечивает теоретическую основу для развития ультразвуковых технологий, связанных с 
приложениями массопереноса для пузырьков в ограниченных системах, а также проверки более сложных 
численных моделей и кодов.
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The diffusion stability of a single cavitation bubble in a spherical liquid cell surrounded by an infinite elastic solid 
is considered. The time-periodic pressure in the solid far away from the liquid cell is used as an external driving, 
which initiates bubble oscillations along with the gas diffusion process in the bubble-in-cell system. The work is 
based on the engineering approximation according to which the bubble growth/reduction is considered on average, 
assuming that during the period of the external driving the mass of gas in the bubble does not noticeably change. 
This theory predicts the existence of stably oscillating bubbles in confined liquid undergoing an external driving 
force. Three possible diffusion regimes are revealed: 1) total bubble dissolution, 2) partial bubble dissolution, and 
3) partial bubble growth, where the last two regimes provide the diffusion stability in the bubble-in-cell system. 
The parametric study of the influence of the gas concentration dissolved in the liquid on the resulting stable bubble 
size is conducted. The obtained results are compared with the results for the case of the stable bubble oscillations 
in the pressure sound field in a bulk (infinite) liquid. The theoretical findings of the present study can be used for 
improvement of the modern applications of ultrasound technology.
Keywords: bubble dynamics, cavitation, ultrasound, diffusion
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