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В результате решения линеаризованных двумерных уравнений Навье–Стокса в цилиндриче-
ской системе координат получено периодическое решение задачи о динамике газа в закрытой
трубе при колебаниях поршня по гармоническому закону. Представлены зависимости резо-
нансных частот от диаметра трубы. Исследован вопрос о максимальной амплитуде продоль-
ной скорости колебаний вязкого политропного газа на первой резонансной частоте. Полу-
ченные зависимости сравнены с известными результатами для плоского резонатора. Показа-
но, что максимальная продольная скорость примерно в два раза больше в плоском
резонаторе, чем в трубе с диаметром, равным ширине плоского резонатора.
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При исследовании колебаний газа в резонаторах зачастую используется предположение о
плоском характере волн в исследуемой области. В работе [1] на основе полных уравнений На-
вье–Стокса проведено численное моделирование волн в плоском закрытом резонаторе, имею-
щем прямоугольную форму.

В [2] на основе редуцированных уравнений Навье–Стокса получено аналитическое решение
задачи колебаний газа в узкой плоской прямоугольной осциллирующей каверне. На основе по-
лученного решения исследован вопрос о зависимости первой резонансной частоты от ширины
канала, а также изучены акустические течения газа в каверне, создаваемые на резонансной ча-
стоте стоячей волной.

В [3] представлено численное решение одномерной задачи распространения периодической
ударной волны в резонаторе на основе подхода Лагранжа. Результаты расчетов показали хорошее
согласование как с физическими экспериментами [4], так и с результатами численного модели-
рования динамики газа в двумерном резонаторе [5].

В [6] получено аналитическое решение задачи колебаний динамики вязкого политропного га-
за в закрытом плоском резонаторе. На основе аналитического решения построена резонансная
кривая давления. Установлено хорошее согласование полученных результатов на резонансных и
субрезонансных частотах с результатами подхода Лагранжа [3].

В [7] во втором приближении получено аналитическое решение задачи о колебаниях газа в
плоском закрытом резонаторе с вибрирующей стенкой. Построены графики средних массовых
скоростей, которые хорошо согласуются как с численным решением задачи с осциллирующей
стенкой [1], так и с аналитическим решением колеблющегося канала [2].

В [8, 9] численно изучены колебания воздуха в закрытом резонаторе. В ходе исследования ис-
пользовались полные уравнения Навье–Стокса с уравнением сохранения энергии, теплопро-
водности и состояния.

Во всех вышеизложенных работах акустические волны рассматривались в закрытом плоском
резонаторе, однако на практике резонаторы представляют собой трубу. Поэтому целью настоя-
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щей работы является получение аналитического решения задачи о колебаниях вязкого газа
в трубе-резонаторе.

1. ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ МОДЕЛЬ КОЛЕБАНИЙ ГАЗА В ТРУБЕ-РЕЗОНАТОРЕ
Рассмотрим резонатор –x0 ≤ x ≤ x0, 0 ≤ y ≤ y0 с жесткими стенками (рис. 1). На левой границе

возбуждается продольная скорость так, что

Линеаризованная система, описывающая осесимметричные колебания вязкого сжимаемого
газа, имеет вид [7]

(1.1)

Будем искать периодическое решение системы (1.1) с граничными условиями: на левой гра-
нице – поршень, на правой – отсутствие протекания, на стенках – условия прилипания.

(1.2)

Заметим, что чем больше отношение x0/y0, тем более точно линеаризованная система (1.1)
описывает колебания вязкого сжимаемого газа в резонаторе. Периодическое решение за-
дачи (1.1)–(1.2) ищем в виде стоячей волны

(1.3)

Подстановка (1.3) в (1.1)–(1.2) дает

(1.4a)

(1.4b)
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Рис. 1. Труба или плоский резонатор.
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Граничные условия запишутся в виде

1.1. Продольная скорость в произвольном сечении

Вводя амплитуду скорости , запишем для нее уравнение

.

Его общее решение есть , где введена функция Бесселя нулевого рода,

удовлетворяющая уравнению , где , , , а звез-

дочка означает комплексно-сопряженную величину. С учетом известного соотношения 
можно записать на оси

Из условий прилипания на стенке y = y0:

получим , откуда

Вводя осредненную по сечению трубы продольную скорость

с учетом известного соотношения , запишем

откуда следует , где . Таким образом, запишем амплитуду ко-

лебаний продольной скорости
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1.2. Касательное напряжение на стенке
Амплитуда касательного напряжения имеет вид:

То есть, касательное напряжение пропорционально средней по сечению x продольной
скорости.

1.3. Усредненные по сечению уравнения неразрывности и импульса
Запишем осредненные по сечению уравнения (1.4)

окончательно:

(1.5a)

(1.5b)

1.4. Продольная скорость
Дифференцируя уравнение (1.5a) по x и исключая градиент давления c помощью (1.5b), полу-

чим уравнение для средней продольной скорости

где .

Запишем общее решение этого уравнения U = Achαx + Bshαx. Граничные условия дают

откуда ,  и .

Поэтому амплитуда продольной скорости равна
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1.6. Поперечная скорость
Уравнение для поперечной скорости найдем, умножив (1.4a) на y и проинтегрировав полу-

ченное уравнение по y. Выражая поперечную скорость, получим

Вычисляя , с учетом известного соотно-

шения

запишем, опуская громоздкие вычисления

1.7. Резонатор-труба
Переходя к мнимым частям, получим формулы

где , , , .

1.8. Плоский резонатор
Для сравнения приведем аналогичные формулы, полученные в работе [3] для плоского резо-

натора

где , , , .

2. СРАВНЕНИЕ ПЛОСКОГО И ОСЕСИММЕТРИЧНОГО РЕШЕНИЯ
Далее будем сравнивать резонатор-трубу и плоский резонатор. При этом диаметр первого бу-

дет равен ширине плоского резонатора. Максимум амплитуды продольной скорости достигается
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на оси y = 0 в центре резонатора x = 0. Поэтому будем искать максимум модуля продольной ско-
рости газа по частоте ω, т.е. величины

При этом надо учесть, что величины δ, , f, α зависят от частоты ω. В результате определяют-
ся оптимальные значения частоты ω и максимальная продольная скорость Umax.

Для поиска максимума скорости будем задавать длину резонатора L = 2x0 и его относитель-

ный радиус y0/δΩ. Толщина акустического пограничного слоя  берется для фундамен-

тальной частоты Ω = πc0/L. Для воздуха эта толщина может быть выражена в системе СГС через

длину резонатора .

Для плоского резонатора будем искать максимум по частоте ω выражения [7]

На рис. 2 приведены графики зависимости резонансной частоты от поперечных размеров
плоского [7], осесимметричного резонатора и плоской каверны [2]. Чем больше эти размеры, тем
ближе резонансная частота к фундаментальной. Чем меньше поперечные размеры резонаторов,
тем больше сказывается вязкость газа и тем более сдвигается резонанс от фундаментальной ча-
стоты в область низких частот. Для осесимметричного резонатора резонансные частоты меньше
частот, чем для плоского.

В случае колеблющейся каверны, рассмотренной в работе [2], резонансная частота определя-

ется из выражения , и ее зависимость от ширины каверны пред-

ставлена на рис. 2.
На рис. 3 представлены зависимости максимальной амплитуды продольной скорости газа

Umax/U0 от поперечных размеров плоского и осесимметричного резонаторов на резонансной ча-
стоте.

Графики рис. 3 показывают, что в диапазоне 5 ≤ y0/δ ≤ 20 скорости Umax/U0 пропорциональны
относительным поперечным размерам резонаторов y0/δΩ. Эти значения приближенно могут

быть оценены по следующим формулам: для трубы-резонатора ; для плоского ре-
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Рис. 2. Резонансная частота: 1 – плоский резонатор, 2 – труба-резонатор диаметром, равным ширине плоского
резонатора, 3 – плоская каверна [2].
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зонатора . Максимальная амплитуда продольной скорости газа в плоском резона-

торе шириной 2y0 примерно в два раза больше, чем в трубе диметром 2y0.
Приведенная формула позволяет оценить трудно измеряемую максимальную продольную

скорость газа. Так, для трубы-резонатора длиной L = 106 см с внутренним диаметром 2y0 =
= 3.65 см изучаемой в работе [10], при угловой частоте ω ≈ 1009 рад/с, амплитуде смещения
поршня X0 = 0.035 см, амплитуде скорости поршня U0 = 35.3 см/c толщина акустического погра-
ничного слоя равна , а максимальная продольная скорость

газа равна .

В качестве другого примера рассмотрим плоский резонатор длиной L = 0.8825 см, шириной
2y0 = 0.0316 см [1]. Толщина акустического пограничного слоя равна δΩ = 0.00165 ×
×  см = 15.5 мкм. Максимальная амплитуда продольной скорости газа в этом

случае равна .

На рис. 4 изображены резонансные кривые давления в осесимметричном резонаторе, посчи-
танные аналитически и численно, в диапазоне частот .

Графики полностью совпадают вне резонанса в областях [0.94, 0.98] и [1.02, 1.06], хорошо со-
гласуются около резонанса ([0.98, 0.99] и [1.01, 1.02]). В резонансе ω/Ω = 1 значения безразмер-

ной амплитуды давления  максимальны и примерно равны 0.03.

На рис. 5 изображены графики максимальной амплитуды продольной скорости газа для ча-
стот, близких к фундаментальной частоте Ω = πc0/L. На графиках a и в представлены амплитуд-
но-частотные характеристики для цилиндрического резонатора, на б и г – для плоского прямо-
угольного резонатора. Из графиков видно, что максимальные амплитуды продольной скорости
газа для резонаторов различной ширины/радиуса значительно различаются вблизи фундамен-
тальной частоты и сближаются по мере отклонения от нее. Максимальные амплитуды продоль-
ной скорости газа достигаются вблизи фундаментальной частоты попарно для осесимметрично-
го и плоского случаев для резонаторов одинаковой ширины (или радиуса для осесимметричного
случая). Графики имеют схожий колоколообразный характер. Из графиков видно, что макси-
мальная скорость газа в плоском случае в 2 раза превышает скорость в осесимметричном случае
вблизи фундаментальной частоты и совпадает вне фундаментальной резонансной области.
На графиках пики сплошной линии находятся левее пиков пунктирной, значит резонансная ча-
стота для осесимметричного случая меньше резонансной частоты для плоского случая. Видно,
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Рис. 3. Максимальная продольная скорость: 1 – плоский резонатор, 2 – труба-резонатор диаметром, равным
ширине плоского резонатора.
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что для узких резонаторов максимальная скорость газа достигается при частотах меньше фунда-
ментальной. С ростом ширины (радиуса) резонатора максимальная скорость достигается при ча-
стотах, близких к фундаментальной частоте.

Рис. 4. Резонансная кривая давления в осесимметричном резонаторе. 1 – аналитическое решение, 2 – числен-
ное моделирование.
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Рис. 5. Максимальные амплитуды продольной скорости газа вблизи фундаментальной частоты. a и в – цилин-
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= 60, 5 – y0/δ = 100, 6 – y0/δ = 150, 7 – y0/δ = 300.
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В [4] изучены колебания газа в трубе-резонаторе длиной L = 170.18 см и диаметром  см.

Толщина пограничного слоя равна  см, d/δ =

= 0.04826/0.002145 = 22.5, т.е. , что говорит о том, что эта труба достаточно узкая для
применения предложенного аналитического решения.

На рис. 6 изображены резонансные кривые максимального размаха давления ∆p = p – p0 на
закрытом конце трубы-резонатора, посчитанные аналитически и экспериментально. В рабо-
те [4] изучались ударные волны, которые возникают вблизи резонансной частоты, поэтому вне
резонансных частот (где ударные волны не возникают) размах давления принимался равным ну-
лю. Графики удовлетворительно согласуются на субрезонасных частотах.

На рис. 7 изображены резонансные кривые среднего возмущения давления на закрытом кон-
це трубы-резонатора, посчитанные аналитически и экспериментально [4]. Графики хорошо со-
гласуются вне резонанса и удовлетворительно согласуются на субрезонасных частотах.

= 4.826d

Ω
νδ ==

π
×=

0
0.00165 52 1.7018 0.00214L
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= δ22.5d

Рис. 6. Резонансная кривая максимального размаха давления на закрытом конце трубы-резонатора. Пункти-
ром – эксперимент [4], сплошной – аналитическое решение.
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Рис. 7. Резонансная кривая среднего возмущения давления на закрытом конце трубы-резонатора. Пункти-
ром – эксперимент [4], сплошной – аналитическое решение.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено приближенное решение задачи о колебаниях газа в закрытой трубе-резонаторе в за-

мкнутом виде. На основе этого решения изучены поля скоростей и давления на резонансной и
субрезонансных частотах для труб различного диаметра. Построены зависимости резонансных
частот от диаметра трубы-резонатора. Установлено, что чем больше диаметр резонатора, тем
ближе резонансная частота к фундаментальной. Чем меньше поперечные размеры резонаторов,
тем больше сказывается вязкость газа и тем более сдвигается резонанс от фундаментальной ча-
стоты в область низких частот. Показано, что для осесимметричного резонатора резонансные
частоты меньше частот, чем для плоского.

Найдены зависимости максимальной продольной скорости колебаний вязкого политропного
газа от диаметра резонатора. Полученные зависимости сравнены с известными результатами для
плоского резонатора. Показано, что средняя продольная скорость плоского резонатора пример-
но в два раза больше, чем скорость в трубе-резонаторе с диаметром, равным ширине плоского
резонатора.

Получены резонансные кривые давления в осесимметричном резонаторе, посчитанные ана-
литически и численно вблизи резонанса. Установлены хорошее согласование графиков вблизи
резонанса и удовлетворительное согласование амплитуды безразмерного давления в резонансе.
Заметим, что, помимо практической пользы для прикладных оценок, аналитическое решение
необходимо для учета вторичных течений.
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