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Прямым методом построения двумерных оптимальных по критическим числам Маха М* тел
построены близкие к оптимальным по М* несущие профили. Их практически нулевые коэф-
фициенты волнового сопротивления сх остаются таковыми не только при числах Маха набе-
гающего потока М0 меньших М*, но и при М0 заметно превышающих М*. Этим новые несу-
щие профили отличаются от суперкритических несущих профилей, сх которых стремительно
растут при превышении расчетных значений М0. При равных толщинах и М0 = М* суперкри-
тические профили реализуют большие коэффициенты подъемной силы су. Однако из-за от-
меченного выше отличия в поведении сх при М0, больших расчетных, качество суперкрити-
ческих профилей может стать ниже даже как отношение су не к сх, а к коэффициенту полного
сопротивления.
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Анализ [1] для симметричных профилей и тел вращения в равномерных набегающих потоках
с числами Маха М0 < 1 и его обобщения [2] на тела в цилиндрических каналах и в решетках, на
контуры с отрезками горизонталей и областями поступательного звукового течения определили
важную роль отрезков звуковых линий тока в контурах конфигураций, обтекаемых идеальным
(невязким и нетеплопроводным) газом с наибольшими критическими числами Маха М0 = М* < 1.
Анализ обтекания таких тел включал доказательство и применение “свойства прямолинейно-
сти” звуковых линий (“линий перехода”), отличных от звуковых линий тока, отрезки которых
формируют оптимальные контуры. Второе утверждение – принцип максимума, согласно кото-
рому в таких течениях число Маха может достигать своего максимального значения М = 1 только
на обтекаемых контурах. Свойство прямолинейности линий перехода и принцип максимума
справедливы и при “дозвуковом” (как и в [1, 2], с М ≤ 1) обтекании несимметричных профилей.
Однако для них доказать ключевые при выяснении структуры оптимальных тел утверждения,
названные в [1] “теоремой сравнения” и “леммой граничной точки”, не удалось.

Построенные в [3–10] примеры оптимальных тел в безграничном равномерном дозвуковом
набегающем потоке включают симметричные профили и замкнутые тела вращения, обтекаемые
под нулевым углом атаки, а также головные или кормовые части полубесконечных пластины и
кругового цилиндра. Для их построения созданы численно-аналитические инструменты с весь-
ма сложными аналитическими составляющими. Подход, развитый в [11], оказался намного про-
ще. В его основе – прямой метод оптимального профилирования с численным решением “уста-
новлением” уравнений Эйлера, описывающих дозвуковое обтекание идеальным газом искомых
тел, представление выпуклых звуковых участков их контуров кривыми Бернштейна–Безье (КББ)
и нахождение оптимальных КББ с помощью генетического алгоритма (ГА). При этом миними-
зируются интегралы по выпуклым участкам контура от квадрата разности давления р и его из-
вестной отвечающей М = 1 “критической” величины . У оптимальных по М* тел выпуклые
участки – отрезки звуковых линий тока и эти интегралы равны нулю.

*p
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1. БЛИЗКИЕ К ОПТИМАЛЬНЫМ ПО М* НЕСУЩИЕ ПРОФИЛИ

Все построенные в [11] плоские и осесимметричные оптимальные по М* тела, как и в [3–10], об-
текаются равномерным набегающим потоком под нулевым углом атаки. Далее, как и в [11], ось х де-
картовых координат ху направлена по скорости V0 набегающего потока. При построении близких к
оптимальным по М* несущих профилей зададим и примем за линейный масштаб проекцию их хорды
на ось х. При передней точке профиля i, помещенной на ось у, и концевой точке  f, помещенной на
ось х, профилю отвечают 0 ≤ х ≤ 1. Как и в [1–11], возможны и иные ограничения, например

(1.1)

с заданными константами θm < 0 и Sm > 0 и уравнениями у = у+(х) и у = у–(х) верхней и нижней
образующими профиля.

Первое ограничение (1.1) приводило к появлению у построенных ранее оптимальных по М*
симметричных обтекаемых под нулевым углом атаки профилей прямолинейных участков
dy/dx = tgθm, заканчивающихся в их концевой точке x = 1, y = 0. Ограничение же на площадь
“продольного” сечения S, введенное еще в [1], приводило к появлению у этих профилей перед-
него торца ia, на котором x = 0, и выпуклого отрезка звуковой линии тока, на котором М = 1 и
р = . При гладкой стыковке всех участков оптимальных образующих (непрерывности угла на-
клона касательной к ним θ) кривизна звуковых участков в их концевых точках обращается в бес-
конечность [7–12]. При приближении к этим точкам по отрезкам θ = const бесконечны произ-
водные p и V, а при приближении по нормали к контуру – производные всех параметров [12].

Согласно “Заключению” [11]: “… ставшие легко доступными оптимальные по М* конфигурации
по-прежнему ограничены симметричными профилями, телами вращения и головными и кормовы-
ми частями, обтекаемыми под нулевым углом атаки. Тем не менее хочется верить, что легкость проб
поможет найти структуру принципиально иных оптимальных по М* двумерных конфигураций”.
Ниже построены примеры именно таких, близких к оптимальным по М* несущих профилей.

Изображенный на рис. 1 несущий профиль отличается от профилей, построенных ранее, не-
симметрией его верхней и нижней образующих. Во-первых, отрезок a'b' звуковой при M0 = M*
линии тока меньше подобного верхнего отрезка ab. По этой причине при построении искомых
профилей прямым методом [11] минимизируются интегралы

(1.2)

Здесь и далее, как в [11], ξ – расстояние, отсчитываемое вдоль контура,  – отвечающее М = 1
критическое давление, за масштабы плотности ρ и скоростей взяты их размерные (с индексом
“градус”) критические величины  и , а за масштаб р – . Для совершенного газа с посто-
янными теплоемкостями и их отношением (показателем адиабаты) γ безразмерное  = 1/γ. Во-
вторых, для увеличения подъемной силы дозвуковой при М0 = М* концевой участок нижнего
контура, плавно примыкающий к отрезку a'b', может быть вогнутым.

Наряду с функционалом (1.2) вычисляются коэффициенты волнового сопротивления сх и
подъемной силы су и площадь S продольного сечения профиля
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Рис. 1. Близкий к оптимальному по М* несущий профиль с отрезками звуковых (при М0 = М*) линий тока ab и a'b'.
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(1.3)

со средней точкой i торца a'a. Для совершенного газа давление р0 и  – функции числа Маха М0
набегающего потока

КББ, которыми аппроксимировались криволинейные участки контуров искомых несущих
профилей, задаются формулами [13]

в которых P – координаты (x, y), t – параметр,  – полиномы Бернштейна, а Pk – координаты
концов (контрольных точек) отрезков ломаной (“полигона”). В общем случае КББ проходит
лишь через крайние контрольные точки, касаясь в них соответствующего отрезка полигона. Су-
щественна линейная зависимость координат КББ от координат Pk ее контрольных точек.

Верхние звуковые при М0 = М* отрезки образующих искомых профилей КББ определяют
так же, как при построении симметричных профилей в [11]. При построении выпуклого и вогну-
того участков нижних образующих две КББ обеспечивают гладкую стыковку выпуклого
участка a'b' с торцом a'a в точке a' и с вогнутым концевым участком в точке b'. Гладкую стыковку
в точке b' реализует помещение этой точки и двух соседних с ней контрольных точек КББ на от-
резок заранее неизвестной прямой линии.

Близкие к оптимальным по М* несущие профили строились прямым методом [11], который
ранее развивался и применялся при построении оптимальных аэродинамических форм в [14–18].
Оптимальные параметры КББ – оставшиеся не заданными (“свободными”) координаты кон-
трольных точек, включая координаты точек стыковки уа, xb,  и  (индексы a, b, … метят вели-
чины в точках a, b, …), обеспечивающие близкие к нулю значения введенных в (1.2) и (1.3) функ-
ционалов I, I' и сх, находил ГА, описанный в [11].

Распределения параметров и значения I, I', сх и су при стационарном обтекании каждого сге-
нерированного ГА профиля находились установлением по времени при численном решении
уравнений течения идеального газа (уравнений Эйлера). Записанные в дивергентной форме не-
стационарные уравнения Эйлера интегрировались разностной схемой Годунова [19] повышен-
ного согласно [20, 21] порядка аппроксимации (на гладких решениях). Как и в [11], в плоскости
ху уравнения Эйлера численно интегрировались в области, ограниченной окружностью r ≡ (x2 +
+ y2)1/2 = 15 с параметрами невозмущенного потока в примыкающем к окружности слое “вспо-
могательных” ячеек [22]. Ячейки разностной сетки, адаптированной к обтекаемым телам, увели-
чивались линейно по r. Чтобы избежать связанного с этим роста времени установления, инте-
грирование уравнений велось по неявной разностной схеме [23] с числом Куранта cu = 10–20.
Не вдаваясь в дальнейшие подробности, перейдем к примерам построенных близких к опти-
мальным по М* несущим профилям.

2. ПРИМЕРЫ БЛИЗКИХ К ОПТИМАЛЬНЫМ ПО М* НЕСУЩИХ ПРОФИЛЕЙ
Все расчеты выполнены для γ = 7/5 = 1.4 с заданием выпуклых звуковых участков симметрич-

ных профилей кривыми Бернштейна–Безье 10-го порядка (K = 10). Вогнутые концевые участки
их нижних образующих задавались КББ 3-го порядка, а при представлении полей чисел Маха
координаты х и у отнесены к проекции хорды профиля на ось х.

В табл. 1 приведены числа Маха М0, углы атаки α и относительные толщины h – максималь-
ные разности у при фиксированном х верхней и нижней образующих трех построенных прямым
методом оптимизации близких к оптимальным по М* = М0 несущих профилей. Четвертый несу-
щий профиль – суперкритический для М0 = 0.785 несущий профиль SC(2)_NASA_0410 из [24].
С этим профилем будет сравниваться один из построенных близкий к оптимальному по М* = 0.785
несущий профиль. Существенно, что все четыре профиля обтекаются под небольшими отрица-
тельными углами атаки. Методы построения двумерных суперкритических конфигураций, обте-
каемых на расчетном режиме с местными безударными сверхзвуковыми зонами, развивались
в [25–29].

+ −= − = − = −
ρ ρ   0 02 2

0 0 0 0

2 2( ) , ( ) , ( )
f

x y
fif fif i

c p p dy c p p dx S y y dx
V V

ρ 2
0 0V

( )M M
M

γ γ−γ + γ + γ −= = − ρ = γ
γ+ γ −

/( 1)2
2 2 2 20

0 0 0 0 0 0 02
0

( 1) 1 11, , .
2 22 ( 1)

V p V V p

−

=
= = − ∈

−
0

!( ) ( ) , ( ) (1 ) , [0,1]
!( )!

K
K K k K k
k k k

k

KP t B t P B t t t t
k K k

( )K
kB t

'bx 'by



130

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2023

КРАЙКО, ШАПОВАЛОВ

В табл. 2 собраны величины I, I', cx, cy и отличие от единицы максимальных чисел Маха Mm

при числах Маха набегающего потока М0 и углах атаки, указанных в табл. 1. Все перечисленные
величины были получены на двух разностных сетках с числом ячеек N и 4N. Сравнение значе-
ний, полученных на исходных и более “тонких” сетках (в скобках), демонстрирует достовер-
ность результатов расчета. Из приведенных величин практически неизменен коэффициент
подъемной силы, слегка изменяются интегралы I и I′ и умеренно – максимальные числа Маха Mm.
Уменьшение же почти на порядок крайне малых значений сх, близких к оптимальным по М* не-
сущих профилей, как и в [11], – свидетельство высокой точности результатов, ибо здесь от-
личие сх от нуля – следствие погрешностей счета. С учетом сказанного далее приводятся резуль-
таты, полученные на исходных сетках.

На рис. 2 показаны поля чисел Маха при обтекании с М0 = 0.785 несущего профиля, близкого
к оптимальному по М* = 0.785 (а), и суперкритического профиля SC(2)_NASA_0410, спрофили-
рованного на М0 = 0.785 (б). Хотя согласно табл. 2 отличие Mm от единицы у второго профиля
вчетверо больше, чем у первого, на расчетном режиме (при М0 = 0.785), он обтекается почти без-
ударно с сх ≈ 0.2 × 10–3.

Таблица 1

M0 –α h

0.7 0.0211 0.1774
0.785 0.009 0.101

0.785 (NASA) 0.0076 0.1
0.85 0.0044 0.0546

Таблица 2

M0 N I × 104 I' × 104 cx × 105 cy × 103 (Mm – 1) × 103

0.7 13744 (×4) 18 (17) 18 (19) 42 (8) 488 (489) 11 (37)
0.785 14688 (×4) 64 (63) 14 (16) 17 (2) 246 (246) 29 (31)

0.785 (NASA) 16960 (×4) 58 (20) 395 (398) 139 (121)
0.85 15664 (×4) 31 (31) 44 (47) 8 (1) 150(150) 25 (32)

Рис. 2. Поля чисел Маха при обтекании с М0 = 0.785 несущего профиля, близкого к оптимальному по М* =
= 0.785 (а), и суперкритического профиля SC(2)_NASA_0410, спрофилированного на М0 = 0.785 (б).
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Согласно рис. 3 ситуация резко меняется при М0, больших расчетного значения М0 = 0.785.
У близкого к оптимальному по М* несущего профиля сх не изменяется до М0 = 0.81, возрастая за-
тем до сх = 1.64 × 10–3 при М0 = 0.82 на исходной сетке и до сх = 1.48 × 10–3 на вчетверо более густой.
В отличие от этого сх суперкритического профиля NASA начинает при М0 > 0.785 расти сразу, дости-
гая при М0 = 0.82 много большей величины сх ≈ 1.2 × 10–2. На рис. 3 и далее ломанные кривые обра-
зуют прямолинейные отрезки, которые соединяют представленные значками результаты расчета.

На рис. 4 даны поля чисел Маха при обтекании с М0 = М* несущих профилей, близких к оп-
тимальным по М* = 0.7 (а) и М* = 0.85 (б). Зависимости от М0 коэффициентов волнового сопро-

Рис. 3. Зависимость сх от М0 профилей: близкого к оптимальному по М* = 0.785 (1) и профиля SC(2)_NASA_0410 (2).
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Рис. 4. Поля чисел Маха около близких к оптимальным по М* несущих профилей: (а, б) –М* = 0.7, 0.85.
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тивления этих несущих профилей показывает рис. 5. Как и у несущего профиля с М* = 0.785, уве-
личение сх этих несущих профилей начинается не сразу при превышении расчетных значений
чисел Маха набегающего потока М0 = М* и идет не столь стремительно, как рост сх суперкри-
тических профилей [24] с такими же относительными толщинами h и расчетными числами
Маха М0.

Рисунок 6 для близких к оптимальным по М* несущих профилей дает зависимости от числа
Маха набегающего потока М0 максимальных чисел Маха Mm, которые реализуются на выпуклых
участках их контуров. Для всех трех построенных профилей величина Mm слегка превышает еди-
ницу на расчетных М0 = М*, линейно по М0 уменьшается при М0 < М* и, ускоряясь, возрастает
при М0 > М*. Сравнение кривых рис. 6 с кривыми рис. 3 и 5 показывает, что для близких к опти-
мальным по М* несущих профилей ускоренный рост Mm начинается заметно раньше ускорен-
ного роста волнового сопротивления.

Рис. 5. Зависимость сх близких к оптимальным по М* несущих профилей, отвечающих М* = 0.7 (а) и М* =
= 0.85 (б), от М0.
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Рис. 6. Зависимость от М0 максимальных чисел Маха Mm на близких к оптимальным по М* несущих профилях,
отвечающих М* = 0.7 (1), 0.785 (2) и 0.85 (3).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Как и ожидалось, построение близких к оптимальным по М* несущих профилей удалось бла-

годаря простоте примененного для их построения прямого метода. Второй существенный, но
понятый не сразу момент – отрицательные углы атаки. При положительных углах атаки искомые
несущие профили не получались.

Авторы благодарны К.С. Пьянкову за предоставленные программы, консультации и об-
суждения.
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