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Статья опубликована на условиях Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

11 февраля 2022 года исполняется 70 лет Науму Самуиловичу Гинзбургу — крупному
ученому в области радиофизики и физической электроники, заведующему отделом высокочастот-
ной релятивистской электроники ФГБНУ «Федерального исследовательского центра Институт
прикладной физики Российской академии наук» (Нижний Новгород).

Наум Самуилович Гинзбург родился в городе Горьком в 1952 году. В 1974 году окончил
с отличием радиофизический факультет Горьковского государственного университета. После
окончания университета Н. С. Гинзбург становится сотрудником Института прикладной физики
АН СССР (в настоящее время — ФИЦ ИПФ РАН). В его работах, выполненных совместно с
М. И. Петелиным, В. Л. Братманом, Г. С. Нусиновичем, Г. Г. Денисовым, развивалась нелиней-
ная теория сверхвысокочастотных генераторов: лазеров на свободных электронах, гиротронов,
мазеров на циклотронном авторезонансе. В эти годы началось плодотворное сотрудничество
Н. С. Гинзбурга с саратовской радиофизической школой, которое не прекращается и по сей день.
Так, в 1978 году Н. С. Гинзбург и С. П. Кузнецов опубликовали ставшую классической работу,
в которой были заложены основы нестационарной нелинейной теории лампы обратной волны
О-типа и впервые показана возможность возникновения сложной динамики в данном классе
систем.

В 1970–80-х годах Н. С. Гинзбург выполнил большой цикл теоретических исследований
нелинейной динамики лазеров и мазеров на свободных электронах. Впоследствии эти исследова-
ния составили основу его докторской диссертации, защищенной в 1993 году.

©Рыскин Н. М., 2022
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В начале 1990-х годов внимание Наума Самуиловича привлекает аналогия между процесса-
ми генерации импульсов в квантовой электронике и в классических электронно-волновых систе-
мах, прежде всего — эффект кооперативного излучения или сверхизлучения Дике. Н. С. Гинзбург
совместно с И. В. Зотовой провел основополагающие работы по теории сверхизлучения протяжен-
ных электронных сгустков, которые в сотрудничестве с ведущими физиками-экспериментаторами
М. И. Яландиным (ИЭФ УрО РАН), В. В. Ростовым (ИСЭ СО РАН, Томск) и др. позволили
реализовать новый класс импульсных источников электромагнитного излучения с экстремаль-
но высокой мультигигаваттной пиковой мощностью и уникальной короткой субнаносекундной
длительностью.

Также в начале 1990-х годов Н. С. Гинзбург выдвинул идею использования двумерной
распределенной обратной связи (РОС) для генерации когерентного излучения пространственно-
развитыми активными средами, в качестве которых могут выступать как мощные сильноточные
релятивистские пучки, так и полупроводниковые лазерные среды. На основе двумерной РОС,
реализуемой с помощью двумерных брэгговских структур, в сотрудничестве с А. В. Аржанни-
ковым, Н. Ю. Песковым и А. Д. Р. Фелпсом в ИЯФ СО РАН (Новосибирск) и Стратклайдском
университете (Глазго, Великобритания) были созданы мазеры на свободных электронах планарной
и цилиндрической геометрии с рекордным для коротковолновой части миллиметрового диапазона
уровнем мощности.

Большой вклад внес Н. С. Гинзбург в развитие квазиоптического подхода к описанию
процессов электронно-волнового взаимодействия. В 1980-х годах Н. С. Гинзбургом совместно
с Г. С. Нусиновичем, А. С. Сергеевым и Н. А. Завольским была развита нестационарная теория
гиротрона с нефиксированной структурой высокочастотного поля и сформулированы граничные
условия излучения в генераторах с дифракционным выводом энергии. Впоследствии Наум Самуи-
лович и его ученик А. М. Малкин развили квазиоптическую теорию релятивистских черенковских
генераторов поверхностной волны.

В 1980 году в составе авторского коллектива Н. С. Гинзбург был удостоен премии Ле-
нинского комсомола за цикл работ по теоретическому и экспериментальному исследованию
индуцированного излучения сильноточных релятивистских электронных пучков и создание на
этой основе мощных источников электромагнитных колебаний. В 2003 году Науму Самуиловичу
и его коллегам из ИПФ РАН, МГУ имени М. В. Ломоносова и Института сильноточной элек-
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Аннотация. Цель настоящей работы — численное исследование обобщенной модели Рабиновича–Фабриканта,
полученной с использованием формализма Лагранжа и описывающей трехмодовое взаимодействие в присутствии
кубической нелинейности общего вида. Указанная модель демонстрирует богатую динамику, обусловленную наличием
в уравнениях нелинейности третьего порядка. Методы. Исследование основано на численном решении полученных
аналитически дифференциальных уравнений, а также их численном бифуркационном анализе с помощью программы
MаtCont. Результаты. Для полученной модели построены карты динамических режимов на плоскости управляющих
параметров, зависимости показателей Ляпунова от параметра, аттракторы и их бассейны притяжения. На плоскости
управляющих параметров численно найдены и построены бифуркационные линии для положений равновесия и предель-
ного цикла периода один. Показано, что динамика обобщенной модели зависит от сигнатуры характерных выражений,
присутствующих в уравнениях. Проведено сопоставление с динамикой модели Рабиновича–Фабриканта и указаны
области, где имеет место полное или частичное совпадение динамики. Заключение. Полученная модель является новой
и описывает взаимодействие трех мод в случае, когда кубическая нелинейность, определяющая их взаимодействие,
задана в общем виде. Кроме того, так как рассматриваемая модель представляет собой некоторое естественное расши-
рение известной модели Рабиновича–Фабриканта, то так же, как и модель Рабиновича–Фабриканта, она является
универсальной и может моделировать системы различной физической природы (в том числе радиотехнические),
в которых имеет место трехмодовое взаимодействие и присутствует кубическая нелинейность общего вида.

Ключевые слова: модель Рабиновича–Фабриканта, хаотические аттракторы, формализм Лагранжа, бифуркационный
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Abstract. The purpose of this work is to numerically study of the generalized Rabinovich–Fabrikant model. This model
is obtained using the Lagrange formalism and describing the three-mode interaction in the presence of a general cubic
nonlinearity. The model demonstrates very rich dynamics due to the presence of third-order nonlinearity in the equations.
Methods. The study is based on the numerical solution of the obtained analytically differential equations, and their numerical
bifurcation analysis using the MаtCont program. Results. For the generalized model we present a charts of dynamic regimes
in the control parameter plane, Lyapunov exponents depending on parameters, portraits of attractors and their basins.
On the plane of control parameters, bifurcation lines and points are numerically found. They are plotted for equilibrium
point and period one limit cycle. It is shown that the dynamics of the generalized model depends on the signature of the
characteristic expressions presented in the equations. A comparison with the dynamics of the Rabinovich–Fabrikant model is
carried out. We indicated a region in the parameter plane in which there is a complete or partial coincidence of dynamics.
Conclusion. The generalized model is new and describes the interaction of three modes, in the case when the cubic nonlinearity
that determines their interaction is given in a general form. In addition, since the considered model is a certain natural extension
of the well-known Rabinovich–Fabrikant model, then it is universal. And it can simulate systems of various physical nature
(including radio engineering), in which there is a three-mode interaction and there is a general cubic nonlinearity.

Keywords: Rabinovich–Fabrikant model, chaotic attractors, Lagrange formalism, bifurcation analysis, multistability.

Acknowledgements. Research was carried out under support of the Russian Science Foundation (project no. 21-12-00121),
https://rscf.ru/project/21-12-00121/

For citation: Kuznetsov SP, Turukina LV. Generalized Rabinovich–Fabrikant system: equations and its dynamics. Izvestiya
VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2022;30(1):7–29. DOI: 10.18500/0869-6632-2022-30-1-7-29

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

Введение

Исследование сложной динамики нелинейных систем, в том числе динамического хаоса,
составляет одну из фундаментальных междисциплинарных проблем. К настоящему времени
накоплен обширный материал, включающий множество теоретических результатов, методик и
алгоритмов анализа, многообразие примеров модельных систем со сложной динамикой, экспе-
риментальные данные и пр. [1–10]. Продуктивный подход в рамках этого направления состоит
в выработке обобщенных моделей, охватывающих тот или иной круг феноменов и примени-
мых, по крайней мере, для качественного описания систем различной природы. Одна из таких
моделей предложена в 1979 г. Рабиновичем и Фабрикантом [11] для описания модуляционной
неустойчивости и возникновения хаоса при параметрическом взаимодействии мод в неравно-
весной диссипативной среде с кубической нелинейностью со спектрально узким усилением.
Считается, что возбуждаются три моды — основная мода, попадающая в область неустойчиво-
сти, и два симметрично расположенных сателлита за пределами этой области. Задача сводится

8
Кузнецов С. П., Тюрюкина Л. В.

Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1

https://doi.org/10.18500/0869-6632-2022-30-1-7-29
https://rscf.ru/project/21-12-00121/
https://doi.org/10.18500/0869-6632-2022-30-1-7-29


при ряде упрощающих предположений к конечномерной системе дифференциальных уравнений
относительно трех действительных переменных

𝑥̇ = 𝑦(𝑧 − 1 + 𝑥2) + γ𝑥,

𝑦̇ = 𝑥(3𝑧 + 1− 𝑥2) + γ𝑦,

𝑧̇ = −2𝑧(ν+ 𝑥𝑦),

(1)

где 𝑥, 𝑦, 𝑧 — динамические переменные, а ν и γ – параметры.
Известно, что модель Рабиновича–Фабриканта демонстрирует богатую феноменологию

динамического поведения, включая различные регулярные и хаотические режимы и мультиста-
бильность, когда в фазовом пространстве сосуществуют аттракторы разных типов [12–20]. Модель
носит универсальный характер в том смысле, что она охватывает множество систем различной
физической природы, таких, например, как волны Толлмина–Шлихтинга в гидродинамических
течениях [21], ветровые волны на воде [22], волны в химических средах с диффузией [23], а также
параметрические колебания, реализуемые в радиотехническом устройстве [18].

В настоящей работе мы предлагаем некоторое естественное расширение модели Рабиновича–
Фабриканта, в рамках которого кубическая нелинейность, определяющая взаимодействие трех мод,
задана в более общем виде. Можно полагать, что использование обобщенной модели расширит
область применения подхода, предложенного в работе Рабиновича–Фабриканта, и феноменологию
наблюдаемого динамического поведения.

1. Вывод уравнений обобщенной модели

Заметим, что модель Рабиновича–Фабриканта можно трактовать как результат применения
метода медленных амплитуд к системе трех осцилляторов, описываемой функцией Лагранжа

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

2

2∑︁
𝑛=0

(︀
𝑚𝑛𝑥̇

2
𝑛 − 𝑘𝑛𝑥

2
𝑛

)︀
− 𝑈 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) , (2)

где потенциал взаимодействия 𝑈(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) задан полиномом четвертой степени по трем своим
аргументам и добавлена диссипация, определяемая функцией Рэлея с коэффициентами, положи-
тельными для сателлитов и отрицательными для основной моды:

𝑅 =
1

2

(︀
−γ0𝑥̇20 + γ1𝑥̇21 + γ2𝑥̇22

)︀
. (3)

В отношении нелинейного взаимодействия сделаем предположение, что оно полностью
симметрично по отношению к перестановке осцилляторов, то есть функция 𝑈(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) пред-
ставляется в виде суммы всевозможных комбинаций четвертой степени обобщенных координат.
Благодаря симметрии, потенциальная функция естественным образом строится как сумма четырех
групп однотипных членов, каждая из которых может иметь свой постоянный коэффициент:

𝑈(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) =

[︂
1

4

(︀
𝑥40 + 𝑥41 + 𝑥42

)︀
+ 3β

(︀
𝑥20𝑥

2
1 + 𝑥20𝑥

2
2 + 𝑥21𝑥

2
2

)︀
+

+3µ
(︀
𝑥20𝑥1𝑥2 + 𝑥21𝑥0𝑥2 + 𝑥22𝑥0𝑥1

)︀
+

+ η
(︀
𝑥30𝑥1 + 𝑥30𝑥2 + 𝑥31𝑥0 + 𝑥31𝑥2 + 𝑥32𝑥0 + 𝑥32𝑥1

)︀]︁
.

(4)
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Константы µ, β, η выступают как безразмерные параметры, характеризующие нелинейность.
Как мы увидим далее, параметр η при переходе к описанию в рамках метода медленных ампли-
туд оказывается несущественным. Традиционная модель Рабиновича–Фабриканта получается в
предположении µ = β = 1.

Уравнения Лагранжа

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇𝑗

)︂
− 𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑗
= − 𝜕𝐿

𝜕𝑥̇𝑗
, 𝑗 = 0, 1, 2 (5)

в явной форме записываются как

𝑚0𝑥̈0 + 𝑘0𝑥0 + α
[︀
𝑥30 + 3β𝑥0

(︀
𝑥21 + 𝑥22

)︀
+ 3µ𝑥1𝑥2 (2𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2) +

+ η
(︀
3𝑥20𝑥1 + 3𝑥20𝑥2 + 𝑥31 + 𝑥32

)︀]︀
= γ0𝑥̇0,

𝑚1𝑥̈1 + 𝑘1𝑥1 + α
[︀
𝑥31 + 3β𝑥1

(︀
𝑥22 + 𝑥20

)︀
+ 3µ𝑥2𝑥0 (2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥0) +

+ η
(︀
3𝑥21𝑥0 + 3𝑥21𝑥2 + 𝑥30 + 𝑥32

)︀]︀
= −γ1𝑥̇1,

𝑚2𝑥̈2 + 𝑘2𝑥2 + α
[︀
𝑥32 + 3β𝑥2

(︀
𝑥20 + 𝑥21

)︀
+ 3µ𝑥0𝑥1 (2𝑥2 + 𝑥0 + 𝑥1) +

+η
(︀
3𝑥22𝑥0 + 3𝑥22𝑥1 + 𝑥30 + 𝑥31

)︀]︀
= −γ2𝑥̇2.

(6)

Здесь основной моде отвечает осциллятор с индексом 0, а сателлитам — соответственно, 1 и 2.
Имея в виду наложенное резонансное условие 2ω0 ≈ ω1 + ω2, где ω𝑖 =

√︀
𝑘𝑖/𝑚𝑖, в предпо-

ложении малой нелинейности и диссипации, можно полагать, что амплитуды мод за характерный
интервал времени меняются незначительно, и применить к системе (6) метод медленных амплитуд.
Для этого представим обобщенные координаты осцилляторов в виде

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 exp(𝑖ω𝑛𝑡) + 𝑎*𝑛 exp(−𝑖ω𝑛𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, (7)

где 𝑎𝑛 — комплексные амплитуды. Поскольку полное количество величин (действительные и
мнимые части 𝑎𝑛) при этом становится избыточным, мы вправе наложить на каждую комплексную
амплитуду 𝑎𝑛 дополнительное условие

𝑎̇𝑛 exp(𝑖ω𝑛𝑡) + 𝑎̇*𝑛 exp(−𝑖ω𝑛𝑡) = 0, 𝑛 = 0, 1, 2. (8)

После подстановки выражений (7), (8) в уравнения (6), усреднения по времени и приведения
подобных слагаемых, с учетом возможного отклонения по частоте от резонанса ∆ω = 2ω0 −ω1 −
−ω2 ̸= 0 в показателе экспоненты, получаем следующие амплитудные уравнения:

𝑎̇0 =
1

2
γ0𝑎0 + 𝑖

1

ω0𝑚0

[︂
µ𝑎*0𝑎1𝑎2 exp (−𝑖∆ω𝑡) +

3

2

(︀
|𝑎0|2 + 2β|𝑎1|2 + 2β|𝑎2|2

)︀
𝑎0

]︂
,

𝑎̇1 = −1

2
γ1𝑎1 + 𝑖

1

ω1𝑚1

[︂
µ𝑎20𝑎

*
2 exp (𝑖∆ω𝑡) +

3

2

(︀
|𝑎1|2 + 2β|𝑎0|2 + 2β|𝑎2|2

)︀
𝑎1

]︂
,

𝑎̇2 = −1

2
γ2𝑎2 + 𝑖

1

ω2𝑚2

[︂
µ𝑎20𝑎

*
1 exp (𝑖∆ω𝑡) +

3

2

(︀
|𝑎2|2 + 2β|𝑎0|2 + 2β|𝑎1|2

)︀
𝑎2

]︂
.

(9)

Далее следуя подходу работы [11], считаем, что амплитуда основной компоненты 𝑎0 суще-
ственно больше амплитуд сателлитов 𝑎1,2 и что комплексные амплитуды сателлитов одинаковы,
так как из-за близости частот коэффициенты в амплитудных уравнениях для сателлитов 1 и 2
практически совпадают.

10
Кузнецов С. П., Тюрюкина Л. В.

Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1



Введем действительные амплитуды 𝐴0,1 и фазы 30,1, используя соотношения 𝑎0 =
= 𝐴0 exp(𝑖30) и 𝑎1 = 𝑎2 = 𝐴1 exp(𝑖31), подставим эти соотношения в уравнения (9) и,
отделяя действительные и мнимые части, получим

𝐵̇0 = µ𝐵0𝐵1 sin3+ 2
γ0
∆ω

𝐵0,

𝐵̇1 = −µ𝐵0𝐵1 sin3−
γ1
∆ω

𝐵1,

3̇ = 1 + (2β− 1)(𝐵1 −𝐵0) + µ(2𝐵1 −𝐵0) cos3.

(10)

Здесь 𝐵𝑛 = 3/(𝑚𝑛ω𝑛∆ω)𝐴2
𝑛, 𝑛 = 0, 1 — нормированные действительные амплитуды, 3 =

= 2(30 − 31) + ∆ω𝑡 — текущая фазовая расстройка, τ = ∆ω𝑡 — безразмерное время.
Наконец, введем новые переменные 𝑥 =

√
2𝐵0 cos(3/2), 𝑦 =

√
2𝐵0 sin(3/2), 𝑧 = 𝐵1 и

время 𝑡 = τ/2. Положим также 𝑝 = ((1/2)µ + β − 1/2), 𝑞 = ((1/2)µ − β + 1/2), γ = γ0/(∆ω),
ν = γ1/(∆ω). Тогда из системы (10) получим:

𝑥̇ =
[︀
𝑝(𝑥2 + 𝑧) + 𝑞(−𝑦2 + 3𝑧)− 1

]︀
𝑦 + γ𝑥,

𝑦̇ =
[︀
𝑝(−𝑥2 + 3𝑧) + 𝑞(𝑦2 + 𝑧) + 1

]︀
𝑥+ γ𝑦,

𝑧̇ = −2𝑧(ν+ (𝑝+ 𝑞)𝑥𝑦).

(11)

Система (11) совпадет с моделью Рабиновича–Фабриканта (1), если в уравнениях положить
𝑝 = 1, 𝑞 = 0, и, таким образом, представляет обобщение на случай кубической нелинейности
более общего вида, нежели в исходной модели [11]. Заметим, что, как и модель Рабиновича–
Фабриканта, система (11) обладает свойством симметрии относительно замены переменных
𝑥 → −𝑥 и 𝑦 → −𝑦.

В системе (11) присутствуют две группы параметров. Первая представлена параметрами γ
и ν, которые идентичны параметрам модели Рабиновича–Фабриканта и имеют смысл коэффици-
ентов диссипации — положительной для сателлитов и отрицательной для основной моды. Вторая
группа представлена параметрами 𝑝 и 𝑞. Это новые параметры, характеризующие нелинейное
взаимодействие между осцилляторами в системе.

2. Динамика обобщенной модели на плоскости параметров
нелинейного взаимодействия

Рассмотрим динамику системы (11). Для начала построим для нее карту динамических
режимов на плоскости параметров нелинейного взаимодействия (𝑝, 𝑞) для значений параметров
γ = 0.96 и ν = 1.5 (рис. 1, a). Такая карта строится при сканировании плоскости параметров,
когда в каждой ее точке численно определяется тип наблюдаемого режима, который обозначается
соответствующим цветом. На карте, на рис. 1, a, наблюдаются следующие режимы: темно-синий
цвет отвечает состоянию равновесия, голубой — предельному циклу периода 1, желтый — циклу
периода 2, красный — циклу периода 4, и т. д., черный цвет отвечает хаотическому режиму,
а белым цветом обозначена область убегания траекторий на бесконечность. Указанные периоды
циклов определяются стандартным образом с помощью сечений Пуанкаре. Также система (11)
демонстрирует новый тип динамики, не наблюдавшийся в модели Рабиновича–Фабриканта (1),
который состоит в том, что в фазовом пространстве существует инвариантное (устойчивое)
множество в виде окружности, целиком лежащее в плоскости 𝑧 = 0. Соответствующая область
отмечена на карте динамических режимов серым цветом. Однако этот режим не представляет ин-
тереса для исследования, так как в терминах исходной системы дифференциальных уравнений (6),
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Рис. 1. а — Карта динамических режимов системы (11) на плоскости параметров (𝑝, 𝑞), построенная для γ = 0.96
и ν = 1.5. b — Разбиение плоскости параметров (𝑝, 𝑞) на области, отвечающие разной сигнатуре выражений 𝑝+3𝑞,
3𝑝+ 𝑞 и 𝑞 (цвет online)

Fig. 1. а — Chart of dynamical regimes of the model (11) at (𝑝, 𝑞) parameter plane at γ = 0.96 and ν = 1.5. b — Division
of the (𝑝, 𝑞) parameter plane into regions corresponding to different signature of expressions 𝑝+ 3𝑞, 3𝑝+ 𝑞 and 𝑞 (color
online)

как следует из тех замен переменных, что сделаны при выводе системы (11) (см. раздел 1),
он отвечает тому, что амплитуда колебаний осциллятора с индексом 0 (основная мода) 𝐴0 = const,
а амплитуды осцилляторов с индексами 1, 2 (сателлиты) 𝐴1 = 𝐴2 = 0.

Из рис. 1, a видно, что области различных периодических режимов, хаоса и область
убегания траекторий на бесконечность имеют вид расходящихся из начала координат лучей. При
этом качественное устройство карты динамических режимов системы (11) не зависит от выбора
параметров γ и ν.

На рис. 1, b представлено разбиение плоскости (𝑝, 𝑞) на области, отвечающие разной
сигнатуре выражений 𝑝+3𝑞, 3𝑝+ 𝑞 и 𝑞. Для того чтобы объяснить, откуда взялись эти выражения,
перепишем систему (11) в следующем виде:

𝑥̇ = 𝑦

[︂
(𝑝+ 3𝑞)𝑧 − 1 + (𝑝+ 𝑞)𝑥2 − 𝑞

𝑥2 + 𝑦2

2

]︂
+ γ𝑥,

𝑦̇ = 𝑥

[︂
(3𝑝+ 𝑞)𝑧 + 1− (𝑝+ 𝑞)𝑥2 + 𝑞

𝑥2 + 𝑦2

2

]︂
+ γ𝑦,

𝑧̇ = −2𝑧(ν+ (𝑝+ 𝑞)𝑥𝑦).

(12)

В этом случае уравнения выглядят более громоздкими, однако их структура аналогична структуре
уравнений модели Рабиновича–Фабриканта (1). А именно, в первом и втором уравнениях системы
(12) в квадратных скобках будет четыре слагаемых вида: const1𝑧, 1, const2𝑥2 и новое слагаемое,
которого не было в модели (1), const3(𝑥2 + 𝑦2). При этом всего в системе (12) три значимых
комбинации параметров, (𝑝 + 3𝑞), (3𝑝 + 𝑞) и 𝑞, то есть коэффициенты перед слагаемыми 𝑧 в
первом и втором уравнениях системы (12) и коэффициент перед слагаемым (𝑥2+ 𝑦2), одинаковый
для обоих уравнений1. Указанные условия задают на плоскости (𝑝, 𝑞) линии:

𝑝+ 3𝑞 = 0, 3𝑝+ 𝑞 = 0, 𝑞 = 0, (13)

1Четвертая комбинация параметров 𝑝 + 𝑞 задает на плоскости (𝑝, 𝑞) линию 𝑝 = −𝑞, которая является линией
симметрии карты динамических режимов, но не влияет на ее структуру.
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каждая из которых делит плоскость (𝑝, 𝑞) на две области, в одной соответствующая комбинация
параметров будет больше нуля, а в другой — меньше. Полное разделение плоскости (𝑝, 𝑞) на
области представлено на рис. 1, b и оно, так же, как и карта динамических режимов, не зависит
от параметров γ и ν. Из рисунка видно, что плоскость (𝑝, 𝑞) разбита на шесть областей с разной
сигнатурой выражений 𝑝 + 3𝑞, 3𝑝 + 𝑞 и 𝑞. При этом состояние равновесия, предельные циклы
различных периодов и хаос будут наблюдаться лишь в областях 1 (𝑝+ 3𝑞 > 0, 3𝑝+ 𝑞 > 0, 𝑞 > 0),
4 (𝑝+ 3𝑞 < 0, 3𝑝+ 𝑞 < 0, 𝑞 < 0) и 6 (𝑝+ 3𝑞 > 0, 3𝑝+ 𝑞 > 0, 𝑞 < 0). Именно из этих областей и
будут выбираться значения параметров 𝑝 и 𝑞 для дальнейшего исследования системы (11). Новый
тип динамики, инвариантное (устойчивое) множество в виде окружности, целиком лежащее в
плоскости 𝑧 = 0, находится в областях 2 (𝑝+3𝑞 > 0, 3𝑝+𝑞 < 0, 𝑞 > 0) и 5 (𝑝+3𝑞 < 0, 3𝑝+𝑞 > 0,
𝑞 < 0), а убегание траекторий на бесконечность — во всех шести областях.

3. Динамика обобщенной модели на плоскости
параметров диссипации

Теперь построим для системы (11) карты динамических режимов на плоскости параметров
(ν, γ). Параметры 𝑝 и 𝑞 выберем из тех областей на плоскости (𝑝, 𝑞) (рис. 1, b), в которых система
(11) демонстрирует периодические и хаотические режимы, то есть из областей 1, 4 и 6, а также
на линии 𝑝 = 0. Соответствующие карты представлены на рис. 2. При их построении использо-
валась та же цветовая палитра, что и в случае рис. 1, a. Кроме этого на рис. 2, a представлена
карта динамических режимов для модели Рабиновича–Фабриканта (1), взятая из работы [20].
Это позволит сопоставить динамику системы (11) с динамикой, характерной для модели Рабино-
вича–Фабриканта.

Рис. 2. а — Карта динамических режимов модели Рабиновича–Фабриканта (1) на плоскости (ν, γ). b–e — Карты
динамических режимов системы (11) на плоскости (ν, γ) для 𝑝 = 0.8, 𝑞 = 0.0 (b); 𝑝 = 0.9, 𝑞 = 0.1 (c); 𝑝 = 1.3,
𝑞 = −0.1 (d); 𝑝 = −0.05, 𝑞 = −0.85 (e) (цвет online)

Fig. 2. а — Chart of dynamical regimes of the Rabinovich–Fabrikant model (1) at (ν, γ) parameter plane. b–e — Chart of
dynamical regimes of the model (11) at (ν, γ) parameter plane at 𝑝 = 0.8, 𝑞 = 0.0 (b); 𝑝 = 0.9, 𝑞 = 0.1 (c); 𝑝 = 1.3,
𝑞 = −0.1 (d); 𝑝 = −0.05, 𝑞 = −0.85 (e) (color online)
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Пусть сначала 𝑝 = 0.8, а 𝑞 = 0.0. Это отвечает тому, что точка на плоскости (𝑝, 𝑞) лежит
на линии 𝑞 = 0 на рис. 1, b. В этом случае в системе (12) коэффициент перед слагаемым
(𝑥2 + 𝑦2) равен нулю и от модели Рабиновича–Фабриканта (1) она будет отличаться лишь
другими коэффициентами перед слагаемыми 𝑧 и 𝑥2, а структура уравнений будет та же самая.
Соответствующая карта динамических режимов системы (11) на плоскости (ν, γ) представлена на
рис. 2, b. Из ее сопоставления с рис. 2, a видно, что карты как качественно, так и количественно
идентичны друг другу. А значит, и динамика системы (11) будет идентична динамике системы (1).
Также отметим, что для других значений параметров 𝑝 и 𝑞, лежащих на линии 𝑞 = 0 в области
𝑝 > 0, карта динамических режимов системы (11) меняться не будет. В случае же когда 𝑝 < 0,
в системе (11) будет иметь место убегание траекторий на бесконечность.

Пусть теперь 𝑝 = 0.9, а 𝑞 = 0.1. В этом случае точка на плоскости (𝑝, 𝑞) попадает в область 1
(см. рис. 1, b). Соответствующая карта динамических режимов системы (11) на плоскости (ν, γ)
представлена на рис. 2, c, из которого видно, что теперь динамика системы (11) количественно
отличается от той, что демонстрирует модель Рабиновича–Фабриканта (1) (см. рис. 2, а). Так,
области периодических и хаотических режимов становятся шире и сдвигаются вправо; и как мы
покажем далее, мультистабильность будет наблюдаться при больших значениях параметра γ, чем
в случае модели Рабиновича–Фабриканта (1).

Теперь положим 𝑝 = 1.3, а 𝑞 = −0.1, а точка на плоскости (𝑝, 𝑞) попадает в область 6
(см. рис. 1, b). Карта динамических режимов системы (11) на плоскости (ν, γ) для этого случая
представлена на рис. 2, d. Видно, что в данном случае карта динамических режимов системы
(11) существенно отличается от карты, построенной для модели Рабиновича–Фабриканта (1)
(рис. 2, a): области периодических и хаотических режимов стали меньше, а область убегания
траекторий на бесконечность — больше. Также исчезла вторая структура, демонстрирующая
переход к хаосу через последовательность бифуркаций удвоения периода, наблюдавшаяся при
небольших значениях параметра γ, слева от основной структуры, а область мультистабильности
стала уже.

И, наконец, пусть 𝑝 = −0.05, а 𝑞 = −0.85. Это отвечает тому, что точка на плоскости (𝑝, 𝑞)
попадает в область 4 (см. рис. 1, b). Соответствующая карта динамических режимов системы
(11) на плоскости (ν, γ) представлена на рис. 2, e. Из рисунка видно, что в данном случае карта
динамических режимов системы (11) качественно идентична карте для модели Рабиновича–
Фабриканта (1) (см. рис. 2, a), хотя и имеются незначительные количественные отличия.

Во всех остальных областях плоскости (𝑝, 𝑞) в системе (11) будет иметь место либо убегание
траекторий на бесконечность, либо новый тип режима — инвариантное (устойчивое) множество в
виде окружности, целиком лежащее в плоскости 𝑧 = 0.

4. Динамика обобщенной модели в случае 𝑝 = 0.9, 𝑞 = 0.1

Теперь рассмотрим динамику системы (11) в случае, когда параметры нелинейности при-
нимают значения 𝑝 = 0.9 и 𝑞 = 0.1, более подробно. Этот случай интересен тем, что с одной
стороны карта динамических режимов системы (11) (см. рис. 2, c) похожа на карту для модели
Рабиновича–Фабриканта (см. рис. 2, a), а с другой стороны на ней присутствует ряд отличий. Как
и в работе [20], построим для системы (11) графики зависимости спектра показателей Ляпунова
от параметра ν, аттракторы и бассейны их притяжения для нескольких фиксированных значений
параметра γ. А также численно построим бифуркационные линии на плоскости (ν, γ).

4.1. Случай γ = 0.96. Для того чтобы было удобно сопоставлять динамику системы (11)
с динамикой модели Рабиновича–Фабриканта (1) выберем те же значения параметра γ. Итак,
пусть γ = 0.96. На рис. 3, a представлен график зависимости трех показателей Ляпунова от
параметра ν для системы (11). Из рисунка видно, что в области ν > 1.75 все показатели Ляпунова
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Рис. 3. а — Зависимость показателей Ляпунова системы (11) от параметра ν для γ = 0.96. b–f — Аттракторы
системы (11) для γ = 0.96 при ν = 1.9 (b); 1.6 (c); 1.4 (d); 1.38 (e); 1.35 (f )

Fig. 3. a — Graphs of Lyapunov exponents of the model (11) on the parameter ν at γ = 0.96. b–f — Attractors of the
model (11) at γ = 0.96: ν = 1.9 (b); 1.6 (c); 1.4 (d); 1.38 (e); 1.35 (f )

отрицательные, то есть в системе существует устойчивое положение равновесия. Соответству-
ющий фазовый портрет представлен на рис. 3, b. На нем наблюдаются два сосуществующих
положения равновесия SP−

1 и SP+
1 , расположенных симметрично и переходящих друг в друга при

замене 𝑥 на −𝑥 и 𝑦 на −𝑦, то есть в системе (11) имеет место бистабильность. При уменьшении
параметра ν устойчивые положения равновесия SP−

1 и SP+
1 исчезают, и на их месте возникают

устойчивые предельные циклы CL−
1 и CL+

1 (рис. 3, c), а старший показатель Ляпунова становится
равным нулю (см. рис. 3, a). При дальнейшем уменьшении параметра ν период предельных
циклов удваивается (рис. 3, d, e), пока в результате каскада бифуркаций удвоения периода не
возникнут хаотические аттракторы Ch−1 и Ch+1 (рис. 3, f ), при этом старший показатель Ляпунова
станет положительным.

Для анализа бистабильности были построены бассейны притяжения аттракторов. На рис. 4
представлены бассейны притяжения для устойчивых положений равновесия SP−

1 и SP+
1 , обо-

значенных на рисунке синим и зеленым цветом, соответственно. Отметим, что на этом рисунке
(и на всех последующих аналогичных рисунках) представлены проекция аттракторов на плоскость
(𝑥, 𝑦) и сечения бассейнов притяжения плоскостью 𝑧0 = const, а сами бассейны притяжения
окрашены в тот же цвет, что и его аттрактор. При небольших значениях 𝑧0 = 0.1 бассейны
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Рис. 4. Проекция аттракторов на плоскость (𝑥, 𝑦) и сечения их бассейнов притяжения плоскостью 𝑧0 = const
системы (11). γ = 0.96 и ν = 1.9. Бассейн притяжения положения равновесия SP−

1 окрашен в синий цвет,
положения равновесия SP+

1 — в зеленый (цвет online)

Fig. 4. Projection of the attractors on a (𝑥, 𝑦) plane and sections of their basins by the 𝑧0 = const plane plotted for the
model (11). γ = 0.96 and ν = 1.9. The basin of attraction of the equilibrium position SP−

1 is colored blue, and the basin
of SP+

1 is colored green (color online)

притяжения устойчивых положений равновесия SP−
1 и SP+

1 представляют собой симметрично
расположенные относительно начала координат овальные области. С ростом 𝑧0 бассейны увели-
чиваются в размере, а внутри них появляются «острова», отвечающие разбеганию траекторий
на бесконечность. Далее эти «острова» увеличиваются в размере, а ограничивающие их справа
и слева полосы становятся все уже и уже, пока совсем не разрываются, и у бассейнов появ-
ляются своеобразные «хвосты». Если и далее увеличивать 𝑧0, то появляются новые «острова»,
отвечающие разбеганию траекторий на бесконечность, и новые «хвосты», а также от основного
бассейна отделяются области меньшего размера. Кроме того, с ростом 𝑧0 внутри бассейнов
притяжения положений равновесия SP−

1 и SP+
1 появляются узкие полосы, представляющие собой

бассейны притяжения симметричного аттрактора. (Внутри области зеленого цвета появляются
полосы синего цвета, а внутри синей — зеленого.) Отметим, что для всех остальных аттракторов
(предельных циклов различных периодов, хаотических аттракторов), наблюдаемых в данном
случае, бассейны притяжения качественно будут такими же, как для положений равновесия SP−

1 и
SP+

1 . С тем лишь отличием, что их трансформации будут происходить при меньших значениях 𝑧0,
а сами бассейны станут чуть меньше.

Таким образом, можно утверждать, что при данных значениях параметра γ динамика си-
стемы (11) в целом идентична, по крайней мере качественно, динамике модели Рабиновича–
Фабриканта (1) [20]. Имеют место лишь количественные отличия, которые состоят в том, что бас-
сейны притяжения аттракторов становятся больше, а одни и те же трансформации в системе (11)
по сравнению с моделью Рабиновича–Фабриканта (1) происходят при больших значениях 𝑧0.
Хотя есть и одно качественное отличие, состоящее в том, что в системе (11) с ростом 𝑧0 внутри
бассейнов притяжения появляются узкие полосы, представляющие собой бассейны притяже-
ния симметричного аттрактора. В модели Рабиновича–Фабриканта (1) подобные изменения не
наблюдались.
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4.2. Случай γ = 0.78. Теперь уменьшим значение параметра γ. Пусть γ = 0.78. Отметим,
что динамика модели Рабиновича–Фабриканта в этом случае не изменится [20]. А вот динамика
системы (11), как показано далее, будет существенно отличаться. На рис. 5 представлен график
зависимости показателей Ляпунова от параметра ν и аттракторы системы (11), построенные для
данного случая. Из рис. 5, a видно, что в области ν > 1.75 все показатели Ляпунова отрица-
тельные, то есть в системе существует устойчивое положение равновесия. Соответствующий
фазовый портрет представлен на рис. 5, b. На нем, как и в предыдущем случае, наблюдаются
два сосуществующих аттрактора SP−

2 и SP+
2 ,2 расположенные симметрично и переходящие друг

в друга при замене 𝑥 на −𝑥 и 𝑦 на −𝑦 3. При уменьшении параметра ν устойчивые положения
равновесия SP−

2 и SP+
2 исчезают, и на их месте возникают устойчивые предельные циклы CL−

2 и
CL+

2 (рис. 5, c), а старший показатель Ляпунова становится равен нулю (см. рис. 5, a). При даль-
нейшем уменьшении параметра ν в системе (11) возникает мультистабильность, когда в фазовом
пространстве помимо устойчивых предельных циклов CL−

2 и CL+
2 наблюдаются расположенные

внутри них устойчивые положения равновесия SP−
3 и SP+

3 (рис. 5, d). Отметим, что это новые
положения равновесия, не совпадающие с рассмотренными ранее и возникающие, как мы покажем
далее, в результате другой бифуркации. Далее период предельных циклов CL−

2 и CL+
2 удваивается

(рис. 5, e, f ), пока, в результате каскада бифуркаций удвоения периода, не возникнут хаотические
аттракторы Ch−2 и Ch+2 (рис. 5, g), а старший показатель Ляпунова станет положительным (см.
рис. 5, а). При этом устойчивые положения равновесия SP−

3 и SP+
3 продолжают сосуществовать

вместе с предельными циклами и хаотическими аттракторами, пока не останутся единственными
аттракторами (рис. 5, h) после того как хаотические аттракторы исчезнут при ν ≈ 1.27. Таким
образом, в отличие от модели Рабиновича–Фабриканта (1) в системе (11) при значении параметра
γ = 0.78 в определенном диапазоне изменения параметра ν имеет место мультистабильность. Что
подтверждает сделанный ранее вывод о том, что в системе (11) мультистабильность наблюдается
в большем диапазоне изменения параметров.

На рис. 6, a представлены бассейны притяжения для устойчивых положений равновесия
SP−

2 и SP+
2 (см. рис. 5, b), обозначенные на рисунке синим и зеленым цветом, соответственно.

Из рис. 6, a видно, что при небольших значениях 𝑧0 = 0.1 бассейны притяжения представляют
собой окружность довольно большого радиуса, разделенную на две части многообразиями
неустойчивого положения равновесия, расположенного в начале координат. При этом правая
часть окружности — бассейн SP+

2 , а левая — бассейн SP−
2 . С ростом 𝑧0 как снаружи, так и

внутри окружности появляются новые области, представляющие собой бассейны притяжения
симметричного аттрактора (см. рис. 6, a). Причем, чем больше 𝑧0, тем больше чередующихся
областей наблюдается.

На рис. 6, b представлены бассейны для случая ν = 1.5, когда в фазовом пространстве сосу-
ществуют симметрично расположенные пары, состоящие из предельного цикла CL−

2 (или CL+
2 ) и

находящегося внутри него устойчивого положения равновесия SP−
3 (или SP+

3 ) (рис. 5, d). В этом
случае при значениях 𝑧0 близких к нулю, на плоскости начальных условий (𝑥0, 𝑦0) наблюдаются
лишь бассейны притяжения устойчивых положений равновесия SP−

3 и SP+
3 , которые представляют

собой симметрично расположенные относительно начала координат овальные области. С ростом
𝑧0 внутри появляются бассейны притяжения парных им предельных циклов CL−

2 и CL+
2 , которые

также представляют собой овальные области. Потом внутри этих областей появляются овальные
области, представляющие собой бассейны притяжения парных им устойчивых положений равно-
весия SP−

3 и SP+
3 и т. д. Таким образом, при 𝑧0 ≈ 0.1 на плоскости начальных условий (𝑥0, 𝑦0)

2Строго говоря, это те же самые положения равновесия, что и SP−
1 и SP+

1 . Однако для удобства изложения материала
аттракторы (даже если это один и тот же аттрактор), построенные для разных значений параметра γ, будут обозначаться
своим индексом.

3Отметим, что в силу симметрии системы (11) все аттракторы, если не оговаривается иное, будут возникать
симметрично расположенной парой объектов, переходящих друг в друга при замене 𝑥 на −𝑥 и 𝑦 на −𝑦. Поэтому
данный момент при дальнейшем изложении материала будет подразумеваться по умолчанию.
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Рис. 5. а — Зависимость показателей Ляпунова системы (11) от параметра ν для γ = 0.78. b–h — Аттракторы
системы (11) для γ = 0.78: ν = 2.0 (b); 1.6 (c); 1.5 (d); 1.36 (e); 1.34 (f ); 1.3 (g); 1.2 (h)

Fig. 5. a — Graphs of the Lyapunov exponents of the model (11) on the parameter ν at γ = 0.78. b–h — Attractors of the
model (11) at γ = 0.78: ν = 2.0 (b); 1.6 (c); 1.5 (d); 1.36 (e); 1.34 (f ); 1.3 (g); 1.2 (h)

наблюдаются структура в виде овальных областей (бассейны притяжения устойчивых положений
равновесия SP−

3 и SP+
3 ), внутри которых расположены меньшие овальные области (бассейны

притяжения парных им предельных циклов CL−
2 и CL+

2 ), которые окружены узкими кольцами,
представляющими собой чередующиеся бассейны притяжения устойчивых положений равновесия
SP−

3 и SP+
3 и парных им предельных циклов CL−

2 и CL+
2 . При дальнейшем увеличение 𝑧0 внутри

бассейнов притяжения устойчивых положений равновесия SP−
3 и SP+

3 появляются «острова»,
отвечающие убеганию траекторий на бесконечность, внутри которых в свою очередь появляются
узкие полосы, представляющие собой бассейны притяжения симметричного аттрактора. Далее
эти «острова» увеличиваются в размере, а ограничивающие их полосы становятся все уже и
уже, пока совсем не разрываются и у бассейнов не появляются своеобразные «хвосты». Таким
образом, дальнейшая трансформация бассейнов становиться такой же, как и в случае γ = 0.96.

Отметим, что бассейны притяжения предельных циклов CL−
2 и CL+

2 , наблюдаемых при тех
значениях параметра ν, когда в системе (11) нет мультистабильности, например при ν = 1.6 (см.
рис. 5, c), идентичны бассейнам притяжения, представленным на рис. 6, a. А бассейны притяжения
для всех остальных режимов, в случаях когда мультистабильность есть (см. рис. 5, d–g), будут
идентичны бассейнам притяжения, представленным на рис. 6, b. А вот бассейны притяжения
устойчивых положений равновесия SP−

3 и SP+
3 качественно будут идентичны тем, что наблюдались

в системе (11) для случая γ = 0.96 для устойчивых положений равновесия SP−
1 и SP+

1 (см. рис. 4).
С тем лишь отличием, что в данном случае трансформация бассейнов происходит быстрее, а их
размер растет чуть медленнее.

Таким образом, система (11) при γ=0.78 демонстрирует динамику, существенно отличную
от той, что имеет место в модели Рабиновича–Фабриканта (1) при том же значении парамет-
ра γ [20]. Основным отличием является наличие в системе (11) мультистабильности, которая
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Рис. 6. Проекция аттракторов на плоскость (𝑥, 𝑦) и сечения их бассейнов притяжения плоскостью 𝑧0 = const
системы (11). γ = 0.78, ν = 2.0 (a), 1.5 (b). Бассейн притяжения положения равновесия SP−

2 окрашен в синий цвет,
а положения равновесия SP+

2 — в зеленый, предельного цикла CL−
2 — в голубой и CL+

2 — в красный (цвет online)

Fig. 6. Projection of the attractors on a (𝑥, 𝑦) plane and sections of their basins of attraction by 𝑧0 = const plane plotted
for the model (11). γ = 0.78, a — ν = 2.0, b — ν = 1.5. The basin of attraction of the equilibrium position SP−

2 is
colored blue, the basin of SP+

2 is colored green, the basin of CL−
2 is colored light blue, the basin of CL+

2 is colored red
(color online)

наблюдается в модели Рабиновича–Фабриканта (1) при меньших значениях параметра γ (γ ≈ 0.5).
При этом, отметим, что если устройство бассейнов притяжения в случае, когда в системе (11) есть
мультистабильность, аналогично тому, что наблюдалось в модели Рабиновича–Фабриканта (1) при
γ = 0.5, то устройство бассейнов притяжения в случае, когда в системе (11) мультистабильности
нет, существенно иное и аналогично тому, что наблюдалось в модели Рабиновича–Фабриканта
(1) при γ = 0.2.

4.3. Случай γ = 0.5. Пусть теперь γ = 0.5. Отметим, что динамика модели Рабиновича–
Фабриканта (1) для данного значения параметра γ демонстрирует мультистабильность,
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когда в фазовом пространстве сосуществуют две симметрично расположенные пары, состоящие
из предельного цикла и находящегося внутри него устойчивого положения равновесия [20]. Теперь
рассмотрим динамику системы (11). На рис. 7, a представлен график зависимости показателей
Ляпунова от параметра ν и аттракторы системы (11), построенные для данного случая. Из рисунка
видно, что динамика системы (11) в этом случае полностью идентична той, что наблюдалась в
системе (11) для γ = 0.78. Так, при ν > 2.0 и ν < 1.28 в фазовом пространстве наблюдаются
устойчивые положения равновесия SP−

4 , SP+
4 и SP−

5 , SP+
5 соответственно (рис. 7, b и рис. 7, h);

в области 1.28 < ν < 2.0 — предельные циклы CL−
3 и CL+

3 , демонстрирующие переход к хаосу
через последовательность бифуркаций удвоения периода (рис. 7, c–g). При этом при ν < 1.5
в системе (11) имеет место мультистабильность.

А вот устройство бассейнов притяжения существенно отличается от того, что наблюдалось
для случая γ = 0.78. На рис. 8, a представлены бассейны притяжения для устойчивых положений
равновесия SP−

4 и SP+
4 (см. рис. 7, b), обозначенных синим и зеленым цветом, соответственно.

Из рис. 8, a видно, что в данном случае внешние границы бассейнов притяжения представляют
собой сложно устроенные кривые. С ростом 𝑧0 внутри бассейнов появляются новые области,
представляющие собой бассейны притяжения симметричного аттрактора, сначала у внешней
границы, а потом в окрестности начала координат. При этом сам размер бассейнов не меняется.
Отметим, что бассейны притяжения, построенные для предельных циклов CL−

3 и CL+
3 (см.

рис. 7, c), полностью идентичны бассейнам для положений равновесия SP−
4 и SP+

4 на рис. 8, a.
Заметим также, что подобное устройство бассейнов притяжения не наблюдалось ни в модели
Рабиновича–Фабриканта (1), ни в системе (11) для рассмотренных ранее значений параметров.

Рис. 7. а — Зависимость показателей Ляпунова системы (11) от параметра ν для γ = 0.5. b–h — Аттракторы
системы (11) для γ = 0.5: ν = 2.2 (b); 1.6 (c); 1.4 (d); 1.36 (e); 1.34 (f ); 1.3 (g); 1.2 (h)

Fig. 7. a — Graphs of Lyapunov exponents of the model (11) on the parameter ν at γ = 0.5. b–h — Attractors of the
model (11) at γ = 0.5: ν = 2.2 (b); 1.6 (c); 1.4 (d); 1.36 (e); 1.34 (f ); 1.3 (g); 1.2 (h)
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Рис. 8. Проекция аттракторов на плоскость (𝑥, 𝑦) и сечения их бассейнов притяжения плоскостью 𝑧0 = const
системы (11), γ = 0.5: ν = 2.2 (а), ν = 1.4 (b). Бассейны притяжения положений равновесия SP−

4 и SP−
5 окрашены

в синий цвет, а положений равновесия SP+
4 и SP+

5 — в зеленый, предельного цикла CL−
3 — в голубой, а CL+

3 — в
красный (цвет online)

Fig. 8. Projection of the attractors on a (𝑥, 𝑦) plane and sections of their basins of attraction by the 𝑧0 = const plane
plotted for the model (11), γ = 0.5: ν = 2.2 (a), ν = 1.4 (b). The basins of SP−

4 and SP−
5 are colored blue, the basins of

SP+
4 and SP+

5 are colored green, the basin of CL−
3 is colored light blue and the basin of CL+

3 is colored red (color online)

На рис. 8, b представлены бассейны для случая ν = 1.5, когда в фазовом пространстве
сосуществуют симметрично расположенные пары, состоящие из предельного цикла CL−

3 (или
CL+

3 ) и находящегося внутри него устойчивого положения равновесия SP−
5 (или SP+

5 ) (рис. 7, d).
Из рис. 8, b видно, что бассейны притяжения положений равновесия SP−

5 и SP+
5 представляют

собой, как и в случае положений равновесия SP−
2 и SP+

2 , наблюдаемых при γ = 0.78 (см.
рис. 6, a), окружность довольно большого радиуса, разделенную на две части многообразиями
неустойчивого положения равновесия, расположенного в начале координат. С ростом 𝑧0 как
снаружи, так и внутри окружности появляются новые области, представляющие собой бассейны
притяжения симметричного аттрактора (положения равновесия).
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Теперь рассмотрим бассейны притяжения предельных циклов CL−
3 и CL+

3 . Их устройство и
трансформация идентичны тем, что наблюдались для предельных циклов CL−

2 и CL+
2 для γ = 0.78

(см. рис. 6, b). Однако, в отличие от указанного случая бассейны притяжения предельных циклов
CL−

3 и CL+
3 существуют при сколь угодно малых значениях 𝑧0, а их трансформация происходит

быстрее. Также бассейны притяжения предельных циклов CL−
3 и CL+

3 всегда расположены внутри
центральных бассейнов притяжения положений равновесия SP−

5 и SP+
5 .

Отметим, что, как и в предыдущем случае (γ = 0.78), бассейны притяжения предельных
циклов CL−

3 и CL+
3 , наблюдаемых при тех значениях параметра ν, когда в системе (11) нет

мультистабильности, например при ν = 1.6 (см. рис. 7, c), идентичны бассейнам притяжения,
представленным на рис. 8, a. Бассейны притяжения для всех остальных режимов, в случаях
когда мультистабильность есть (см. рис. 7, d–g), идентичны бассейнам притяжения, представлен-
ным на рис. 8, b. А бассейны притяжения для устойчивых положений равновесия SP−

5 и SP+
5

(см. рис. 7, h) качественно идентичны тем, что наблюдались для устойчивых положений равно-
весия SP−

2 и SP+
2 , системы (11) для γ = 0.78 (см. рис. 6, a) c тем лишь отличием, что в данном

случае трансформация бассейнов происходит быстрее, а их размер растет медленнее.
Таким образом, система (11) при γ = 0.5 демонстрирует динамику, идентичную той, что

наблюдалась в ней же для γ = 0.78, с тем лишь отличием, что бассейны притяжения устойчивых
положений равновесия имеют другое устройство. При этом динамика системы (11) при γ = 0.5
аналогична динамике модели Рабиновича–Фабриканта (1) за исключением устройства бассейнов
притяжения аттракторов [20].

4.4. Случай небольших значений параметра γ. И, наконец, рассмотрим случай неболь-
ших значений параметра γ: γ = 0.2 и γ = 0.1. Отметим, что так же, как в модели Рабиновича–
Фабриканта (1), в системе (11) на карте динамических режимов в этой области будут наблю-
даться две структуры, отвечающие существованию разных типов предельных циклов (сравним
рис. 2, a и рис. 2, c). Правая структура отвечает тому, что существующие при больших значениях
параметра ν устойчивые положения равновесия SP−

6 и SP+
6 (рис. 9, a) при его уменьшении в

результате, как покажем далее, бифуркации Андронова–Хопфа становятся неустойчивыми и в
системе рождаются предельные циклы CL−

4 и CL+
4 (рис. 9, b). При дальнейшем уменьшении

параметра ν происходит переход к хаосу через последовательность бифуркаций удвоения периода
(рис. 9, c–e). При этом бассейны притяжения наблюдаемых аттракторов полностью идентичны
тем, что наблюдались в системе (11) для положений равновесия SP−

4 и SP+
4 (рис. 8, a) для γ = 0.5.

Рис. 9. Аттракторы системы (11) для γ = 0.2: ν = 2.3 (a); 1.6 (b); 1.55 (c); 1.543 (d); 1.53 (e) и для γ = 0.1:
ν = 1.6 (f ); 1.4 (g); 1.31 (h); 1.29 (i); 1.2 (j)

Fig. 9. Attractors of the model (11) at γ = 0.2: 2.3 a; 1.6 (b); 1.55 (c); 1.543 (d); 1.53 (e) and at γ = 0.1: ν = 1.6 (f );
1.4 (g); 1.31 (h); 1.29 (i); 1.2 (j)
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Рис. 10. Сечения бассейнов притяжения системы (11) плоскостью 𝑧0 = const. γ = 0.1 и ν = 1.4. Бассейн
притяжения предельного цикла CL7 окрашен в серый цвет, а предельных циклов CL−

8 и CL+
8 — в голубой и

красный, соответственно (цвет online)

Fig. 10. Sections of the basins of the attractors by the 𝑧0 = const plane plotted for the model (11), γ = 0.1 and ν = 1.4.
The basin of CL7 is colored grey, the basin of CL−

8 is colored light blue and the basin of CL+
8 is colored red (color

online)

Вторая (левая) структура отвечает тому, что сначала в фазовом пространстве системы (11)
наблюдается не пара симметрично расположенных предельных циклов, а один симметричный
предельный цикл CL7, который при замене переменных 𝑥 на −𝑥 и 𝑦 на −𝑦 переходит сам в
себя (рис. 9, f ). При уменьшении параметра ν внутри этого цикла возникает пара симметрично
расположенных предельных циклов CL−

8 и CL+
8 , сосуществующих с циклом CL7 (рис. 9, g).

При этом цикл CL7 сохраняет свою симметрию. При дальнейшем уменьшении параметра ν
предельный цикл CL7 теряет симметрию и демонстрирует переход к хаосу через последователь-
ность бифуркаций удвоения периода (рис. 9, h). Одновременно с этим сосуществующие с ним
предельные циклы CL−

8 и CL+
8 уменьшаются в размере и исчезают, а вместо них рождается

пара симметрично расположенных устойчивых положений равновесия SP−
7 и SP+

7 (рис. 9, i).
И наконец, хаотический аттрактор исчезает и в фазовом пространстве системы (11) наблюдаются
лишь устойчивые положения равновесия SP−

7 и SP+
7 (см. рис. 9, j).

Таким образом, динамика системы (11) при небольших значения параметра γ идентична
динамике модели Рабиновича–Фабриканта (1) для тех же значений параметра. А вот бассей-
ны притяжения аттракторов будут существенно отличаться. В случае когда в системе (11) нет
мультистабильности (см. рис. 9, a–f, j) бассейны притяжения идентичны (как качественно, так и
количественно) бассейнам притяжения устойчивых положений равновесия SP−

4 и SP+
4 для γ = 0.5

(см. рис. 8, a). А когда в системе (11) мультистабильность присутствует (см. рис. 9, g–i) бассейны
притяжения будут иметь вид, представленный на рис. 10. Здесь бассейн притяжения предельного
цикла CL7 окрашен в серый цвет и идентичен тому, что наблюдался в случае отсутствия муль-
тистабильности. А бассейны притяжения предельных циклов CL−

8 и CL+
8 представляют собой

окружности и «острова», расположенные внутри бассейна притяжения предельного цикла CL7.

4.5. Бифуркационный анализ обобщенной системы. В заключение для системы (11)
был проведен численный поиск бифуркационных линий для положений равновесия и предель-
ных циклов периода один с помощью программы MatCont. Соответствующая бифуркационная
диаграмма представлена на рис. 11. Она хорошо согласуется с картой динамических режимов,
представленной на рис. 2, с, подтверждая ее структуру и более подробно описывая наблюдаемые
в системе варианты мультистабильности. Также с ее помощью можно определить общее коли-
чество устойчивых положений равновесия и предельных циклов периода один, возникающих в
рассматриваемой системе.

Отметим, что во многом бифуркационная картина системы (11) на плоскости
(ν, γ) похожа на ту, что имела место для модели Рабиновича–Фабриканта (1) [20]. Так, во-первых,
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Рис. 11. Бифуркационные линии и точки системы (11) на плоскости (ν, γ) для 𝑝 = 0.9 и 𝑞 = 0.1. SN — седло-
узловая бифуркация неподвижной точки, SNC — седло-узловая бифуркация предельных циклов, H1 — прямая
бифуркация Андронова–Хопфа, H2 — обратная бифуркация Андронова–Хопфа, PD — бифуркация удвоения
периода предельных циклов, GSNC — жесткая касательная бифуркация предельных циклов, NS — обратная
бифуркация Неймарка–Сакера, GH — обобщенная точка бифуркации Андронова–Хопфа, GPD — обобщенная
точка бифуркации удвоения периода, ZH — точка пересечения лини касательной бифуркации неподвижной точки
и линии бифуркации Андронова–Хопфа (точка бифуркации Zero–Hopf), R1 — резонанс 1:1, R2 — резонанс
1:2, BT — точка бифуркации Богданова–Такенса. Пунктиром обозначены бифуркационные линии, отвечающие
неустойчивым режимам

Fig. 11. Bifurcations lines and points of the general model (11) on the (ν, γ) parameter plane, 𝑝 = 0.9 and 𝑞 = 0.1. SN is
saddle-node bifurcation of the stable point, SNC is saddle-node bifurcation of the limit cycle, H1 is direct Hopf bifurcation,
H2 is inverse Hopf bifurcation, PD is period doubling bifurcation of the limit cycle, GSNC is hard saddle-node bifurcation
of the limit cycle, NS is inverse Neimark–Saker bifurcation, GH is generalized Hopf bifurcation point, GPD is generalized
period doubling bifurcation point, ZH is Zero–Hopf bifurcation point, R1 is resonance 1:1, R2 is resonance 1:2, BT is
Bogdanov–Takens bifurcation point. The bifurcation lines corresponded unstable regimes are indicated by dotted lines

при движении по плоскости справа налево сначала на линии SN в результате седло-узловой
бифуркации рождаются устойчивое и неустойчивое положение равновесия4. Далее устойчивое
положение равновесия становиться неустойчивым на линии H1, в результате бифуркации Анд-
ронова–Хопфа. При этом в системе рождается устойчивый предельный цикл, период которого
удваивается на линии бифуркации удвоения периода PD (рис. 11). Как следует из вида карты
динамических режимов (см. рис. 2, с), далее будет иметь место каскад бифуркаций удвоения
периода, в результате которого в системе (11) возникает хаотический аттрактор. Это совпадает
с тем, что наблюдалось в модели Рабиновича–Фабриканта (1) в той же области пространства
параметров.

Во-вторых, при движении по плоскости параметров (ν, γ) слева направо в области γ <
< 0.94 на линии H2 в результате обратной бифуркации Андронова–Хопфа рождаются устойчивое
положение равновесия и неустойчивый предельный цикл. Потом это устойчивое положение

4Напоминаем, что все положения равновесия и циклы в системе (11) рождаются симметричными парами.
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равновесия станет неустойчивым на линии H
′
1 в результате прямой бифуркации Андронова–

Хопфа, а в системе возникнет устойчивый предельный цикл, который исчезнет в результате седло-
узловой бифуркации предельных циклов на линии SNC, слившись с неустойчивым предельным
циклом, родившимся в результате обратной бифуркации Андронова–Хопфа на линии H2 (рис. 11).
При этом, так как линии H

′
1 и SNC, в определенной области пространства параметров находятся

между линиями PD и H1, то в системе (11) возможно несколько типов мультистабильности,
когда устойчивый предельный цикл с разными периодами или хаос сосуществует с устойчивым
положением равновесия или с устойчивым предельным циклом периода один.

В-третьих, при движении по плоскости параметров (ν, γ) справа налево в области γ < 0.3
и ν < 2.0 на линии SNC′ в результате седло-узловой бифуркации предельных циклов рождаются
устойчивый и неустойчивый предельные циклы, переходящие в себя при замене переменных 𝑥 на
−𝑥 и 𝑦 на −𝑦 (см. рис. 9, f ). Далее на линии PD′ период устойчивого цикла удвоится (см. рис. 11)
и в дальнейшем, как следует из вида карты динамических режимов (рис. 2, c) будет иметь место
каскад бифуркаций удвоения периода, в результате которого в системе (11) возникает хаос. При
этом, так как линии H′

1 и SNC пересекают область существования указанного цикла, то в рассмат-
риваемой системе возможна мультистабильность, когда в фазовом пространстве сосуществуют
устойчивый предельный цикл, переходящий в себя при замене переменных, и симметричная пара
устойчивых предельных циклов периода один (см. рис. 9, g).

Таким образом, в системе (11) наблюдаются следующие аттракторы: две пары устойчивых
положений равновесия и две пары устойчивых предельных циклов, возникающих в результате
разных бифуркаций, и симметричный предельный цикл. А представленное на рис. 11 довольно
сложное расположение бифуркационных линий приводит к большому числу комбинаций их
взаимного сосуществования.

Однако в бифуркационной картине системы (11) есть и ряд отличий от системы (1). Так,
в системе (11) наблюдаются две новые бифуркационные линии, которых не было в модели
Рабиновича–Фабриканта (1) [20]. Это линия GSNC, на которой имеет место жесткая касательная
бифуркация предельных циклов, и линия NS, на которой имеет место обратная бифуркация
Неймарка–Сакера, которая ограничивает на плоскости параметров (ν, γ) область существования
периодических режимов и хаоса слева. Также в системе (11) появилось несколько бифуркационных
точек коразмерности два. Это точки GPD представляющая собой обобщенную точку бифуркации
удвоения периода, ZH — точка пересечения лини касательной бифуркации неподвижной точки
и линии бифуркации Андронова–Хопфа (точка бифуркации Zero–Hopf), R1 и R2 отвечающие
резонансам 1 : 1 и 1 : 2, соответственно.

Еще одно отличие бифуркационной картины системы (11) от той, что имела место в модели
Рабиновича–Фабриканта (1), состоит в том, что в модели Рабиновича–Фабриканта (1) было
две точки GH (обобщенная точка бифуркации Андронова–Хопфа). В первой сходились линии
прямой бифуркации Андронова–Хопфа, обратной бифуркация Андронова–Хопфа и седло-узловой
бифуркация предельных циклов, а во второй — две линии прямой бифуркация Андронова–Хопфа
и две линии обратной бифуркации Андронова–Хопфа [20]. В системе (11) эти две точки слились,
и наблюдается лишь одна точка GH, к которой сходятся пять линий: две линии H1, линия H′

1 (все
отвечают прямой бифуркации Андронова–Хопфа), линия H2 (обратная бифуркация Андронова–
Хопфа) и линия SNC (седло-узловая бифуркация предельных циклов) (см. рис. 11).

Заключение

В работе в рамках формализма Лагранжа рассмотрено трехмодовое взаимодействие в при-
сутствии кубической нелинейности общего вида. Была записана исходная система, состоящая из
трех осцилляторов, для которой аналитически, используя метод медленно меняющихся амплитуд,
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была получена трехмерная система, представляющая собой обобщение модели Рабиновича–
Фабриканта на рассматриваемый случай.

Динамика полученной системы исследована численно с помощью методов теории динами-
ческого хаоса. Для нее построены карты динамических режимов как на плоскости параметров,
представляющих собой коэффициенты диссипации, так и на плоскости параметров, характеризу-
ющих нелинейное взаимодействие между осцилляторами в системе; зависимости показателей
Ляпунова от параметра, аттракторы и их бассейны притяжения. Найдены основные бифуркации
положений равновесия и предельных циклов периода один. Было проведено сопоставление с
моделью Рабиновича–Фабриканта: указаны значения параметров нелинейного взаимодействия,
при которых уравнения полученной системы полностью совпадают с уравнениями для модели
Рабиновича–Фабриканта; а также, в случае когда уравнения не совпадают, указаны области в
пространстве параметров, для которых динамика полученной модели полностью или частично
идентична динамике модели Рабиновича–Фабриканта.

Исследование показало, что устройство плоскости параметров, характеризующих нелиней-
ное взаимодействие между осцилляторами, не зависит от параметров, представляющих собой
коэффициенты диссипации, а определяется соотношением между самими параметрами нелинейно-
сти. А вот устройство плоскости параметров, представляющих собой коэффициенты диссипации,
существенным образом зависит от параметров нелинейного взаимодействия. Так, если параметр
𝑞 = 0, то динамика рассматриваемой системы идентична динамике модели Рабиновича–Фаб-
риканта, хотя их уравнения и не совпадают. При этом рассматриваемая модель превращается в
модель Рабиновича–Фабриканта при 𝑝 = 1 и 𝑞 = 0.

В области 𝑝+ 3𝑞 > 0, 3𝑝+ 𝑞 > 0 и 𝑞 > 0 динамика рассматриваемой системы качественно
максимально похожа на динамику модели Рабиновича–Фабриканта, хотя и демонстрирует ряд
отличий: увеличение области мультистабильности, появление новых бифуркационных линий и
точек коразмерности два, и т. д. Во всех остальных областях динамика рассматриваемой системы
существенно отличается от динамики модели Рабиновича–Фабриканта вплоть до исчезновения
некоторых структур или появления новых.
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Аннотация. Цель исследования состоит в получении формул для такой скорости воображаемых частиц, что цир-
куляция скорости (реальной) жидкости по любому контуру, состоящему из этих воображаемых частиц, изменяется
(в процессе движения воображаемых частиц) по заданному временному закону. (До настоящего времени были известны
только такие скорости воображаемых частиц, при которых упомянутая циркуляция в процессе движения оставалась
неизменной). Метод. Без использования асимптотических, численных и других приближенных методов проводится
строгий анализ динамического уравнения движения (течения) любой непрерывной текучей среды, от идеальной
жидкости до вязкого газа. Рассмотрены плоскопараллельные и незакрученные осесимметричные течения. Используется
представление о движении воображаемых частиц, основанное на критерии К. Зоравского (который также называется
теоремой А. А. Фридмана). Результаты. Предложены формулы для скорости воображаемых частиц. В эти формулы
входят параметры (реального) течения, их пространственные производные и функция времени, определяющая закон
изменения во времени циркуляции скорости (реальной) жидкости по контурам, движущимся вместе с воображаемыми
частицами. Кроме того оказалось, что при заданной функции времени (и, как следствие, при заданном законе изменения
циркуляции по времени) скорость воображаемых частиц определяется неоднозначно. В результате предложен способ
менять скорость и направление движения воображаемых частиц в некотором диапазоне при сохранении выбранного
закона изменения циркуляции во времени. Для вязкой несжимаемой жидкости предложены формулы, в которые не вхо-
дят давление и его производные. Заключение. Предложена новая лагранжева точка зрения на эволюцию завихренности
в двухмерных течениях жидкостей всех типов. Получены формулы для скорости такого перемещения контуров, при
котором циркуляция скорости (реальной) жидкости по любому контуру изменяется по заданному временному закону.
Этот теоретический результат можно использовать в вычислительной гидродинамике для ограничения количества
доменов при использовании бессеточного метода расчета течений вязкой несжимаемой жидкости (метода вязких
вихревых доменов).

Ключевые слова: скорость движения контуров, циркуляция скорости, скорость воображаемых частиц, критерий
Зоравского, теорема Фридмана, метод вязких вихревых доменов.

Для цитирования: Сизых Г. Б. Новый лагранжев взгляд на эволюцию завихренности в двухмерных течениях жидко-
сти и газа // Известия вузов. ПНД. 2022. T. 30, № 1. С. 30–36. DOI: 10.18500/0869-6632-2022-30-1-30-36

Статья опубликована на условиях Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

©Сизых Г. Б., 2022

https://doi.org/10.18500/0869-6632-2022-30-1-30-36
https://doi.org/10.18500/0869-6632-2022-30-1-30-36


Short communication
DOI: 10.18500/0869-6632-2022-30-1-30-36

New Lagrangian view of vorticity evolution
in two-dimensional flows of liquid and gas

G. B. Sizykh

Moscow Institute of Physics and Technology, Russia
E-mail: o1o2o3@yandex.ru

Received 1.10.2021, accepted 26.12.2021, published 31.01.2022

Abstract. Purpose of the study is to obtain formulas for such a speed of imaginary particles that the circulation of the speed of
a (real) fluid along any circuit consisting of these imaginary particles changes (in the process of motion of imaginary particles)
according to a given time law. (Until now, only those speeds of imaginary particles were known, at which the mentioned
circulation during the motion remained unchanged). Method. Without implementation of asymptotic, numerical and other
approximate methods, a rigorous analysis of the dynamic equation of motion (flow) of any continuous fluid medium, from an
ideal liquid to a viscous gas, is carried out. Plane-parallel and nonswirling axisymmetric flows are considered. The concept
of motion of imaginary particles is used, based on the K. Zoravsky criterion (which is also called A. A. Fridman’s theorem).
Results. Formulas for the speed of imaginary particles are proposed. These formulas include the parameters of the (real) flow,
their spatial derivatives and the function of time, which determines the law of the change in time of the (real fluid) velocity
circulation along the contours moving together with the imaginary particles. In addition, it turned out that for a given function
of time (and, as a consequence, for a given law of change in circulation with respect to time), the speed of imaginary particles
is determined ambiguously. As a result, a method is proposed to change the speed and direction of motion of imaginary
particles in a certain range (while maintaining the selected law of changes in circulation in time). For a viscous incompressible
fluid, formulas are proposed that do not include pressure and its derivatives. Conclusion. A new Lagrangian point of view on
the vorticity evolution in two-dimensional flows of fluids of all types is proposed. Formulas are obtained for the velocity of
such movement of contours, at which the real fluid velocity circulation along any contour changes according to a given time
law. This theoretical result can be used in computational fluid dynamics to limit the number of domains when using a gridless
method for calculating flows of a viscous incompressible fluid (the method of viscous vortex domains).

Keywords: velocity of contours motion, circulation of velocity, velocity of imaginary particles, Zoravsky criterion, Friedmann’s
theorem, method of viscous vortex domains.
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Введение

Бессеточный метод дискретных вихрей (применяемый для расчета вихревых течений
идеальной несжимаемой жидкости [1–3]) был распространен на двухмерные течения вязкой
несжимаемой жидкости после появления для таких течений аналогов теорем Гельмгольца о вих-
рях [4, 5]. В статьях [4, 5] были найдены скорости (вообще говоря, не совпадающие со скоростью
жидкости) такого движения контуров, при котором циркуляция скорости жидкости по конту-
рам остается постоянной. Для двухмерных, то есть для плоскопараллельных и незакрученных
осесимметричных течений вязкой несжимаемой жидкости выражения для скорости переноса
контуров можно представить одной общей формулой: U = V−ν[Ω×rotΩ]/Ω2, где V — скорость
жидкости, Ω = rotV — завихренность, ν — кинематический коэффициент вязкости, × — знак
векторного произведения. С использованием этих скоростей был разработан так называемый
метод вязких вихревых доменов (ВВД) для расчета течений вязкой несжимаемой жидкости [6].
В научно-популярной форме суть метода ВВД кратко изложена, например, во введении к статье [7],
в которой доказано существование скорости U для пространственных течений жидкости любого
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типа. Одна из трудностей, которая возникает при реализации метода ВВД, состоит в «зарождении»
на каждом шаге по времени новых вихревых доменов, что приводит к необходимости применять
различные подходы для перераспределения доменов и их интенсивности с целью ограничения
общего количества доменов, находящихся в области течения [8–10]. Несложно заметить, что
сохранение циркуляции скорости жидкости по контуру (сохранение интенсивности вихревого
домена), движущемуся со скоростью U, не обязательно для метода ВВД. Достаточно, чтобы был
известен закон изменения этой циркуляции во времени. Поэтому если найти такую скорость U,
при которой интенсивность домена достаточно быстро стремится к нулю с ростом времени,
наличием каждого домена можно будет пренебречь после некоторого конечного числа шагов по
времени. В итоге количество учитываемых доменов будет ограничено «естественным образом».

Таким образом, вычислительная гидродинамика поставила перед теоретической гидроди-
намикой задачу: найти такую скорость U, чтобы интенсивность домена менялась по заранее
заданному временному закону. Цель данной статьи состоит в поиске выражения для такой ско-
рости через параметры течения, их производные и (произвольно заданный) закон изменения
интенсивности доменов во времени.

Поскольку не исключена возможность распространения метода дискретных вихрей и на
другие типы течений, поиск скорости U проводится для всех типов жидкостей (от идеальной
жидкости до вязкого газа). При этом рассматриваются только такие области вихревого (Ω ̸= 0)
течения жидкости, в которых все гидродинамические параметры и скорость U дважды непрерывно
дифференцируемы по пространственным координатам и времени.

1. Критерий Зоравского

Следуя [11–17], для формулировки утверждений будем пользоваться представлением о
движении внутри жидкости воображаемых частиц, предложенным в [11].

Пусть пространственная область 𝐺 расположена внутри жидкости с полем скорости
V(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и в ней это поле является вихревым (Ω = rotV ̸= 0) в течение некоторого от-
крытого промежутка времени. В области 𝐺 рассмотрим также течение воображаемой жидкости,
частицы которой движутся со скоростью U(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). Частицы воображаемой жидкости не взаи-
модействуют с частицами реальной жидкости и не влияют на ее движение. Пусть в области 𝐺 в
течение интервала времени (𝑡1, 𝑡2) завихренность реальной жидкости Ω и скорость воображаемой
жидкости U связаны уравнением

𝜕Ω
𝜕𝑡

+ rot (Ω×U) = 0. (1)

В этом случае из критерия Зоравского [18,19], который также называется теоремой Фридмана [20],
следует, что в интервале (𝑡1, 𝑡2) отрезки вихревых линий и вихревых трубок перемещаются вместе
с частицами воображаемой среды, движущимися со скоростью U, а интенсивность вихревых
трубок (циркуляция Γ скорости V по контуру, один раз опоясывающего трубку) сохраняется
(до тех пор, пока эти частицы находятся внутри области 𝐺).

Это следствие критерия Зоравского будет использовано ниже.

2. Общий случай непрерывной текучей среды

Динамическое уравнение движения непрерывной текучей среды всегда можно представить
в виде 𝜕V/𝜕𝑡+Ω×V = F0 −∇(V2/2), где F0 — плотность распределения равнодействующей
всех сил, приложенных к жидкости или газу, отнесенная к плотности жидкости или газа. Далее,
под жидкостью будем понимать как жидкость, так и газ, имея в виду, что жидкость может
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быть сжимаемой. Иногда удобно выделить потенциальную составляющую F0 и представить
динамическое уравнение в виде

𝜕V

𝜕𝑡
+Ω×V = F−∇𝑓, (2)

где 𝑓 — некоторое скалярное поле (градиент ∇𝑓 включает в себя ∇(V2/2)). Так, например, дина-
мическое уравнение Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости представляется следующим
образом:

𝜕V

𝜕𝑡
+Ω×V = F−∇

[︂
𝑝

ρ
+

V2

2
+ Π

]︂
, F = −ν rotΩ, (3)

где 𝑝 — давление, ρ — плотность, Π — потенциал массовых сил.
Перейдем к рассмотрению двухмерных течений. Пусть α(𝑡) — любая гладкая функция

времени 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2), ∇𝑔 — градиент любой дважды непрерывно дифференцируемой по времени
и пространству функции 𝑔. При плоскопараллельном течении векторы ∇𝑔, ∇𝑓 и F лежат в
плоскости течения, а при осесимметричном — имеют нулевую окружную составляющую.

Воспользуемся свойством ортогональности векторов скорости V и завихренности Ω в
двухмерных течениях. Раскрывая три двойных векторных произведения (с учетом Ω · V =
= (Ω · ∇𝑔) = (Ω · F) = 0) получаем, что уравнение

𝜕V/𝜕𝑡+Ω×U = −α(𝑡)V −∇(𝑓 + 𝑔), (4)

где

U = V + [Ω× F]/Ω2 + α[Ω×V]/Ω2 + [Ω×∇𝑔]/Ω2, (5)

равносильно уравнению (2).
Наряду со скоростью U рассмотрим скорость еще одной воображаемой жидкости Ṽ =

= V exp{
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}. Завихренность Ω̃ скорости Ṽ равна Ω̃ = Ω exp{

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}. Подставим вы-

ражения V = Ṽ exp{−
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} и Ω = Ω̃ exp{−

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} в уравнение (4). После сокращений

и умножения на exp{
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} получим

𝜕Ṽ

𝜕𝑡
+ Ω̃×U = − exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡1

α(τ)𝑑τ
}︂
∇(𝑓 + 𝑔). (6)

Ротация уравнения (6) приводит к уравнению вида (1). Последнее означает (см. текст после
формулы (1)), что циркуляция Γ̃ скорости Ṽ по контурам, перемещающимся вместе с частицами
воображаемой жидкости со скоростью (5), сохраняется с течением времени. Поскольку скорость
V связана со скоростью Ṽ соотношением V = Ṽ exp{−

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}, то циркуляция Γ скорости

(реальной) жидкости V по каждому контуру, перемещающемуся со скоростью (5), меняется с
течением времени по закону

Γ(𝑡) = Γ(𝑡1) exp
{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

α(τ)𝑑τ
}︂
. (7)

Формулы (5) и (7) есть основной результат данной статьи. Надлежащий выбор функции
α(𝑡) позволяет задавать закон изменения циркуляции по времени, а выбор функции 𝑔 — изме-
нять величину и направление скорости воображаемых частиц U. При этом, как замечено в [7],
различным α(𝑡) и 𝑔 будут соответствовать различные равноправные точки зрения на эволюцию
завихренности.
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3. Вязкая несжимаемая жидкость

Для вязкой несжимаемой жидкости уравнение движения имеет вид (3). Поэтому U =

= V − ν[Ω × rotΩ]/Ω2 + α[Ω × V]/Ω2 + [Ω × ∇𝑔]/Ω2. При движении контуров (доменов) с
такой скоростью их интенсивность Γ будет меняться согласно (7). При применении этой скорости
в методе ВВД функции α(𝑡) и 𝑔 в течение каждого шага должны обладать гладкостью, описанной
после формулы (3). Однако они могут быть разрывными при переходе от одного шага по времени
к следующему. Такие разрывы допускаются потому, что они соответствуют переходам от одной
лагранжевой точки зрения на эволюцию завихренности к другой. Так, например, функцию α(𝑡)
можно считать константой на каждом шаге по времени, при этом величина константы может
быть различной на разных шагах. Чтобы воспользоваться величинами, которые в любом случае
вычисляются при реализации метода ВВД, можно положить ∇𝑔 = β∇|Ω| или ∇𝑔 = β∇ ln |Ω|,
где β(𝑡) — любая ступенчатая функция времени, постоянная на каждом расчетном шаге (например,
β(𝑡) ≡ 0).

Заключение

Предложена новая лагранжева точка зрения на эволюцию завихренности в плоскопарал-
лельных и незакрученных течениях жидкостей всех типов. Получены формулы для скорости
такого перемещения контуров, при котором циркуляция скорости жидкости по любому движу-
щемуся контуру изменяется по заданному временному закону. Этот теоретический результат
можно использовать в вычислительной гидродинамике для ограничения количества доменов
при использовании бессеточного метода расчета течений вязкой несжимаемой жидкости (метода
вязких вихревых доменов).
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Аннотация. В настоящее время динамическая система резания представляется в виде двух подсистем — инструмента
и заготовки, взаимодействующих через нелинейную связь, формируемую процессом резания. Подобное представление
определяет важность изучения динамики процесса резания как основного фактора, влияющего на эффективность
станков, траектории исполнительных элементов которых задаются ЧПУ и обеспечиваются с высокой точностью.
Однако для повышения эффективности резания необходимо согласовать траектории исполнительных элементов,
заданных ЧПУ, с изменяющейся динамикой резания, которая вносит отклонения в заданные программой траектории.
Цель настоящей статьи — рассмотреть зависимость динамики процесса резания от пространственной ориентации
упругости режущего инструмента и от регенеративного эффекта и выяснить влияние предложенной зависимости на
эффективность процесса резания. Все вопросы, рассмотренные в статье, проанализированы на примере наружного
точения вала. Методы. В основу изучения положены методы математического моделирования и экспериментальной
динамики. В отличие от известных исследований учитывается зависимость времени оборотного запаздывания от
колебательных смещений в направлении скорости резания, а также влияние формируемой при этом положительной
обратной связи. Кроме этого принимаются во внимание изменения знака внутренней обратной связи от направления
деформаций, а также влияние регенеративного эффекта на формируемые притягивающие множества деформаций.
Результаты. Раскрыта зависимость эволюции системы от элементов матрицы жесткости при различных частотах
вращения шпинделя. Изучены свойства эволюции системы в зависимости от соотношения частот вращения шпинделя
и собственных частот подсистемы инструмента, а также пространственного распределения податливости. Заключение.
Обсуждаются частотные и временные характеристики системы. Делается заключение о возможности повышения
эффективности процесса резания на основе согласования программы ЧПУ с динамическими свойствами системы.

Ключевые слова: эффект регенерации сил резания, устойчивость и притягивающие множества деформаций, эффектив-
ность резания.
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Abstract. Nowadays, the dynamic cutting system is represented in the form of two subsystems — tool and workpiece, interacting
through a nonlinear relationship formed by the cutting process. Such a representation determines the importance of studying
the dynamics of the cutting process as the main factor influencing the efficiency of machines, the trajectories of the executive
elements of which are set by CNC and are provided with high accuracy. However, in order to improve the efficiency of
cutting, it is necessary to align the trajectories of the executive elements are defined by CNC with the changing dynamics of
cutting, which introduces deviations in the program-defined trajectories. Purpose of this article is to consider the dependence
of the dynamics of the cutting process on the spatial orientation of the cutting tool elasticity and the regenerative effect, and
to find out the effect of the proposed dependence on the efficiency of the cutting process. All the issues discussed in the
article are analyzed using the example of external shaft turning. Methods. The study is based on the methods of mathematical
modeling and experimental dynamics. In contrast to the known studies, the dependence of the turnover lag time on the
oscillatory displacements in the direction of the cutting speed, as well as the influence of the positive feedback formed in
this case, is taken into account. In addition, changes in the sign of the internal feedback from the direction of deformations,
as well as the influence of the regenerative effect on the generated attracting sets of deformations are taken into account.
Results. Dependence of the system evolution on the elements of the stiffness matrix at different spindle speeds is disclosed.
The properties of the system evolution depending on the ratio of the spindle rotation frequency and the eigenfrequencies
of the tool subsystem, as well as the spatial distribution of the stiffness are studied. Conclusion. The frequency and time
characteristics of the system are discussed. Conclusion is made about the possibility of efficiency increasing of the cutting
process based on the coordination of the CNC program with the dynamic properties of the system.
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Введение

Динамическая система резания (ДСР), в которой главное внимание уделяется устойчивости
движения и формируемым притягивающим множествам деформаций, привлекает внимание ис-
следователей с середины прошлого века [1–9]. Это связано с тем, что свойства ДСР влияют на
эффективность обработки [10–16]. Они зависят от динамической связи, которая моделируется
силами F = {𝐹1, 𝐹2, 𝐹3}T ∈ R(3), представленными в виде их зависимости от деформаций
X = {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}T ∈ R(3) и dX/dt = v𝑋 = {𝑣𝑋,1, 𝑣𝑋,2, 𝑣𝑋,3}T ∈ R(3), траекторий исполнитель-
ных элементов станка (ТИЭС) и неуправляемых возмущений. ТИЭС, как правило, задаются
системой ЧПУ ЭВМ и при токарной обработке представляют совокупность траекторий перемеще-
ний L = {𝐿1, 𝐿2, 𝐿3}T ∈ R(3) и скоростей V = {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3}T ∈ R(3) продольного, поперечного
суппортов и вращения шпинделя. Таким образом, траектории движения вершины инструмента от-
носительно заготовки, названные нами траекториями формообразующих движений, определяются
суммой L(Φ) = L − X и V(Φ) = V − dX/dt. Деформации рассматриваются в подвижной системе
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координат, движение которой определяется ТИЭС. При этом используется принцип разделения
движений [16] на «медленные» (ТИЭС) и «быстрые» (деформации инструмента) [17, 18]. Рас-
сматриваются следующие факторы, вызывающие потерю устойчивости. Силы варьируются при
изменении 𝑆(𝑡) — площади пересечения передней грани инструмента заготовкой. Изменение сил
запаздывает по отношению к вариациям 𝑆(𝑡) [1, 2, 7, 19–25]. Рассматриваются эффекты регенера-
ции сил, обусловленные следом от колебаний инструмента на предыдущем обороте. Исследования
выполнены в предположении, что время оборота 𝑇 = const [26–35], и не принимались во внима-
ние 𝑣𝑋,3. Заметим, что сама кинематика формирования подачи 𝑆(𝑡) приводит к необходимости
использования соотношения, учитывающего эффект регенерации сил

𝑆(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑡−𝑇

{𝑉2(ξ)− 𝑣𝑋,2(ξ)}𝑑ξ. (1)

Наконец, учитываются нелинейные характеристики изменения сил от скорости. Исполь-
зуются модифицированные уравнения Рэлея, ван дер Поля и модели реверсивного трения, для
объяснения потери устойчивости и образования притягивающих множеств [36–43]. Учитывается
параметрическое самовозбуждение [44, 45], которое формируется, начиная с некоторой крити-
ческой скорости. Рассматривалось также влияние периодических возмущений [46–48], которые
формируют такие эффекты как синхронизация, асинхронное взаимодействие, вибрационная
стабилизация в низкочастотной области и пр.

Анализ показывает, что силы, зависящие от деформаций и ТИЭС, образуют внутрисистем-
ную обратную связь, свойства которой влияют на формируемые при резании притягивающие
множества деформаций. Изучение устойчивости и притягивающих множеств с учетом отмечен-
ных особенностей дополняет знания о нелинейной динамике резания, позволяющие улучшить
выходные свойства обработки, что определяет содержание статьи.

1. Математическое моделирование

Свойства системы можно раскрыть на основе использования следующей модели (рис. 1)
[10, 22, 44, 49]:

m
𝑑2X
𝑑𝑡2

+ h
𝑑X
𝑑𝑡

+ cX = FΣ. (2)

Здесь m, h, c — симметричные, положительно определенные матрицы инерционных, скоростных
и упругих коэффициентов, соответственно: m = [𝑚𝑠] в [кгс2/мм], 𝑚𝑠 = 𝑚, 𝑠 = 1, 2, 3; h = [ℎ𝑠,𝑙]
в [кгс/мм]; c = [𝑐𝑠,𝑙] в [кг/мм], 𝑠, 𝑙 = 1, 2, 3; FΣ = F + Φ + Φ1; F = {𝐹1, 𝐹2, 𝐹3}T ∈ R(3) —
сила, формируемая в области передней грани; Φ,Φ1 — силы, действующие на задние грани.

Проекции F определяются коэффициентами χ𝑖, удовлетворяющими условию
𝑖=3∑︀
𝑖=1

(χ𝑖)2 = 1, то есть

F(t) = {𝐹1, 𝐹2, 𝐹3}T. Для дальнейшего необходимо, кроме (1), связать ТИЭС с технологическими
режимами: глубиной 𝑡𝑝(𝑡) и скоростью 𝑉𝑝(𝑡) резания

𝑉𝑝(𝑡) = 𝑉3(𝑡)− 𝑣𝑋3 , 𝑡𝑝(𝑡) = 𝑑/2−
𝑡∫︁

0

{𝑉1(ξ)− 𝑣𝑋1(ξ)}𝑑ξ, (3)

где 𝑉3(𝑡) = π𝐷Ω, Ω — частота вращения заготовки в [c−1]. Если в (1) и (3) 𝐷𝑋𝑖/𝑑𝑡 = 0 и

𝑉𝑖 = const, 𝑖 = 1, 2, 3, то будем обозначать: 𝑆(0)
𝑝 = 𝑉2𝑇 , 𝑡(0)𝑝 = 𝑑/2− 𝐿1(0), 𝑉

(0)
𝑝 = 𝑉3.
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Рис. 1. Схема преобразования траекторий формообразующих движений в силы резания: a — схема взаимосвязи
сил и деформационных смещений; b — силы в области задних граней

Fig. 1. Scheme of transformation of trajectories of the shape-generating movements into cutting forces: a — scheme of the
interrelation of forces and deformation displacements; b — forces in the area of the rear edges

Раскроем зависимость 𝐹 (0)(𝑡) от деформаций и ТИЭС

𝑇 (0)𝑑𝐹 (0)/𝑑𝑡+ 𝐹 (0) = ρ{1 + µ exp[−ζ(𝑉3 − 𝑣𝑋3)]}[𝑡(0)𝑝 −𝑋1]

𝑡∫︁
𝑡−𝑇

{𝑉2(ξ)− 𝑣𝑋2(ξ)}𝑑(ξ), (4)

где ρ — давление в [кг/мм2]; ζ — параметр крутизны в [с/мм]; µ — безразмерный коэффици-
ент; 𝑇 (0) — параметр, определяющий запаздывание сил. Если равновесие X* = {𝑋*

1 , 𝑋
*
2 , 𝑋

*
3}T

(рис. 1, b) является асимптотически устойчивым, то после переходных процессов в заготовке
формируется стационарное направление движения и соответствующая ему траектория следа от
инструмента. Тогда вариации положения инструмента относительно следа вызывают образование
сил Φ(𝑡) и Φ(𝑡)(1), действующих на главную и вспомогательную задние грани. Рассмотрим точе-
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ние четырехгранными пластинками из твердого сплава. Тогда очевидна связь между главным 3 и
вспомогательным 31 углами 31 = π/2− 3. Так как рассматривается продольное точение, то ско-
рость 𝑉1 = 0 (см. рис. 1, b). Вначале вычислим углы ориентации вектора скорости по отношению
к передней и задней граням. Здесь положительное направление определяется по направлению
сближения передней αΣ и задней α1Σ граней. Из геометрических соотношений определяем⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

αΣ(𝑡) = α+ ∆α(𝑡) = α+ arctg

{︂
𝑣𝑋,1(𝑡) cos3+ [𝑉2 − 𝑣𝑋,2(𝑡)] sin3

𝑉3 − 𝑣𝑋,3(𝑡)

}︂
,

α1Σ(𝑡) = α
1 + ∆α1(𝑡) = α1 + arctg

{︂
𝑣𝑋,1(𝑡) sin3+ [𝑉2 − 𝑣𝑋,2(𝑡)] cos3

𝑉3 − 𝑣𝑋,3(𝑡)

}︂
.

(5)

Модули Φ,Φ(1) можно аппроксимировать законом экспоненты, возрастающей при уменьше-
нии αΣ(𝑡), α1Σ(𝑡). Причем углы определяются в сечениях (𝐴−𝐴1), нормальных к режущим лезвиям
(рис. 1, a). Так как задние углы есть величины малые, то имеем выражения для дополнительных
сил Φ𝑋 = {Φ𝑋1 ,Φ𝑋2Φ𝑋3}T ∈ R(3) в функции ТИЭС и X⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φ𝑋1(𝑡) = ρ0{(𝑡(0)𝑝 −𝑋1) ctg3 exp(−𝑎αΣ) + exp(−𝑎α1Σ)

𝑡∫︁
𝑡−𝑇

[𝑉2(ξ)− 𝑣𝑋2(ξ)]𝑑ξ},

Φ𝑋2(𝑡) = ρ0{(𝑡(0)𝑝 −𝑋1) exp(−𝑎αΣ)− exp(−𝑎α1Σ)

𝑡∫︁
𝑡−𝑇

[𝑉2(ξ)− 𝑣𝑋2(ξ)]𝑑ξ ctg3},

Φ𝑋3(𝑡) = 𝑘fr{Φ𝑋1(𝑡) +Φ𝑋2(𝑡)},

(6)

где α — коэффициент крутизны; ρ0 — параметр, имеющий смысл жесткости; 𝑘fr — коэффициент
трения. Силы Φ𝑋 ограничивают развитие деформаций. Системы (2), (4), (6) позволяют исследовать
траектории 𝑋,𝐹,Φ,Φ(1), а также анализировать притягивающие множества деформаций и их
эволюцию при переходе от одного стационарного состояния к другому. Эти свойства эволюции
отличаются от рассмотренных в работах [48, 50].

2. Устойчивость равновесия

Взаимодействие зависит от траекторий 𝐿(Φ) и 𝑉 (Φ). Систему будем считать устойчивой,
если устойчива точка равновесия 𝑋* в подвижной системе координат. Ограничимся рассмотре-
нием невозмущенной системы на постоянных режимах. Для анализа устойчивости необходимо
определить линеаризованное уравнение в вариациях [51]. Для точки 𝑋* справедливо: 𝑣𝑋𝑖 = 0,
𝑖 = 1, 2, 3, 𝑑𝐹 (0) = 0. На заготовке формируется направление, в котором Φ⇒0, Φ(1)⇒0. Тогда 𝑋*:

𝑐Σ𝑋
* = ρ(0)𝑆(0)

𝑝 𝑡(0)𝑝 {χ1, χ2, χ3}T, (7)

где

𝑐Σ =

⎡⎢⎢⎣
𝑐1,1 + χ1ρ(0)𝑆

(0)
𝑝 𝑐2,1 𝑐3,1

𝑐1,2 + χ2ρ(0)𝑆
(0)
𝑝 𝑐2,2 𝑐3,2

𝑐1,3 + χ3ρ(0)𝑆
(0)
𝑝 𝑐2,3 𝑐3,3

⎤⎥⎥⎦ , ρ(0) = ρ{1 + µ exp [−ζ𝑉3]}.

Решение (7) является единственным и 𝑋* = const. Тогда линеаризованное уравнение в вариациях
имеет постоянные параметры, а систему можно рассматривать как подсистему инструмента
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с обратной связью. Поэтому для анализа устойчивости можно использовать частотный критерий
Найквиста [52], а амплитудно-фазовую частотную характеристику (АФЧХ) системы в разомкнутом
состоянии 𝑊Σ(𝑗𝑤) представить в виде

𝑊Σ(𝑗𝑤) =
ρ

(1 + 𝑇 (0)ω𝑗)

{︁
𝑔1𝑆

(0)
𝑝 𝑊1(𝑗ω) + 𝑔2𝑡

(*)
𝑝 [1− exp(−𝑇ω𝑗)]×

×𝑊2(𝑗ω)− 𝑔3𝑆
(0)
𝑝 𝑡(*)𝑝 µ(ζ)

(−1)𝑊3(𝑗ω)𝑗ω
}︁
, (8)

где

𝑡(*)𝑝 = 𝑡(0)𝑝 −𝑋*
1 ; 𝑔1 = ∆𝑔1/∆𝑔; 𝑔2 = ∆𝑔2/∆𝑔; 𝑔3 = ∆𝑔3/∆𝑔; ∆𝑔 = [𝑐𝑖,𝑠] , 𝑖, 𝑠 = 1, 2, 3;

𝑊0,𝑖(𝑝)𝑝=𝑗ω = ∆𝑖(𝑝)/∆(𝑝); 𝑊𝑖(𝑝)𝑝=𝑗ω = 𝑔𝑖𝑊0,𝑖(𝑝)𝑝=𝑗ω; 𝑖 = 1, 2, 3;

∆𝑔1 =

⎡⎣χ1 𝑐2,1 𝑐3,1
χ2 𝑐2,2 𝑐3,2
χ3 𝑐2,3 𝑐3,3

⎤⎦ ; ∆𝑔2 =

⎡⎣𝑐1,1 χ1 𝑐3,1
𝑐1,2 χ2 𝑐3,2
𝑐1,3 χ3 𝑐3,3

⎤⎦ ; ∆𝑔3 =

⎡⎣𝑐1,1 𝑐2,1 χ1
𝑐1,2 𝑐2,2 χ2
𝑐1,3 𝑐2,3 χ3

⎤⎦ ; (9)

∆1 =

⎡⎣χ1 ℎ2,1𝑝+ 𝑐2,1 𝑐3,1
χ2 𝑚𝑝2 + ℎ2,2𝑝+ 𝑐2,2 𝑐3,2
χ3 𝑚𝑝2 + ℎ2,3𝑝+ 𝑐2,3 𝑐3,3

⎤⎦ ;

∆2 =

⎡⎣𝑚𝑝2 + ℎ1,1𝑝+ 𝑐1,1 χ1 ℎ3,1𝑝+ 𝑐3,1
ℎ1,2𝑝+ 𝑐1,2 χ2 ℎ3,2𝑝+ 𝑐3,2
ℎ1,3𝑝+ 𝑐1,3 χ3 𝑚𝑝2 + ℎ3,3𝑝+ 𝑐3,3

⎤⎦ ;

∆3 =

⎡⎣𝑚𝑝2 + ℎ1,1𝑝+ 𝑐1,1 ℎ2,1𝑝+ 𝑐2,1 χ1
ℎ1,2𝑝+ 𝑐1,2 𝑚𝑝2 + ℎ2,2𝑝+ 𝑐2,2 χ2
ℎ1,3𝑝+ 𝑐1,3 𝑚𝑝2 + ℎ2,3𝑝+ 𝑐2,3 χ3

⎤⎦ ;

∆ =

⎡⎣𝑚𝑝2 + ℎ1,1𝑝+ 𝑐1,1 ℎ2,1𝑝+ 𝑐2,1 ℎ3,1𝑝+ 𝑐3,1
ℎ1,2𝑝+ 𝑐1,2 𝑚𝑝2 + ℎ2,2𝑝+ 𝑐2,2 ℎ3,2𝑝+ 𝑐3,2
ℎ1,3𝑝+ 𝑐1,3 𝑚𝑝2 + ℎ2,3𝑝+ 𝑐2,3 𝑚𝑝2 + ℎ3,3𝑝+ 𝑐3,3

⎤⎦ .

Передаточные функции 𝑊𝑖(𝑝) можно представить как

𝑊𝑖(𝑝) =
(1 + 2ξ(𝑖)1 𝑇

(𝑖)
1 𝑝+ (𝑇

(𝑖)
1 )2𝑝2)(1 + 2ξ(𝑖)2 𝑇

(𝑖)
2 𝑝+ (𝑇

(𝑖)
2 )2𝑝2)

(1 + 2ξ1𝑇1𝑝+ (𝑇1)2𝑝2)(1 + 2ξ2𝑇2𝑝+ (𝑇2)2𝑝2)(1 + 2ξ3𝑇3𝑝+ (𝑇3)2𝑝2)
, 𝑖 = 1, 2, 3.

Причем Ω𝑖 = (𝑇𝑖)
(−1), 𝑖 = 1, 2, 3, — резонансы, а Ω(𝑠)

𝑖 = (𝑇
(𝑠)
𝑖 )(−1), 𝑖, 𝑠 = 1, 2, 3, — антирезонансы.

В традиционных станках токарной группы выполняется условие Ω = 𝑇 (−1) ≪ Ω𝑖. Поэтому имеет
смысл рассмотреть два режима: 𝑡 < 𝑇 и 𝑡 > 𝑇 . Обычно 𝑆

(0)
𝑝 ≪ 𝑡𝑝, µ(ζ)(−1) → 0. Тогда

𝑊Σ(𝑗ω) ≈ ρ
(1+𝑇 (0)ω𝑗)

{︁
𝑔2𝑡

(*)
𝑝 [1− exp(−𝑇ω𝑗)]

}︁
. Для этого случая на рис. 2 приведен пример

АФЧХ 𝑊0,1 =
ρ

(1+𝑇 (0)ω𝑗)

{︁
𝑔2𝑡

(*)
𝑝 𝑊2(𝑗ω)

}︁
и 𝑊0,2 = 𝑊Σ(𝑗ω). Иллюстрации на рис. 2, a, b относятся

к случаю Ω≪ Ω𝑖, на рис. 2, c, d — к случаю Ω > Ω𝑖. Если Ω≪ Ω𝑖, то в АФЧХ можно выделить
частоты ω𝑖 = 2π(𝑇𝑖)

(−1), на которых {1−exp(−𝑇ω𝑗)} = 0. В окрестностях точек ω𝑖 формируются
кривые типа циклоид. За счет быстрого вращения фазы в окрестности ω𝑖 вариации Ω практически
не изменяют склонность к самовозбуждению. Если Ω > Ω𝑖, то уменьшение 𝑇 может повышать
запас устойчивости (сравните рис. 2, a, b, c, d). Даже малые вариации 𝑇 могут влиять на
устойчивость. Однако увеличение Ω ограничено параметрическим самовозбуждением [44].
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Рис. 2. АФЧХ 𝑊(0,1)(𝑗𝑤) и 𝑊(0,2)(𝑗𝑤) при параметрах 𝑇1 = 1, 𝑇2 = 3, 𝑇3 = 5, 𝑇 (2)

(1) = 2, 𝑇 (2)

(2) = 4, ξ𝑖 = 0.08,
𝑖 = 1, 2, 3; ξ𝑠 = 0.08, 𝑠 = 1, 2: 𝑇 = 100 (a), 50 (b), 1 (c), 0.5 (b)

Fig. 2. Nyquist plot 𝑊(0,1)(𝑗𝑤) и 𝑊(0,2)(𝑗𝑤) with parameters 𝑇1 = 1, 𝑇2 = 3, 𝑇3 = 5, 𝑇 (2)

(1) = 2, 𝑇 (2)

(2) = 4, ξ𝑖 = 0.08,
𝑖 = 1, 2, 3; ξ𝑠 = 0.08, 𝑠 = 1, 2: 𝑇 = 100 (a); 50 (b); 1 (c); 0.5 (b)

Проанализируем факторы, влияющие на устойчивость. Обычно время импульсной реакции
подсистемы инструмента существенно меньше 𝑇 . Для этого случая можно рассмотреть два
варианта. Первый вариант связан с поведением системы без учета регенеративного эффекта, то
есть на участке 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). При обработке деталей большого диаметра можно считать, что 𝑇 → ∞.
Здесь потеря устойчивости обусловлена фазовыми сдвигами между вариациями площади 𝑆(𝑡) и
силами F. Независимо от способа моделирования фазового сдвига (введением апериодического
звена, «падающей» характеристики изменения сил при увеличении скорости и пр.) реакция со сто-
роны резания приводит к преобразованию симметричных матриц c и h в несимметричные. Тогда,
во-первых, формируемые кососимметричные составляющие матрицы образуют циркуляционные
силы, приводящие к прецессионным колебаниям, что всегда наблюдается на практике. Во-вторых,
симметричные составляющие h могут стать отрицательно определенными, то есть ускоряющими.
Тогда равновесие становится неустойчивым, и стабилизировать его гироскопическими силами,
формируемыми кососимметричной составляющей матрицы h, не представляется возможным.
Всегда для повышения устойчивости необходимо увеличить элементы матриц c и h. Второй вари-
ант: дополнительно рассматривается регенеративный эффект и анализируется устойчивость при
𝑡 → ∞. Здесь регенеративный эффект зависит от частоты Ω. Он способствует самовозбуждению
в низкочастотной области. Однако его влияние изменяется по мере приближения Ω к одной из
частот подсистемы инструмента. При их близости устойчивость становится чувствительной к
вариациям Ω, а в области Ω > Ω𝑖 регенеративный эффект стабилизирует равновесие.
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3. Эволюция притягивающих множеств

Для практики имеют значение свойства не при 𝑡 → ∞, а в ходе эволюции, обусловленной
переходом от одного стационарного состояния к другому, например, при врезании инструмента,
при обработке с изменяющимися режимами [44, 51] и др. За счет суммирования траекторий
со сдвигом на 𝑇 возможны синхронные и асинхронные взаимодействия. Циркуляционные си-
лы вызывают изменения направления деформации, которые в совокупности с суммированием
(X(𝑡)−X(𝑡− 𝑇 )) образуют притягивающие множества, которые «медленно» перестраиваются во
времени. На формирование притягивающих множеств оказывают влияние не только нелинейные
связи (5) и (6), но и изменение знака силовой обратной связи. Наконец, время 𝑇 зависит не
только от частоты Ω, но и от скорости 𝑣𝑋,3/π𝐷, то есть 𝑇 = (Ω − 𝑣𝑥,3/π𝐷)−1. Изменение 𝑇
вызывает смещение во времени траекторий, что вносит дополнительную неопределенность в
сумму X(𝑡)−X(𝑡− 𝑇 ). Это приводит к необходимости использования методов цифрового моде-
лирования для анализа притягивающих множеств деформаций. Поэтому исследование выполнено
методами прямого цифрового моделирования на примере продольного точения недеформируе-
мого вала из стали 45 диаметром 𝐷 = 40 мм с постоянной подачей 𝑆

(0)
𝑝 = 0.1 мм. Параметры

системы приведены в табл. 1 и табл. 2 [45, 48]. Обобщенная масса равна 𝑚 = 0.5 · 10−3 кг·с2/мм.
При варьировании частоты Ω выполнялось ее согласование с 𝑉2.

Приведем примеры 𝑋𝑖(𝑡) (рис. 3, рис. 4) при врезании инструмента (𝑇 = const). При

прочих неизменных условиях на устойчивость влияет коэффициент усиления 𝑘 = ρ𝑔2𝑡
(*)
𝑝 , то есть

влияет и глубина резания 𝑡
(0)
𝑝 . Система, устойчивая при 𝑡

(0)
𝑝 = 1.0 мм, становится неустойчивой

при 𝑡
(0)
𝑝 = 2.0 мм, и тогда в окрестности равновесия формируется притягивающее множество

типа двумерного инвариантного тора.
Более наглядную картину преобразования дает фазовый портрет (рис. 4). Обнаружено, что

время установления стационарного состояния может существенно увеличиваться при увеличении
𝑔2 за счет функциональной связанности сил и деформаций. Ситуация меняется, если учитывать
зависимость 𝑇 не только от Ω, но и от 𝑣𝑋,3 (рис. 5). В этом случае по мере увеличения 𝑘 = ρ𝑔2𝑡

(*)
𝑝

вначале система теряет устойчивость, затем образуются притягивающие множества деформаций
сложной структуры, периодически повторяющиеся на супернизкой частоте (рис. 5, a, вставка «А»).

Таблица 1. Параметры динамической связи

Table 1. Parameters of the dynamic link

ρ, ρ0, ζ, α1 = α2, 𝑇 (0), µ 𝑘fr
кг/мм2 кг/мм м/с рад−1 с
50–1200 50 0.1 120 0.0008 0.5 0.2

Таблица 2. Матрицы скоростных коэффициентов и упругости

Table 2. Matrices of velocity and elasticity coefficients

ℎ1,1, ℎ2,2, ℎ3,3, ℎ1,2 = ℎ2,1, ℎ1,3 = ℎ3,1, ℎ2,3 = ℎ3,2,
кг·с/мм кг·с/мм кг·с/мм кг·с/мм кг·с/мм кг·с/мм

1.3 1.1 0.8 0.6 0.5 0.4
𝑐1,1, 𝑐2,2, 𝑐3,3, 𝑐1,2 = 𝑐2,1, 𝑐1,3 = 𝑐3,1, 𝑐2,3 = 𝑐3,2,
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Рис. 3. Примеры переходных процессов деформационных смещений при врезании инструмента в заготовку
(ρ = 400 кг/мм2): 𝑡(0)𝑝 = 1.0 мм; 𝑇 = 1 (a), 0.5 (b)

Fig. 3. Examples of transient deformation displacements when tools are plunged into the workpiece (ρ = 400 kg/mm2):
𝑡
(0)
𝑝 = 1.0 mm; 𝑇 = 1 (a), 0.5 (b)

.

Рис. 4. Пример фазового портрета формирования установившихся притягивающих множеств деформаций (а, b) и
фрагмента временной траектории для деформаций 𝑋2(𝑡) (c)

Fig. 4. Example of the phase portrait of the formation of the steady-state attracting sets of deformations (a, b) and
fragment of the time trajectory for deformations 𝑋2(𝑡) (c)
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Рис. 5. Примеры переходных процессов деформационных смещений в случае 𝑇 = 𝑇 (Ω, 𝑣𝑋,3): 𝑘 = 1.0 (a); 2.0 (b)

Fig. 5. Examples of transient deformation displacements in the case of 𝑇 = 𝑇 (Ω, 𝑣𝑋,3): 𝑘 = 1.0 (a); 2.0 (b)
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Рис. 6. Диаграмма бифуркаций притягивающих мно-
жеств деформационных смещений вершины инстру-
мента: 1— точка равновесия асимптотически устой-
чива; 2 — область формирования предельного цикла;
3 — область супернизкочастотных притягивающих мно-
жеств; 4 — область хаотической динамики; 5 — область
неустойчивой системы в целом

Fig. 6. Bifurcation diagram of the attracting sets
of deformation displacements of the tool tip: 1 —
asymptotically stable equilibrium point; 2 — region of
limit cycle formation; 3 — region of super low-frequency
attracting sets; 4 — region of chaotic dynamics; 5 — region
of unstable system as a whole

Структура каждого фрагмента этих периодиче-
ских деформаций представляет набор предель-
ных циклов с перестраиваемыми параметрами
и двумерных торов. Перестройка наблюдается,
как во времени, так и в пространстве. Поэто-
му вариации модуля деформаций не столь за-
метны, как периодически повторяющиеся их
изменения, например, в направлении 𝑋1. При
дальнейшем увеличении 𝑘 = 2 в системе су-
пернизкочастотные притягивающие множества
исчезают и формируются хаотические дефор-
мации (рис. 5, b). В формировании притягива-
ющих множеств участие принимают силы Φ и
Φ(1). На рис. 6 дан пример диаграммы бифур-
каций притягивающих множеств деформаций,
наглядно показывающий изменения их свойств.
Точкам «а» и «b» на рис. 6 соответствуют тра-
ектории на рис. 5, a, b.

Исследования показывают, что область
«3» на рис. 6 может нивелироваться, если
уменьшается 𝑔3. Таким образом, изменение
ориентации деформаций в пространстве влияет
не только на устойчивость, но и на притягива-
ющие множества. В том случае, если при моделировании динамики не учитывать зависимость 𝑇
от скорости 𝑣𝑋,3, то область «3» на рис. 6 не образуется.

В связи с разработкой износостойких инструментальных материалов [53] и совершенство-
ванием шпиндельных узлов [54], появилась возможность рассмотрения режимов, при которых
выполняются условия Ω ⩾ (𝑇𝑖)

−1. Они выполняются при растачивании отверстий маложесткими
борштангами и пр. При потере устойчивости здесь сразу формируется предельный цикл (рис. 7, a)
или после некоторого каскада удвоения периода образуется хаотическая динамика (рис. 7, b), на
формирование которой оказывает влияние, как соотношение 𝑔2 и 𝑔3, так и параметры уравне-
ний (6). Образование супернизкочастотных притягивающих множеств и их медленная эволюция в
этом случае не наблюдается.
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Рис. 7. Примеры изменения фазовых траекторий при вариации соотношения: a — 𝑔2 и b — 𝑔3

Fig. 7. Examples of changes in phase trajectories when the ratio: a — 𝑔2 and b — 𝑔3
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4. Анализ результатов

Представление сил резания в координатах упругих деформаций вершины инструмента отно-
сительно заготовки, а также при технологических режимах, определяемых ТИЭС, принципиально
изменяют парадигму анализа процесса резания. Он рассматривается как единая динамическая
система, координаты состояния в которой и силы являются функционально связанными, а матема-
тическое моделирование сил раскрывает внутреннюю обратную связь в динамической системе
резания. В зависимости от направления деформаций изменяется знак формируемой резанием
обратной связи. Она может способствовать самовозбуждению системы, а также стабилизировать
равновесие. Показано, что увеличение динамической податливости в направлении скорости ре-
зания, приводящее к возрастанию колебаний 𝑣𝑋,3 в этом же направлении, вызывает изменение
направления суммарной скорости (см. рис. 7, a, b). Если на определенном отрезке формируется
скорость 𝑣𝑋,3 в направлении 𝑉3, то после ее интегрирования по времени возрастает площадь
срезаемого слоя, что приводит к образованию положительной обратной связи. Однако необходимо
учитывать, что скорость 𝑣𝑋,3 в стационарном режиме не может иметь один знак. Если время
обработки 𝑡Σ, то очевидно условие

∫︀ 𝑡Σ
0 𝑣𝑋,3(ξ)𝑑ξ→ 0. В рассматриваемом классе систем функция

𝑣𝑋,3 является периодической. Поэтому временные участки самовозбуждения должны сменять-
ся участками стабилизации. Исследования показали, что отмеченный фактор самовозбуждения
вызывает дополнительные нелинейные взаимодействия, приводящие к образованию супернизко-
частотных притягивающих множеств сложной временной структуры. Увеличение коэффициента
возбуждения приводит и к формированию предельных циклов, а при увеличении коэффициентов
возбуждения — к формированию хаотической динамики. Она образуется, как правило, после
каскадов удвоения периода колебаний.

Уменьшение податливости 𝑔1 и 𝑔2 приводит к формированию иных эффектов. Во-первых,
деформации в этих направлениях уменьшают площадь срезаемого слоя, то есть образуют отрица-
тельную обратную связь, которая потенциально может стабилизировать равновесие. Во-вторых,
уменьшение суммарной жесткости в направлении 𝑋2 приводит к затягиванию переходного про-
цесса установления стационарного состояния. При врезании инструмента в заготовку имеет место
функциональная связанность сил и деформаций. Поэтому при увеличении 𝑔2 время переходного
процесса возрастает, что ограничивает возможности управления упругими деформациями.

Изменение суммарной скорости деформационных смещений и вращения шпинделя изменяет
временное окно, то есть 𝑇 = (Ω−𝑣𝑋,3/π𝐷)−1 в интегральных операторах систем (3), (4) и (6), ко-
торое во всех ранее выполненных исследованиях считалось постоянным [1–7, 10–13, 20–32, 44, 49].
Его изменение не только способствует потере устойчивости, но и во многом определяет топо-
логию фазового пространства системы в установившемся состоянии, внося нерегулярность в 𝑇 .
Изменение направления суммарной скорости приводит к проявлению дополнительных сил Φ,
Φ(1). Они обеспечивают нелинейное демпфирование колебаний и способствуют образованию
различных притягивающих множеств в установившемся состоянии, в том числе образованию
хаотических аттракторов (см. рис. 7). Притягивающие множества деформаций рассматриваются
в подвижной системе координат ТИЭС, которые задаются и обеспечиваются системами ЧПУ
станка. Анализ взаимосвязи ТИЭС и деформаций базируется на методе разделения движений,
основанном на асимптотических свойствах решений нелинейных дифференциальных уравнений,
имеющих малые параметры при старших производных [17, 18]. В [16] показано, что ТИЭС
характеризуют «медленные» движения. Именно эти движения с высокой точностью обеспе-
чиваются в современных станках с ЧПУ. «Быстрые» движения, рассматриваемые в вариациях
относительно «медленных», в металлорежущих станках характеризуют упругие деформационные
смещения. Они, наряду с ТИЭС, определяют геометрическую топологию формируемой резанием
поверхности.
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Если аналитически задана геометрическая топология, то из нее на основе использования
различных статистических функционалов можно оценить большинство используемых в инженер-
ной практике показателей точности линейных размеров, продольной и поперечной волнистости
и в некоторых случаях шероховатости [17, 54]. Выполненные исследования позволяют связать
геометрические оценки формируемой резанием детали с притягивающими множествами дефор-
мационных смещений. В частности, показано, что изменение диаметра заготовки определяется
не только смещением точки равновесия системы, но и формируемыми притягивающими мно-
жествами, так как нелинейные функции (6) не обладают свойством центральной симметрии
относительно точки равновесия. Поэтому наблюдаются эффекты динамического, зависящего
от колебаний, смещения точки равновесия, влияющие на диаметр заготовки. При рассмотре-
нии влияния колебаний на геометрическую топологию необходимо отметить, что далеко не все
колебания оставляют след на обработанной поверхности. Колебания в направлениях 𝑋2 и 𝑋3

являются коллинеарными к формируемой резанием поверхности и непосредственно практически
не влияют на ее формирование. Однако они могут стабилизировать деформации в ортогональном
направлении. Более того, высокочастотные колебания в направлении скорости резания вызывают
эффект вибрационной стабилизации равновесия в низкочастотной области [13, 45]. Вопросы
отображений притягивающих множеств деформационных смещений в геометрической топологии
формируемой резанием поверхности подробно изложены нами ранее в работе [16].

Формируемые притягивающие множества деформационных смещений влияют на мощ-
ность необратимых преобразований энергии в областях сопряжения задних граней инструмента
и заготовки, что изменяет физические явления в контактной области, влияя на интенсивность
изнашивания инструмента. По мере увеличения мощности необратимых преобразований имеет
место смена превалирующих физических взаимодействий: процесс механического взаимодействия
заменяется на молекулярно-адгезионное и, наконец, молекулярно-диффузионное. Например, в [52]
показано, что минимальная интенсивность изнашивания наблюдается при переходе от адгезион-
ного к диффузионному взаимодействию. Формируемые при резании притягивающие множества
деформационных смещений, изменяя наряду с технологическими режимами превалирующие
механизмы взаимодействий, влияют на оптимальные параметры технологических режимов, преж-
де всего на скорость резания. Другими словам, характеристики изнашивания становятся также
зависящими от фазовой траектории мощности необратимых преобразований в областях сопря-
жения задних граней инструмента и заготовки, на которую влияют притягивающие множества.
Они могут моделироваться интегральными операторами Вольтерры второго рода относительно
фазовых траекторий мощности необратимых преобразований по произведенной работе [55,56].
Поэтому в зависимости от притягивающих множеств требуется коррекция скорости резания, при
которой интенсивность изнашивания минимальна.

В последнее десятилетие в мировых научных центрах получили развитие исследования по
созданию математического и программного инструментария в направлении виртуального исследо-
вания процессов обработки на станках [57, 58]. Они включают в себя алгоритмы и программы
для динамического анализа, в том числе исследования притягивающих множеств деформацион-
ных смещений и сил в областях сопряжения граней инструмента и заготовки. Использование
этого инструментария направлено на отработку алгоритмов согласования программы ЧПУ и
динамики резания. Методы коррекции программы ЧПУ включают следующие этапы. На первом
этапе определяется траектория скорости резания, при которой вдоль траектории обеспечивается
минимизация интенсивности изнашивания. На втором этапе вдоль траектории обеспечиваются
деформационные смещения, при которых геометрическая топология формируемой резанием
детали удовлетворяет техническим требованиям. При этом полагается обмен информацией и
корректировка, как программы ЧПУ, так и алгоритмов управления и идентификации парамет-
ров динамической связи. Целью корректировки (согласования) является изготовление партии
деталей при минимизации приведенных затрат и обеспечении требуемого качества деталей.
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Приведенные в статье новые знания по динамике резания, законах формирования притягивающих
множеств деформаций, их эволюции и бифуркациях являются составной частью решения этой
общей задачи.

Выводы

Математическим моделированием и экспериментально доказано, что вариации простран-
ственной динамической податливости изменяют превалирующие источники самовозбуждения
системы резания и могут изменять топологию притягивающих множеств деформаций инструмента
относительно заготовки, влияющую на выходные характеристики процесса резания. Неожидан-
ным является доказательство склонности системы к потере устойчивости за счет деформаций в
направлении скорости резания, а также образование в этом случае супернизкочастотных притя-
гивающих множеств деформаций сложной временной структуры. Доказано также повышение
устойчивости равновесия, если частота вращения шпинделя превышает собственные частоты
колебательных контуров, формируемых подсистемой инструмента. Полученные результаты от-
крывают новое направление увеличения эффективности резания на основе конструктивного
изменения упругих свойств подсистемы инструмента, его геометрии и согласования программы
ЧПУ с динамическими свойствами системы.
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Аннотация. Цель исследования — изучить влияние особенностей сенсорной информации, предшествующей це-
левому визуальному стимулу, на его обработку нейронной сетью коры головного мозга. В качестве визуальных
стимулов используются неоднозначные изображения — кубы Неккера с высокой и низкой степенью неоднозначности.
Методы. Используются методы частотно-временного анализа исходных сигналов электрической активности головно-
го мозга на основе вейвлет-преобразования. Для сравнения поведенческих характеристик визуального восприятия
используется многофакторный дисперсионный анализ. Спектральная мощность сигналов активности мозга в различ-
ных условиях сравнивается при помощи статистического теста с кластерной коррекцией множественных сравнений.
Результаты. Показано, что, когда неоднозначные стимулы следуют за однозначными стимулами, активность нейронов
в сенсорных областях ослабевает на ранней стадии обработки, но усиливается на поздних стадиях. Это подтверждает
иерархическую организацию обработки сенсорной информации, где низкие уровни обрабатывают детали стимула,
а высокие уровни представляют его интерпретацию. Анализ также подтвердил, что обработка неоднозначных и
однозначных стимулов совпадает на низких уровнях из-за их схожей морфологии. Поэтому мозг может использовать
сенсорный шаблон однозначного стимула на низких уровнях, чтобы снизить затраты на обработку деталей неодно-
значного стимула. Когда однозначный стимул следует за неоднозначным стимулом, наблюдается усиление нейронной
активности в лобной коре. Это отражает активацию нисходящих процессов, обнаруживающих несоответствие между
текущим однозначным стимулом и шаблоном, сформировавшимся на основе предшествующего неоднозначного стиму-
ла. Заключение. Полученные результаты расширяют имеющиеся знания об особенностях активности мозга, связанной
с обработкой зрительной информации в условиях неоднозначности сенсорных данных.

Ключевые слова: неоднозначные стимулы, шаблон стимула, иерархия обработки, электроэнцефалография, теория
прогностического кодирования.
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Abstract. Рurpose of this work is to study the effect of previous sensory information on the brain’s processing of current visual
stimuli. Bistable images (Necker cubes) with a high degree of ambiguity (HA) and a low degree of ambiguity (LA) were used
as visual stimuli. Methods. In this paper, we used wavelets to identify features of the brain activity signals. A multivariate
analysis of variance was used to compare behavioral characteristics. Spectral power and event-related spectral perturbations
were compared via a cluster-based permutation test using the FieldTrip package for Matlab. Results. We found that when the
HA stimuli followed the LA stimuli, the activity of neurons in the sensory areas decreased in the early processing stage but
increased in the later stages. This result confirmed the hierarchical organization of processing, where the low levels processed
the details of the stimulus, and the high levels represented its interpretation. We supposed that processing of HA and LA
stimuli was similar at low levels due to their similar morphology. Therefore, the brain might use the LA stimulus template
at low levels to reduce the demands when processing the details of the HA stimulus. When the LA stimulus followed the
HA stimulus, a weakened response in the sensory regions accompanied a high response in the frontal cortex. It reflected
activation of the top-down cognitive functions, detecting a mismatch between the LA stimulus and the HA stimulus template.
Conclusion. These results expanded the existing knowledge about the sensory processing mechanisms.

Keywords: ambiguous stimuli, stimulus template, processing hierarchy, EEG, predictive coding theory.
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Введение

Мозг использует сенсорную информацию для создания представления о внешней среде.
Опубликованные результаты свидетельствуют о том, что обработка мозгом сенсорной информации
организована иерархически: на низких уровнях осуществляется обработка отдельных деталей, в
то время как высокие уровни интерпретируют полученную информацию как целое. Существует
мнение, что мозг использует априорные знания (прогнозы) наряду с сенсорными данными для
создания точного представления о внешней среде [1, 2].

Широко распространена тенденция рассматривать прогнозы как процессы высокого уровня,
действующие сверху вниз на механизмы более низкого уровня иерархии. Например, большая
часть литературы предполагает, что прогнозы приводят к формированию шаблонов стимулов [3–5].
Мозг сопоставляет эти шаблоны с внешней сенсорной информацией [6]: шаблоны передаются
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с высоких уровней на низкие, в то время как сигналы, идущие в противоположном направлении —
от низких к высоким уровням иерархии, кодируют ошибки такого сопоставления [7]. Таким
образом, прогностическая передача сигналов отражает нисходящие процессы, а передача сиг-
налов о прогностических ошибках представляет собой восходящую обработку. Эти процессы
взаимозависимы и всегда взаимодействуют между собой [1]. Таким образом, на сегодняшний
день существует достаточно доказательств того, что прогнозы формируются на разных уровнях
обработки и взаимодействуют друг с другом через нисходящие и восходящие потоки информации
в мозге [2, 8]. В то же время вопрос о точном механизме, лежащем в основе сравнения прогнозов
и сенсорных данных, остается открытым.

В данной работе мы рассматриваем обработку многократно предъявляемых неоднозначных
визуальных стимулов (кубов Неккера) с низкой степенью неоднозначности (low ambiguity, LA) и
высокой степенью неоднозначности (high ambiguity, HA). Во время поступления сообщений от
испытуемого об интерпретации каждого визуального стимула регистрировались ЭЭГ-сигналы и
времена интерпретации куба (так называемое время реакции, reaction time, RT). Из литературы
известно, что повторное воздействие идентичного или схожего сенсорного стимула вызывает
адаптацию нейронного ансамбля. Этот эффект подразумевает снижение нейронного отклика на
повторяющиеся стимулы [9] и относится как к низкоуровневым [10,11], так и к высокоуровневым
[12,13] процессам.

Согласно нашим предыдущим работам [14–16], интерпретация стимулов с высокой степе-
нью неоднозначности занимает больше времени, чем интерпретация стимулов с низкой степенью
неоднозначности. Кубы LA и HA имеют почти одинаковую морфологию, поэтому можно предполо-
жить, что они имеют аналогичный процесс обработки на низких уровнях. Мы также предполагаем,
что интерпретация стимула HA задействует процессы на более высоких уровнях; следовательно,
на этих уровнях его обработка задействует большую нейронную популяцию, увеличивая общее
время обработки. Наконец, мы предполагаем, что шаблон стимула HA появляется на иерархиче-
ски более высоких уровнях обработки, чем шаблон LA. В результате шаблоны HA и LA могут
по-разному влиять на обработку текущих стимулов.

1. Методы

1.1. Испытуемые. В экспериментах приняли участие двадцать здоровых испытуемых
(16 мужчин и 4 женщины) в возрасте от 20 до 36 лет с нормальной или скорректированной
до нормы остротой зрения. Все они заранее давали письменное информированное согласие об
участии в эксперименте. Все участники были знакомы с экспериментальным заданием и не
участвовали в подобных экспериментах в течение последних 6 месяцев. Экспериментальные
исследования проводились в соответствии с Хельсинкской декларацией и одобрены комитетом по
этике исследований.

1.2. Экспериментальная процедура. В качестве неоднозначного визуального стимула ис-
пользовался куб Неккера [17,18]. Испытуемый без каких-либо нарушений зрительного восприятия
интерпретирует 2D изображение куба Неккера как 3D-объект из-за специфического положения
ребер куба. В зависимости от контраста внутренних ребер куб Неккера может быть воспринят
как ориентированный либо влево, либо вправо (рис. 1, a). Контраст трех средних линий, центри-
рованных в левом углу, использовался в качестве контрольного параметра 𝑎 ∈ [0, 1] (𝑎 — уровень
неоднозначности). Значения 𝑎 = 1 и 𝑎 = 0 соответствуют 0 (черным) и 255 (белым) пикселям ярко-
сти внутренних линий с использованием 8-битной палитры серой шкалы. Поэтому управляющий
параметр можно определить как 𝑎 = 𝑔/255, где 𝑔 — яркость внутренних линий. В нашем экспе-
рименте мы используем изображения куба Неккера с 8 различными уровнями неоднозначности
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Рис. 1. a — Набор визуальных стимулов (кубов Неккера с различной степенью неоднозначности); b — схематическая
иллюстрация экспериментальной процедуры, отражающая демонстрацию 400 кубов Неккера, чередующихся с
демонстрацией абстрактных изображений. RT — время реакции испытуемого; c — экспериментальные условия

Fig. 1. a — Set of visual stimuli (Necker cubes with varying degrees of ambiguity); b — schematic illustration of an
experimental procedure that reflects a demonstration of 400 Necker cubes alternating with a demonstration of abstract
images. RT — subject’s reaction time; c — experimental conditions

(см. рис. 1, a). Половина из них (𝑎 ∈ {0.15, 0.25, 0.4, 0.45}) считаются левоориентированными, дру-
гая половина (𝑎 ∈ {0.55, 0.6, 0.75, 0.85}) правоориентированными. В то время как для 𝑎≈0 и 𝑎≈1
(изображения с низким уровнем неоднозначности (LA)) кубы легко интерпретируются как ориен-
тированные влево и вправо, для 𝑎 ≈ 0.5 идентификация ориентации куба является более сложной
задачей, поскольку мы имеем дело с изображениями с высоким уровнем неоднозначности (HA).

Каждое изображение куба Неккера было выведено в центр экрана компьютера с использова-
нием черных и серых линий на белом фоне. Изображения кубиков Неккера (142-миллиметровые)
демонстрировались на 24-дюймовом ЖК-мониторе BenQ с пространственным разрешением
1920× 1080 пикселей и частотой обновления 60 Гц. Испытуемые располагались на расстоянии
70...80 см от монитора с углом обзора примерно 0.25 рад.

Весь эксперимент длился около 40 минут для каждого участника, включая короткие записи
ЭЭГ в состоянии покоя (порядка 150 с) до и после основной части эксперимента. Во время
экспериментальных сеансов кубики с заранее заданными значениями 𝑎 (выбранными из набора
на рис. 1, a) были случайным образом продемонстрированы 400 раз, каждый куб с определённой
неоднозначностью был представлен около 50 раз. Схема экспериментального сеанса показана
на рис. 1, b. Каждый 𝑖-й стимул был представлен в течение временного интервала τ𝑖, а следу-
ющий (𝑖+1)-й стимул демонстрировался после временного интервала γ𝑖. Продолжительность
демонстрации стимула варьировалась в диапазоне τ ∈ [1, 1, 5] с.

Для каждого стимула мы оценивали поведенческую реакцию, измеряя время RT, которое
соответствовало времени, прошедшему от предъявления стимула до нажатия кнопки (см. рис. 1, b).

1.3. Запись и обработка сигналов ЭЭГ. ЭЭГ-сигналы регистрировались с использованием
метода монополярной регистрации и классической расширенной схемы размещения электродов
10–10. Мы записали 31 сигнал с двумя референтами, А1 и А2, расположенными на мочках ушей,
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и заземляющим электродом N, расположенным чуть выше лба. Сигналы были получены с помо-
щью чашечковых адгезивных электродов Ag/AgCl, помещённых на пасту «Tien-20» (Weaver and
Company, Колорадо, США). Непосредственно перед началом экспериментов мы провели все необ-
ходимые процедуры для повышения проводимости кожи и снижения ее сопротивления с помощью
абразивного геля «NuPrep» (Weaver and Company, Колорадо, США). После установки электродов
сопротивление контролировалось на протяжении всего эксперимента. Обычно значения сопро-
тивления изменялись в интервале 2...5 кОм. Для усиления и аналого-цифрового преобразования
сигналов ЭЭГ использовался электроэнцефалограф «Энцефалан-ЭЭГ-19/26» (компания «Медиком
МТД», Таганрог, Российская Федерация) с несколькими каналами ЭЭГ и двухкнопочным устрой-
ством ввода (клавиатурой). Необработанные ЭЭГ-сигналы фильтровались полосовым фильтром с
конечной импульсной характеристикой с точками отсечки 1 Гц и 100 Гц и режекторным фильтром
на 50 Гц с помощью встроенного аппаратно-программного комплекса. Удаление артефактов
моргания глаз и сердцебиения проводилось методом анализа независимых компонент (ICA) с
использованием программного обеспечения EEGLAB [19]. После процедуры предварительной
обработки ЭЭГ мы исключили некоторые испытания из-за высокоамплитудных артефактов и
рассмотрели 320 испытаний из первоначальных 400.

Записанные ЭЭГ-сигналы были сегментированы на 4-секундные записи, где каждая за-
пись была связана с одной демонстрацией куба Неккера, включая 2-секундный интервал до и
2-секундный интервал после момента демонстрации куба Неккера. Мы рассчитали спектральную
мощность для каждого испытания в диапазоне частот 4...40 Гц с использованием вейвлет-
преобразования с вейвлетом Морле [20]. Число циклов (𝑛) было определено как 𝑛 = 𝑓 , где 𝑓 —
частота сигнала [21]. Вейвлет-анализ проводился в среде Matlab с использованием инструмен-
тария Fieldtrip. Интервалы 0.5 с с каждой стороны записи были зарезервированы для расчёта
мощности вейвлета. В результате мы рассмотрели мощность вейвлета на интервале 3 с, включая
престимульное состояние (от −1.5 с до 0) и связанную со стимулом активность (от 0 до 1.5 с).
Для полученной вейвлет-мощности мы рассмотрели спектральные возмущения ERSP (Event-
Related Spectral Power), связанные с событием (предъявление визуального стимула), используя
нормировку [активность, связанная со стимулом — престимульное состояние]/престимульное
состояние.

1.4. Экспериментальные условия. Два типа стимулов LA и HA были сгруппированы
и разделены по условиям в соответствии с неоднозначностью предыдущего стимула. Была
введена в рассмотрение не только неоднозначность предыдущего стимула (первый предыдущий),
но и неоднозначность стимула, представленного двумя кубами ранее (второй предыдущий).
В результате для кубов LA и HA мы рассмотрели четыре условия (см. рис. 1, c):

� условие 1 — оба предыдущих кубика имеют низкий уровень неоднозначности (LA–LA);
� условие 2 — первый предыдущий куб имеет низкий уровень неоднозначности, а второй

предыдущий куб имеет высокий уровень неоднозначности (HA–LA);
� условие 3 — первый предыдущий куб имеет высокий уровень неоднозначности, а второй

предыдущий куб имеет низкий уровень неоднозначности (LA–HA);
� условие 4 — оба предыдущих кубика имеют высокий уровень неоднозначности (HA–HA).

Чтобы сохранить количество ЭЭГ-записей постоянным в зависимости от условий и испыту-
емых, мы выбрали 16 событий для каждого условия.

1.5. Статистический анализ. Статистический анализ на групповом уровне проводился
для значений медианы времени реакции, медианы времени предъявления визуального стимула
и соотношения между левосторонними и правосторонними стимулами, а также соотношения
между стимулами LA и HA. Основные эффекты оценивались с помощью многофакторного
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дисперсионного анализа с коррекцией Гринхауса–Гейсера. Мы проводили post hoc анализ либо с
помощью t-критерия Стьюдента для зависимых выборок, либо с помощью критерия Уилкоксона, в
зависимости от нормальности выборок. Нормальность была проверена с помощью теста Шапиро–
Уилка. Мы провели статистический анализ с использованием программного обеспечения SPSS.
Используемые тесты, а также их параметры указаны в разделе «Результаты».

Спектральная мощность и спектральные возмущения сравнивались для различных усло-
вий эксперимента во временной, пространственной и частотной областях с помощью t-теста
для зависимых выборок. Коррекция множественных сравнений была основана на кластерном
пермутационном тесте и методе рандомизации Монте-Карло. Критический α-уровень для парного
сравнения был установлен равным 0.05. Критический α-уровень для кластерного теста был
установлен равным 0.025. Минимальное число элементов в кластере было установлено равным 2,
а число перестановок было равно 2000. Анализ осуществлялся с помощью пакета Fieldtrip для
Matlab.

2. Результаты

2.1. Время реакции. Мы проанализировали влияние неоднозначности предыдущего сти-
мула отдельно для текущих стимулов LA и HA. Мы сравнили RT испытуемых в четырех условиях
(подробнее см. Методы и рис. 1, c). Рис. 2 демонстрирует, как RT отличается в этих условиях
для стимулов HA и LA. Многофакторный дисперсионный анализ выявил значимый эффект
экспериментального условия для обоих стимулов. Для HA: 𝐹 (3, 57) = 10.787, 𝑝 < 0.001; для LA:
𝐹 (3, 57) = 6.067, 𝑝 = 0.001.
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Рис. 2. a — Время реакции RT в четырех условиях для текущего стимула HA; b — парные различия между RT в
различных условиях для текущего стимула HA; c — время реакции (RT) в четырех условиях для текущего стимула
LA; d — парные различия между RT в различных условиях для текущего стимула LA

Fig. 2. a — Response time (RT) under four conditions for the current stimulus HA; b — paired differences between RT
under different conditions for the current stimulus HA; c — response time (RT) under four conditions for the current
stimulus LA; d — paired differences between RT under different conditions for the current stimulus LA
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Для стимулов HA мы наблюдали минимальное время реакции в условии 4, где два преды-
дущих стимула также имели высокий уровень неоднозначности. Напротив, испытуемые демон-
стрировали максимальное время реакции в условии 1, где два предыдущих куба имели низкий
уровень неоднозначности. Post hoc анализ с помощью критерия Уилкоксона показал, что время
реакции в условии 4 (M= 1.01 c, SD= 0.27 c) было значительно ниже по сравнению с условием 1
(M= 1.18 c, SD= 0.32 c): 𝑍 = 3.547, 𝑝 < 0.001. Анализ парных различий (рис. 2, b) показал, что
19/20 испытуемых демонстрировали эффект в том же направлении, что и группа, и только один
испытуемый имел эффект в противоположном направлении. Время реакции в условии 4 также
было ниже, чем в условии 2 (M= 1.12 с, SD= 0.32 с): 𝑍 = 3.323, 𝑝 = 0.001. В этом случае 2/20
испытуемых продемонстрировали эффект в противоположном направлении, а один испытуемый
не показал никакого эффекта. Наконец, время реакции в условии 4 было ниже, чем в условии 3
(M= 1.09 с, SD= 0.33 с): 𝑍 = 2.696, 𝑝 = 0.007. Анализ парных различий показал, что 15/20
испытуемых демонстрировали эффект в том же направлении, что и группа, 4/20 испытуемых де-
монстрировали эффект в противоположном направлении, а один испытуемый не демонстрировал
никакого эффекта.

Для стимулов LA мы наблюдали минимальное время реакции в условии 1, где два предыду-
щих стимула также имели низкий уровень неоднозначности, и максимальное время реакции —
в условии 4, где два предыдущих стимула имели высокий уровень неоднозначности. Тест Уил-
коксона показал, что время реакции в условии 1 (M = 0.82 с, SD = 0.23 с) было значительно
ниже по сравнению с условием 4 (M = 0.89 с, SD = 0.26 с): 𝑍 = 3.061, 𝑝 = 0.002. Анализ
парных различий показал, что 18/20 испытуемых показали эффект в том же направлении, что и
группа. Один испытуемый продемонстрировал эффект в противоположном направлении, а дру-
гой — никакого. Время реакции в условии 1 также было ниже, чем время реакции в условии 3
(M = 0.89 с, SD = 0.25 с): 𝑍 = 2.13, 𝑝 = 0.009. В этом случае 4/20 испытуемых показали эффект
в противоположном направлении. Наконец, время реакции в условии 1 было ниже, чем время
реакции в условии 2 (M = 0.87 с, SD = 0.26 с): 𝑍 = 2.67, 𝑝 = 0.008. Анализ парных различий
показал, что у 4/20 испытуемых наблюдался эффект в противоположном направлении.

Наконец, многофакторный дисперсионный анализ с поправкой Гринхауса–Гейсера показал,
что медиана времени презентации куба Неккера существенно не изменилась в зависимости
от условий как для стимулов LA: 𝐹 (1.3, 24.9) = 2.883, 𝑝 = 0.093, так и для стимулов HA:
𝐹 (1.38, 26.3) = 1.646, 𝑝 = 0.214. Соотношение между количеством лево- и правоориентирован-
ных текущих стимулов также не изменилось в условиях как для стимулов LA: 𝐹 (1.26, 29) = 3.604,
𝑝 = 0.059, так и для стимулов HA: 𝐹 (1.9, 45.5) = 1.159, 𝑝 = 0.323. Эти результаты свидетель-
ствуют о том, что ни моменты времени, в которые испытуемым демонстрировались визуальные
стимулы, ни ориентация куба не влияют на время реакции в рассматриваемых условиях 1–4. На
данный параметр оказывает влияние только неоднозначность предыдущих визуальных стимулов.

Чтобы проанализировать, как предыдущая ориентация стимула повлияла на время реак-
ции, мы ввели коэффициент Θ, характеризующий соответствие между ориентацией текущего и
предыдущего стимулов. Для каждого испытания Θ = 1 указывало, что текущий стимул имеет ту
же ориентацию, что и предыдущий стимул, Θ = 2 отражало соответствие между ориентацией
текущего стимула и двумя предыдущими стимулами. Напротив, Θ = 0 означает, что текущая
ориентация стимула отличается от предыдущей ориентации стимула. Значения Θ были усреднены
по всем испытаниям и сопоставлены между четырьмя условиями. В результате дисперсионно-
го анализа выявлены основные факторы как для HA стимулов: 𝐹 (3, 57) = 11.702, 𝑝 < 0.001,
так и для LA стимулов: 𝐹 (3, 57) = 2.913, 𝑝 = 0.042. Затем мы использовали многофакторный
корреляционный анализ, чтобы проверить, коррелирует ли Θ в этих условиях со временем ре-
акции [22]. В результате слабая корреляция наблюдалась как для стимулов HA: 𝑟(59) = 0.29,
95% CI [0.042 0.51], 𝑝 = 0.02, так и для стимулов LA: 𝑟(59) = −0.25, 95% CI [−0.48− 0.0004],
𝑝 = 0.045. Наконец, мы получили, что частота ошибок не изменяется в зависимости от условий
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как для стимулов HA (M = 9.2%, SD = 10.4%): 𝐹 (3, 57) = 0.288, 𝑝 = 0.844, так и для стимулов
LA (M = 1.7%, SD = 3.5%): 𝐹 (3, 57) = 0.497, 𝑝 = 0.686.

2.2. Нейронная активность во время престимульного состояния. Согласно резуль-
татам, описанным выше, неоднозначность предыдущего стимула повлияла на время, которое
испытуемый затрачивал на идентификацию текущих стимулов. RT было ниже, если уровень
неоднозначности предыдущего визуального стимула совпал с уровнем неоднозначности текущего
стимула. Этот эффект был сильнее, если два ранее представленных стимула имели одинаковый
уровень неоднозначности (оба LA или оба HA). Мы предположили, что обработка головным
мозгом предыдущих стимулов влияет на престимульное состояние текущего стимула. Так, после
обработки стимулов LA (условие 1) оно было более благоприятным для обработки текущего
стимула LA. Напротив, престимульное состояние после обработки стимулов HA было более благо-
приятным для обработки текущего стимула HA. В соответствии с этим мы сравнили спектральную
мощность престимульного состояния между условием 1 и условием 4 (рис. 3, а).

Сравнивая престимульные состояния, сформированные после обработки HA и LA стимулов,
мы обнаружили значимый негативный кластер (𝑝 = 0.0475) в частотном диапазоне 16...18.75 Гц,
локализованный в затылочной (Oz) и теменной (Pz и CPz) областях головного мозга (рис. 3, b).
Спектральная мощность этого кластера в условии 4 (M = 1.7× 104, SD = 7.2× 104) была выше,
чем в условии 1 (M = 1.5 × 104, SD = 6.2 × 104). Анализ парных различий показал, что 17/20
испытуемых показали эффект в том же направлении, что и группа (рис. 3, в).

Заметим, что медианное время предъявления текущего стимула не имело значимых различий
для этих условий (𝑍 = 1.307, 𝑝 = 0.191, тест Уилкоксона). Также значимых различий не
наблюдалось для соотношение между левой и правой ориентациями текущего стимула (𝑍 = 0.105,
𝑝 = 0.917, тест Уилкоксона). Таким образом, мы приходим к выводу, что наблюдаемое изменение
спектральной мощности было вызвано только неоднозначностью предыдущего стимула, но не
длительностью эксперимента или текущей ориентацией стимула.
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Рис. 3. Сопоставление престимульной спектральной мощности (SP) в условии 1 и условии 4: a — схематическое
представление условий эксперимента; b — значение 𝑡 отражает результат сравнения SP между условием 1 и
условием 4 с использованием t-критерия. Кружочки показывают значимый кластер (𝑝 < 0.05 с помощью t-критерия
для парных выборок с кластерной поправкой для множественных сравнений); c — распределение парных различий
отражает изменение SP между условием 1 и условием 4 у всех участников (цвет online)

Fig. 3. Comparison of the prestimul spectral power (SP) in 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4: a — schematic representation
of the experimental conditions; b — the value of 𝑡 reflects the result of the comparison between SP in 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4. The circles show a significant cluster (𝑝 < 0.05 using the t-test for paired samples with cluster correction
for multiple comparisons); c — the distribution of pairwise differences reflects the change in SP between 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4 for all participants (color online)

64
Куц А. К., Максименко В. А., Храмов А. Е.

Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1



2.3. Нейронная активность во время обработки головным мозгом HA стимулов. Как
описано выше, после обработки двух следующих друг за другом стимулов HA кортикальная
активность проявляла повышенную мощность β-диапазона в затылочно-теменной области голов-
ного мозга. В этом случае обработка головным мозгом текущего стимула HA занимала меньше
времени (меньшее значение RT) (см. рис. 2, а). Чтобы проанализировать кортикальную активность,
лежащую в основе снижения времени реакции в этом состоянии, мы сравнили спектральные
возмущения, вызванные обработкой визуального стимула, между условием 1 и условием 4 в
течение 0.35 с после начала предъявления стимула. В результате был обнаружен значимый по-
ложительный кластер с 𝑝 = 0.045. Этот кластер расположился во временном диапазоне от 0.15
до 0.162 с после начала стимула в диапазоне частот 17.5...17.75 Гц и локализовался в правой
затылочной (О2), теменной (Р4, Р8) и височной (Tp8) областях головного мозга (рис. 4, а). ERSP
в этом кластере в условии 1 (M = 0.17, SD = 0.45) был выше, чем в условии 4 (M = −0.09,
SD = 0.31). Анализ парных различий показал, что 15/20 испытуемых показали эффект в том же
направлении, что и группа (рис. 4, b).
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Рис. 4. Сопоставление спектральных возмущений, вызванных стимулом (ERSP), во время обработки HA стимула
в условии 1 и условии 4: a — значение 𝑡 отражает результат сравнения ERSP между условием 1 и условием 4.
Кружочки показывают значимый кластер (𝑝 < 0.05 с помощью t-критерия парных выборок с кластерной поправкой
для множественных сравнений); b — распределение парных различий показывает изменение ERSP между условием
1 и условием 4 в группе участников (цвет online)

Fig. 4. Comparison of spectral perturbations caused by the stimulus (ERSP) during the processing of the HA stimulus in
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4: a — 𝑡-value reflects the result of the comparison between the ERSP in 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4. The circles show a significant cluster (𝑝 < 0.05 using the t-test of paired samples with cluster correction
for multiple comparisons); b — the distribution of paired differences shows the change in ERSP between 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4 in the group of participants (color online)

2.4. Нейронная активность во время обработки головным мозгом LA стимулов. Срав-
нивая спектральные возмущения, вызванные обработкой головным мозгом стимула LA между 
условием 1 и условием 4, мы обнаружили четыре отрицательных и два положительных кластера. 
Первый положительный кластер с 𝑝 = 0.0105 расположился во временном диапазоне 0.26...0.35 с 
после начала стимула в диапазоне частот 19...23.75 Гц и локализовался в правой затылочной 
(Oz, O2), теменной (P4, P8) и височной (TP8) областях головного мозга (рис. 5, а). ERSP в этом 
кластере в условии 1 (M = 0.18, SD = 0.44) был выше, чем в условии 4 (M = −0.12, SD = 0.25). 
Анализ парных различий показал, что 17/20 испытуемых показали эффект в том же направлении, 
что и группа. Второй положительный кластер с 𝑝 = 0.0105 расположился во временном диапазоне 
0.3...0.35 с в диапазоне частот 25.75...28 Гц и локализовался в правой затылочной (O2) и теменной
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Рис. 5. Два положительных кластера (a, b) отражают результат сопоставления ERSP во время обработки LA
стимула в условии 1 и условии 4: a — значение 𝑡 отражает результат сравнения ERSP между условием 1 и
условием 4. Кружочки показывают значимый кластер (𝑝 < 0.05 с помощью t-критерия для парных выборок с
кластерной поправкой для множественных сравнений); b — распределение парных различий показывает изменение
ERSP между условием 1 и условием 4 в группе участников (цвет online)

Fig. 5. Two positive clusters (a, b) reflect the result of ERSP matching during LA stimulus processing in 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1
and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4: a — 𝑡-value reflects the result of the comparison between the ERSP in 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4.
The circles show a significant cluster (𝑝 < 0.05 using the t-test of paired samples with cluster correction for multiple
comparisons); b — the distribution of paired differences shows the change in ERSP between 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4
in the group of participants (color online)

(P4 и P8) области головного мозга (рис. 5, b). ERSP в этом кластере в условии 1 (M = 0.18,
SD = 0.45) был выше, чем в условии 4 (M = −0.09, SD = 0.21). Анализ парных различий показал,
что 18/20 испытуемых показали эффект в том же направлении, что и группа.

Отрицательные кластеры наблюдались в течение 0.15 с после начала стимула в β- и
θ-диапазонах частот (рис. 6). Первый кластер с 𝑝 = 0.031 проявлялся от начала стимула до
0.098 с в диапазоне частот 17.25...19 Гц и включал в себя датчики ЭЭГ в правой лобной (F4, F8),
лобно-центральной (FC4) и правой височной (T4) областях головного мозга (рис. 6, а). ERSP
в этом кластере в условии 1 (M = −0.11, SD = 0.25) был ниже, чем в условии 4 (M = 0.17,
SD = 0.28). Анализ парных различий показал, что 16/20 испытуемых показали эффект в том же
направлении, что и группа.

Второй кластер с 𝑝 = 0.036 расположился от начала стимула до 0.018 с в диапазоне частот
5.25...5.75 Гц и включал в себя левосторонние теменные (P3), центрально-теменные (CPz, CP3),
левосторонние височные (T3) и левосторонние лобные (F3) датчики ЭЭГ (рис. 6, b). ERSP в этом
кластере в условии 1 (M = −0.12, SD = 0.17) был ниже, чем в условии 4 (M = 0.14, SD = 0.44).
Анализ парных различий показал, что 16/20 испытуемых показали эффект в том же направлении,
что и группа. Третий кластер с 𝑝 = 0.045 расположился во временном диапазоне от 0.094 с до
0.142 с после начала стимула на частоте 6.25 Гц и локализовался в средней фронтальной (Fz)
и фронтально-центральной (FCz), а также в левой височной (T3) и фронтально-височной (FT7)
областях головного мозга (рис. 6, c). ERSP в этом кластере в условии 1 (M = −0.11, SD = 0.15)
был ниже, чем в условии 4 (M = 0.13, SD = 0.36). Анализ парных различий показал, что 17/20
испытуемых показали эффект в том же направлении, что и группа.

Четвертый кластер с 𝑝 = 0.046 расположился во временном диапазоне 0.066...0.074 с после
начала стимула на частоте 5.25 Гц и включал в себя средние фронтальные (Fz) и фронтально-
центральные (FCz) датчики, а также левые височные (T3) и центрально-теменные (CPz) датчики
(рис. 6, d). ERSP в этом кластере в условии 1 (M = −0.09, SD = 0.14) был ниже, чем в условии 4
(M = 0.14, SD = 0.36). Анализ парных различий показал, что 16/20 испытуемых показали тот же
эффект, что и группа.
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Рис. 6. Отрицательные кластеры (а–d), отражающие результат сопоставления ERSP во время обработки стимула LA
между условием 1 и условием 4. Значение 𝑡 отражает результат сравнения ERSP между условием 1 и условием 4
для всех датчиков ЭЭГ. Кружочки показывают значимый кластер (𝑝 < 0.05 с помощью t-критерия для парных
выборок с кластерной коррекцией для множественных сравнений). Распределение парных различий показывает
изменение ERSP между условием 1 и условием 4 у всех участников (цвет online)

Fig. 6. Negative clusters (a–d) reflecting the result of ERSP comparison during LA stimulus processing between
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4. The value of 𝑡 reflects the result of comparing the ERSP between 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4 for all EEG sensors. The circles show a significant cluster (𝑝 < 0.05 using the t-criterion for paired samples
with cluster correction for multiple comparisons). The distribution of paired differences shows the change in ERSP
between 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 1 and 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 4 for all participants (color online)
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Обсуждение результатов

При восприятии последовательно представленных неоднозначных стимулов — кубов Нек-
кера — неоднозначность предыдущего стимула влияет на обработку головным мозгом текущего
визуального стимула. Было показано, что испытуемый быстрее обрабатывает стимул, если его
неоднозначность совпадает с неоднозначностью ранее представленных стимулов. Можно пред-
положить, что популяции нейронов, вовлечённые в обработку предыдущих стимулов, остаются
активными в течение последующего престимульного периода. Для подтверждения этого мы
сравнили престимульный период после обработки стимулов HA и LA и обнаружили увеличение
мощности β-диапазона в затылочно-теменной области коры головного мозга в первом случае.
Активация популяций нейронов перед обработкой стимула может быть связана с возникновением
престимульного шаблона [3, 4].

Согласно работе [23], шаблон стимула появляется как результат ожиданий. Если это так, то
для более быстрой реакции испытуемые ожидают стимул с высоким уровнем неоднозначности
(HA) после двух стимулов HA. Однако мы предъявляем стимулы случайным образом, и вероят-
ность увидеть стимул HA после двух кубиков HA невелика. Испытуемые с большей вероятностью
ожидают стимул LA после двух HA. Наконец, испытуемые должны определять ориентацию
куба Неккера (то есть левая/правая ориентация), но не уровень его неоднозначности (то есть
LA или HA). Поэтому ожидание и полученный шаблон должны включать в себя ориентацию
стимула. Учитывая вышесказанное, испытуемые должны быстрее реагировать на стимул с той же
ориентацией, что и предыдущий. Однако наши результаты показывают, что сходная ориентация
текущего и предыдущего визуального стимула не вызывает более быстрой реакции.

Согласно обзору [1], шаблоны стимулов появляются на разных уровнях иерархии сенсорной
обработки. Мы предполагаем, что ориентация стимула характеризует шаблон высокого уровня,
тогда как шаблон на более низких уровнях отражает морфологию стимула. Нейронная реакция во
время обработки стимула HA увеличивается по двум возможным причинам. Во-первых, стимул HA
имеет неопределенную ориентацию, поэтому для его определения необходимо задействовать более
крупные популяции нейронов на высоких уровнях иерархии обработки. Во-вторых, морфология
стимулов HA более сложна. Наряду с аналогичными характеристиками (внешние грани куба), куб
Неккера с высоким уровнем неоднозначности имеет более высокий контраст внутренних граней.
Таким образом, для обработки стимула HA необходимо получить больше сенсорных данных, что
приводит к более высокой активации нейронов на низких уровнях иерархии сенсорной обработки.
Поскольку ориентация предыдущего стимула не влияет на обработку головным мозгом текущего
визуального стимула, мы не рассматриваем шаблон высокого уровня. Наоборот, мы ориентируемся
на низкоуровневые шаблоны.

Мы провели сравнительный анализ активности головного мозга, связанной с обработкой
визуального стимула с высоким уровнем неоднозначности в двух случаях: предыдущим стиму-
лом являлся стимул с низким уровнем неоднозначности (LA) и предыдущим стимулом являлся
стимул с высоким уровнем неоднозначности (HA). Мы наблюдали более высокую мощность
в β- и θ-диапазонах в затылочной и теменной областях головного мозга в первом случае для
𝑡 < 0.15 с. Повышенная мощность θ-диапазона в теменной области свидетельствует о возросших
требованиях к обработке информации, приводящих к привлечению дополнительных когнитивных
ресурсов [24, 25]. Высокая мощность β-диапазона в затылочной и теменной областях характеризу-
ет задачи, связанные с эндогенными нисходящими процессами, включая обработку неоднозначных
визуальных стимулов [26]. В частности, в работе [27] бистабильные визуальные стимулы (ли-
цо — саксофон) были представлены испытуемым после изображений, которые были четкими
представлениями лица или саксофона. Аналогично нашим результатам, увеличение мощности
в β-диапазоне наблюдалось в затылочной и теменной областях при обработке неоднозначного
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стимула после однозначного. Авторы сообщили, что испытуемые в основном интерпретировали
неоднозначную картину как лицо. Мощность β-диапазона была выше, если неоднозначная фигура
следовала за саксофоном, а не за изображением лица. Поскольку однозначный стимул был частью
неоднозначного, предполагалось, что их морфология сходна. Таким образом, авторы предполо-
жили, что усиленный нейронный ответ был связан с процессами высокого уровня, связанными
с интерпретацией стимула в целом, а не с низкоуровневой обработкой отдельных признаков
стимула. Как уже говорилось выше, мы не рассматриваем влияние ориентации визуальных сти-
мулов. Поэтому из анализа были исключены более высокие стадии обработки, ответственные
за интерпретацию стимула в целом. Мы пришли к выводу, что более высокая мощность θ- и
β-диапазона может быть связана с обработкой признаков стимулов HA, которые не похожи на
стимулы LA (например, внутренние грани). Тот факт, что мы наблюдаем более высокую реакцию
для 𝑡 > 0.15 с после предъявления стимула, подтверждает это предположение. Действительно,
𝑡 < 0.15 с можно связать с низкими уровнями, на которых обрабатываются внешние контуры
куба Неккера. Эти особенности стимула сходны для кубов с низким и высоким уровнями неодно-
значности, и поэтому мы предполагаем сходную активность нейронов на этих уровнях обработки
для стимула LA и HA.

Был проведен сравнительный анализ активности головного мозга, связанной с обработкой
визуального стимула с низким уровнем неоднозначности в двух случаях: предыдущим стимулом
являлся стимул с низким уровнем неоднозначности (LA) и предыдущим стимулом являлся стимул
с высоким уровнем неоднозначности (HA). Аналогично, нейронная реакция в затылочной и
теменной областях головного мозга остается неизменной в течение 𝑡 < 0.15 с. Для 𝑡 > 0.15 с мы
наблюдаем увеличение мощности β-диапазона в теменной области для предыдущего стимула LA.
Это подтверждает наше предположение о том, что стимулы LA и HA обрабатываются аналогично
на более ранних стадиях, тогда как более высокие стадии обработки стимулов HA требуют допол-
нительных ресурсов. Неожиданным эффектом является более высокая мощность β- и θ-диапазона,
наблюдаемая для 𝑡 < 0.15 с для предыдущего стимула HA. Мощность θ-диапазона в медиальной
фронтальной области увеличивается, когда стимул LA следует за стимулом HA. Известно, что
фронтально-медиальная амплитуда ERP (Event-Related Potential) растет в ситуациях, требую-
щих большого когнитивного контроля. Недавний обзор [28] связывает фронтально-медиальную
амплитуду ERP с двумя компонентами когнитивного контроля — обнаружением несоответ-
ствия с перцептивным шаблоном и замедлением реакции. Наконец, в обзоре [29] показано, что
θ-мощность во фронтально-медиальной области увеличивается при выполнении задач в рамках
классических интерференционных парадигм. Мощность β-диапазона в правой лобной коре обыч-
но ассоциируется с нисходящим контролем реакции [30]. Эта когнитивная функция активируется
в задачах, требующих быстрого прекращения действия.

Отсутствие различий в затылочной и теменной коре на более ранних стадиях (𝑡 < 0.15 с) мо-
жет свидетельствовать о том, что мозг сформировал соответствующие шаблоны на низких уровнях
обработки независимо от неоднозначности предыдущего стимула. Это может быть результатом
сходной морфологии внешних граней кубов HA и LA. В то же время активация когнитивного
контроля может отражать значительное начальное несоответствие между шаблоном куба HA
и полученными сенсорными данными на более ранних стадиях обработки. Чтобы объяснить
это явление, мы предполагаем, что стимул HA обрабатывается на более высоких уровнях по
сравнению со стимулом LA. Таким образом, шаблон HA появляется на более высоких уровнях,
чем шаблон LA. Мозг сопоставляет поступающую сенсорную информацию с шаблоном стимулов
высокого уровня, чтобы минимизировать затраты на обработку. Сенсорные данные на низких
уровнях недостаточны, чтобы соответствовать этому шаблону, и мозг пытается построить шабло-
ны низкого уровня из шаблонов высокого уровня. Этот механизм проходит через взаимодействие
между нисходящими процессами, связанными с адаптацией шаблона, и восходящими процессами,

Куц А. К., Максименко В. А., Храмов А. Е.
Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1 69



связанными с выявлением ошибок сопоставления. Таким образом, когда стимул LA следует за
HA-стимулом, требуется нисходящий контроль для перевода шаблона HA высокого уровня на
низкие уровни обработки. Эта гипотеза совпадает с точкой зрения, предложенной в обзоре [1].
Авторы предположили, что более высокие уровни иерархии обработки извлекают особенности
стимулов высокого порядка и используют их для создания набора прогнозов, которые могут
быть быстро адаптированы. Они также предполагают, что эти прогнозы передаются на низкие
уровни обработки через прямые связи. Согласно этим предположениям, авторы связывают эти
прямые связи с нисходящими процессами, что позволяет передавать информацию между высоким
и низким уровнями и пропускать промежуточные уровни. Наши результаты показывают, что эти
нисходящие процессы включают в себя контроль конфликта и контроль реакции, реализуемые
через нейронную активность во фронтально-медиальной коре, передней поясной коре и правой
нижней лобной коре.

Заключение

В данной работе было проанализировано влияние неоднозначности предыдущего стимула
на обработку текущего. На поведенческом уровне было обнаружено, что испытуемые быстрее
реагируют на стимулы HA, следующие за стимулами HA. В то же время более быстрая реакция
на LA стимулы следует за LA стимулами. Анализ ЭЭГ показывает, что, когда стимул HA следует
за стимулом LA, нейронная активность в сенсорных (затылочно-теменных) областях ослабевает
на ранней стадии обработки, но усиливается на последних стадиях. Это свидетельствует об
иерархической организации обработки, где низкие уровни обрабатывают детали стимула, а
высокие уровни представляют его интерпретацию. Это также подтверждает тот факт, что на низких
уровнях обработка стимулов HA и LA сходна из-за схожей морфологии. Поэтому мозг использует
шаблон стимула LA на низких уровнях, чтобы уменьшить затраты на обработку деталей стимула
HA. Когда стимул LA следует за стимулом HA, ослабленная нейронная реакция в сенсорных
областях сопровождает высокую реакцию в лобной коре. А именно мы наблюдаем высокую
мощность θ-диапазона в медиальной лобной коре и высокую мощность β-диапазона в правой
лобной коре. Мы считаем, что это является электроэнцефалографическими маркерами нисходящих
процессов, связанных с обнаружением несоответствия между стимулом LA и шаблоном стимула
HA. Обнаруженные маркеры могут быть в дальнейшем использованы для создания интерфейсов
мозг–компьютер для анализа внимания и контроля ошибок оператора, выполняющего рутинные
операции, связанные с обработкой визуальной информации [31–34].
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Abstract. The ability to name trivial everyday objects is a key cognitive function that is tested after head injuries or brain
surgeries. Although quite a lot of long-standing knowledge on this topic has accumulated over the past few decades and
many theoretical models have been created, the underlying neural substrate and brain functioning are still not fully aligned.
As far as we know, there have been no studies on this topic using magnetoencephalography (MEG), which allows recording
electrophysiological activity with a high temporal resolution. Therefore, to study the underlying spatio-temporal brain
activations during the sensory and semantic processing of object naming, we conducted MEG experiments with 15 subjects
grouped into three equal-sized groups with different types of language training and skills. Using boundary element methods
for modelling cortical surfaces and dynamic statistical parametric mapping to solve the inverse problem, we reconstructed the
cortical source activity from the recorded MEG data. The reconstructed cortical maps showed a homogeneous brain response
in all three groups at the sensory processing stage, while the responses between the three groups at the semantic processing
stage were different. In addition, average time courses were constructed for key brain regions such as the lateral occipital
cortex (LO), fusiform gyrus (FG), Broca’s area (BA), and Wernicke’s area (WA). The obtained results assume unimodal forms
for LO and WA time series, and bimodal forms for FG and BA. The only LO curve peak and the first FG peak resided in
the time interval for the sensory processing stage, whereas, the only WA peak, the second FG peak and the second BA peak
resided in the semantic processing stage. The first BA peak was located at the boundary separating the two stages. In addition
to segregating regions involved in sensory and semantic processing, this study confirmed the involvement of FG in object
naming (for the first time using MEG) that is at risk of resection during mesial temporal lobe epilepsy interventions. However,
the results from this work are preliminary due to the limited sample size, and future research with a larger cohort of subjects
are needed to verify/strengthen the findings of this study.
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Аннотация. Цель работы — исследовать пространственно-временную активность мозга, вызываемую сенсорными и
семантическими процессами во время именования объектов. Для этого были проведены эксперименты по магнитоэн-
цефалографии (МЭГ) с пятнадцатью субъектами, которые были поделены на три равные по размеру группы с разными
типами языковой подготовки и навыков. Методы и результаты. Анализ записанных МЭГ-данных с применением
метода граничных элементов для моделирования корковых поверхностей, а также использование динамического
статистического параметрического отображения для решения обратной задачи, позволили реконструировать активность
кортикального источника. Восстановленные корковые карты показали однородный ответ мозга во всех трех группах на
стадии сенсорной обработки, в то время как ответы между тремя группами на стадии семантической обработки были
разными. Кроме того, были построены средние временные курсы для ключевых областей мозга, таких как латеральная
затылочная кора (LO), веретенообразная извилина (FG), область Брока (BA) и область Вернике (WA). Полученные
результаты принимают унимодальные формы для временных рядов LO и WA и бимодальные формы для FG и BA.
Единственный пик кривой LO и первый пик FG находятся во временном интервале стадии сенсорной обработки,
тогда как единственный пик WA, второй пик FG и второй пик BA — на стадии семантической обработки. Первый
пик BА расположен на границе, разделяющей две стадии. В дополнение к разделению областей, участвующих в
сенсорной и семантической обработке, наше исследование подтвердило участие FG в именовании объектов (впервые
с использованием МЭГ), которые подвержены риску резекции во время вмешательств при мезиальной височной
эпилепсии. Заключение. Способность называть тривиальные повседневные предметы является ключевой когнитивной
функцией, которая тестируется после травм головы или операций на головном мозге. Получено новое понимание меха-
низмов скрытого наименования картинок и их нейронального субстрата. Результаты работы подчеркивают важность
веретенообразной извилины, которая подвержена риску резекции при мезиальной височной эпилепсии. Однако полный
механизм этапа семантической обработки является более сложным и требует доработки. По-видимому, существуют
двунаправленные связи между трехфокальной сетью, образованной веретенообразной извилиной, областью Брока и
областью Вернике, и их причинно-следственные связи необходимо исследовать в будущем, как и связи этой сети с
внутрипариетальной бороздой. Следует также разработать надежный метод определения пиков вызванных откликов.

Ключевые слова: магнитоэнцефалография (МЭГ), наименование изображений, распознавание объектов, когнитивная
нейробиология, визуальное восприятие.
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Introduction

Accessing semantic memory can be defined as recollecting the meaning of a noun, generalisable
to any context [1,2]. Numerous neuropsychological studies support the role of ventral temporal cortex in
semantic memory [3, 4], including ones based on electrical cortical stimulation [5, 6], positron emission
tomography (PET) [7–11], magnetoencephalography (MEG) [12] and intracranial event-related potential
(ERP) [13,14]. These studies span the entire ventral temporal cortex, from the temporal pole and through
the fusiform gyrus (FG). It is noteworthy that in a number of reviews, these brain areas are completely
ignored, and the semantic function is assigned exclusively to the lateral temporal regions [15–18].
However, a recent study by Forseth et al. [19] convincingly argues that semantic memory is located in
the FG, which previously has also been referred to as the basal temporal language area [5, 6].

A popular paradigm for studying semantic memory is picture-naming, which includes an auditory
or visual description of an object, followed by the naming of that object by the participant [19, 20].
The naming can either be overt when the subject speaks the name out loud, or it can be covert, which
means that the subject mentally rehearses saying the name but does not actually say it.

Cognition in the picture-naming task can be divided into three stages, gradually progressing with a
clear functional specialization [21]: (1) sensory processing, (2) semantic processing, and (3) articulation.
These stages were distinguished in a recent electrocorticography (ECoG) study using spatiotemporal
broadband gamma activity (BGA) patterns [19]. The researchers found that the place and timing of
sensory processing depends on the sensory modality used to describe the object to be named. In the
case of visual picture-naming, it was localized in the lateral occipital (LO) cortex. Activation spreads
forward along two hierarchical visual processing streams from the early visual cortex [22,23]: (I) Ventral
stream — caudal to rostral FG and (II) Dorsal stream — occipital pole to the intraparietal sulcus (IPS).

After the sensory processing stage, both auditory and visual naming experiments demonstrate
concurrent activity in FG, IPS, inferior frontal gyrus (IFG), and supplementary motor area (SMA) in
contrast to the presentation of nonsensical stimuli [19]. The activity in the SMA is accompanied by
sensorimotor activations corresponding to the articulation unlike other three regions that precede any
such sensorimotor activity. Therefore, the neural substrate of semantic processing can be reduced to a
three-locus brain network comprising of FG, IPS and IFG.

It is generally accepted that IFG is involved in semantic selection and phonological processing
[24–26] segregated along an anterior-posterior axis [27, 28]. The anterior pars triangularis (Brodmann
region 45) performs top-down control of the semantic network, possibly with feed-forward and feedback
information encoded in distinct frequency bands [29,30]. At the same time, the posterior pars opercularis
(Brodmann area 44) controls the language production aspects. These two areas together form the Broca’s
area (BA), widely recognised as a critical component for speech production [31, 32]. Although the exact
nature of speech production is not yet known, there is some evidence that BA coordinates the activity
of the cerebral cortex to convert information into motor codes of the cortex to produce words [33].
In fact, BA acts as an interface between the lexical-semantic and articulatory networks. Direct cortical
stimulation of this area results in a modality-independent naming deficit, i.e. inability to the name the
object described either visually or auditorily [19].

It should be noted that FG and IPS are critical for semantic encoding. The study by Forseth
et al. [19] showed lesser overlap of the heteromodal semantic network in IPS than in FG, probably
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because the task was focused on common object-naming rather than action-naming, which can involve
more parietal regions [34–36]. Whereas, direct cortical stimulation of the FG leads to speech arrest [6].
Atrophy and hypometabolism in the anterior FG has also been documented in patients with semantic
dementia [37, 38].

Another brain region relevant here is the Wernicke’s area that has been designated diverse roles
in different language studies. In particular, it has been considered a secondary region engaged with IFG
in semantic control [28,39], a central site for semantic representation [18], or a lexical interface [26].
In the recent review of the area by Binder [40], he discussed the variability in its localisation across
subjects and studies, and generalised its location to Brodmann areas 22 (posterior superior temporal
gyrus or pSTG) and 40 (supramarginal gyrus) that surround the left posterior sylvian fissure. However,
the functional definition of the area can lead to its localisation virtually anywhere in the temporal cortex.
For instance, it was localised to the posterior middle temporal gyrus (pMTG) in the work of Forseth et
al. [19]. Therefore, for the purposes of our research that closely matches the study of Forseth et al. [19],
we will use Brodmann area 22 which is adjacent to the pMTG as the Wernicke’s area.

As mentioned above, the involvement of the ventral temporal lobe is disputed, and further
investigation is needed to confirm and characterize its role. This region is especially at risk during
surgical resections for mesial temporal lobe epilepsy [19]. Curiously, minimally invasive approaches such
as laser interstitial thermal ablation, which generally spare the FG, show a reduction in post-operational
deficits such as object naming, further highlighting the role of FG in semantic processing [41, 42].
Further, the individual roles of each of the studied areas and their coordinated activity are not completely
understood and require further investigation. Therefore, the goal of this study is to reveal the spatio-
temporal activation patterns from the lenses of MEG in performing the covert picture-naming of common
objects and thus, to understand the likely roles of the involved language processing areas such as IFG
(Broca’s area), FG, pSTG (Wernicke’s area), and LO. In the process, we also validate the involvement
of ventral temporal regions such as FG.

In order to segregate the stages of sensory processing and semantic processing, we designed the
experiment in a foreign language with subjects divided in different groups of equal sizes based on their
language proficiencies and mode of language schooling. We expected sensory processing stage to be
homogeneous among the three groups and the semantic processing stage to be heterogeneous.

1. Materials and methods

Our study involved fifteen children who speak English as a second language. All participants
were right-handed with no history of neurological or cognitive impairment. Right-handedness or left-
hemispheric language dominance was validated using Edinburgh Handedness Inventory [43]. Their
English proficiency scores were tested using the Oxford Quick Placement Test which can have a
maximum score of 60.

The participants were divided into three group (𝑁 = 5 subjects in each group) based on their
mode of language schooling. Group-1 is formed by children who were taught English as a Foreign
Language (EFL) for at least 5 hours/week. These students have the lowest proficiencies, but not so
low as to lose comparability (score 41.00± 2.07). Group-2 includes children belonging to Content and
Language Integrated Learning (CLIL) system with intermediate levels of English proficiency (score
46.40 ± 2.59). Essentially, CLIL involves teaching certain subjects such as natural sciences, social
sciences, and arts and crafts in a foreign language such as English. These students receive a weekly
English training of at least 11 hours/week including EFL and the other aforementioned subjects. Finally,
Group-3 is formed by highly-proficient children (score 55.00 ± 1.46) that belong to the immersion
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teaching program [44] taught in two British schools of Madrid, Spain. Herein, all courses are taught
in English, except social studies and Spanish language, for at least 25 hours/week. No significant
differences in non-verbal intelligence were found between the groups as per the Raven’s SPM 60-item
test. One of the subjects from Group-3 (Subject-7) was later excluded from analysis due to highly
noisy data.

All participants resided in Madrid, Spain. The mean ages of children in Groups-1 and 2 were 11.4
years and was 12.0 years in Group-3. The age difference is due to the heterogeneous classification of
grades in different schools, i.e., the 5th grade of one school is equivalent to the 6th grade of another
school. The gender distribution in each group was roughly balanced (3, 2, and 3 females out of 5 subjects
in Groups-1, 2, and 3, respectively).

The experiments were carried out between 2015 and 2018, and approved by the local Ethics
Committee. Written informed consents were obtained from the parents of all children who voluntarily
participated in this study. All analyses were carried out using MNE-Python 0.22.0 [45], except for the
statistical analysis which was carried out in MATLAB R2019a.

1.1. Stimuli and task. During the data acquisition, the participants completed a covert visual
picture-naming task to avoid muscle contamination artifacts. The task consisted of 120 trials divided
into two blocks of 60 images each, presented in a pseudo-random order in which the participants were
asked to mentally rehearse naming the object shown in a picture, e.g., “bat” or “tree”. The stimulus
images were presented for 3000 ms, followed by a blank screen for a variable duration of 1700–2300 ms.
Therefore, each trial lasted for approximately 5 seconds and the total experiment duration was close to
12 minutes. The stimuli were selected from a set of pre-normalised description naming cues, MultiPic
databank (https://www.bcbl.eu/databases/multipic), and presented using Psychopy software [46].

1.2. MEG recording and preprocessing. Brain activity was recorded with the Elekta Neuromag®
(Elekta AB, Stockholm, Sweden) magnetoencaphalography (MEG) whole-head scanner (102 magneto-
meters and 204 planar gradiometers) inside a magnetically shielded room (VacuumSchmelze GmbH,
Hanau, Germany) at the Center for Biomedical Technology, Universidad Politécnica de Madrid, Spain.
The participants sat comfortably 135 cm from a translucent screen onto which the stimuli were projected.
Their legs were extended, and their hands were either on their knees or on an armrest in front of them.
Digital models of the head shape of each subject were determined prior to the MEG recording using
a digitizer (3D Space Fast-Track, Polhemus, Colchester, VT, USA) that were co-registered with three
anatomical reference points (nasion, left and right preauricular). Channels with poor signal quality were
manually removed from consideration after visual inspection for artifacts, and a temporal Signal-Space
Separation (tSSS) filter was applied for artifact removal using MaxFilter software (v2.2). The length of
raw data buffer was changed from the default value of 4 to 10 seconds for more efficient suppression of
internal interference, while the subspace correlation limit was set as 0.98. The signals from the removed
noisy channels were replaced with the weighted average signals of the neighbouring channels depending
on their respective distances. The head position relative to the MEG scanner was continuously monitored
using four head position indicator (HPI) coils placed around the head.

Vertical electrooculogram and electrocardiogram activity were also recorded using dedicated
channels for subsequent correction of artifacts from eye blinking and cardiac activity. The sampling rate
was 1000 Hz, and an online anti-aliasing bandpass filter was implemented in the range 0.1–330 Hz. The
recorded data were converted and stored in the Brain Imaging Data Structure (BIDS) format [47].

While analysing the raw data, we identified the time instants of stimulus presentation from the
events log generated using a parallel port channel connecting the stimulus presenting computer to the
MEG recording computer. Due to an inherent 56-ms average delay of the graphic card, the actual
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stimulus appeared on the screen after this specified delay for logged events. Therefore, we adjusted this
delay in all subsequent analysis.

Due to technical errors, it was impossible to record electrocardiographic (ECG) activity of
Subjects 7–15. In addition, both ECG and electrooculography (EOG) were not recorded for Subject 5.
As a result, we applied subspace-projection (SSP) correction only for eye blinks in all subjects except
Subject 5 for whom no artefact removal was performed. After artifact removal, the raw data were
processed using a 1–20 Hz bandpass filter with zero-lag finite impulse response (FIR) and Hamming
windowing.

𝑁 = 120 trials (−500 to 1000 ms) corresponding to the total number of presented images were
generated for each subject. Then, the baseline was adjusted using data from −500 ms to 0 ms in
each trial. Due to technical problems, the total number of trials were less than 120 for some subjects.
The number of images shown to each subject are presented in Table 1.

Table 1. Total number of pictures shown

Subject 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Group 2 3 1 1 1 2 3 3 3 2 2 3 1 1 2

Pictures 120 120 120 120 120 120 111 98 82 89 85 87 87 89 83

The time series of 𝑁 trials were time locked to the image presentation moment and they were
averaged for each subject to produce event-related fields (ERF).

1.3. Source reconstruction. The standard default anatomy from FreeSurfer [48] was warped to
match the digitized head points recorded with the Polhemus Fastrak device. The surface-based source
space was tuned using recursively subdivided octahedron spacing, and then a geometric brain model was
created using the boundary element method (BEM). The surface was downsampled to 5120 points, and
a single layer model with a conductivity of 0.33 S/m was used. Finally, the BEM solution was created
using a linear collocation approach. Using the BEM model and source space, a direct solution was
generated, which was essentially a transformation of the source space activity to the recorded channel
space activity based on the head geometry and conductivity, also known as forward model. The source
orientations were based on the brain surface. Additionally, the elements of the forward model matrix
were scaled using predetermined factors to account for the differences in magnetometer and gradiometer
recordings of the same cortical activity.

To compute the inverse solution, we needed, in addition to the forward model, a noise covariance
matrix, which was obtained by calculating the sample coherence from the baseline period of each
epoch, i.e., from −500 to 0 ms. Thus, noise covariance matrix was calculated from individual epochs
without averaging. The inverse operator was then assembled with a strong emphasis on radial activity.
The source variances of tangential dipole components were weighted by a factor of 0.2 to ensure the
indicated emphasis to radial activity. Additionally, since deeper brain sources have significantly less
influence on recorded data than cortical activity that is closer to the surface, the forward model was
normalised using exponential depth-weighting with an exponent of 0.8.

The inverse problem is an ill-posed problem in that it has infinite solutions as the degrees of
freedom (number of modelled brain sources) far exceed the number of constraints (number of channels).
Thus, the excessive degrees of freedom are handled using regularisers based on some assumed priors
regarding the solution. Three widely popular approaches to solve the inverse problem respectively aim
for solutions with minimum norm, minimum variance, or fitting a small number of equivalent current
dipoles in the brain. Here, we used the dynamic statistical parametric mapping (dSPM) technique [49]
which is a minimum variance method with the regularisation parameter set to the default value of
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(1/3)2 = 0.111. At each source location, the source activity was estimated as the vector norm of all
tangential and radial source activities.

Thus, we obtained an inverse solution showing the estimated average brain source activity
underlying the recorded MEG data upon stimuli presentation. The activity of cerebral cortex could then
be observed in an interactive figure, showing different images at different times.

1.4. Evoked responses in regions of interest. From the ERFs in the channel space, we estimated
the evoked response in the source space using the inverse operator and smoothened the time courses
using the Savitzky–Golay filter with 251-ms window size and polynomial order 3 as in the work done
by Forseth et al. [19].

To find a representative time course of the brain sources located in regions such as LO, FG, BA
and WA, we used the first right singular vectors after applying singular value decomposition to all the
time courses in the regions of interest. These signals were then scaled to match the average per-vertex
power in the corresponding region of interest. First, the dominant source orientations in each region
were determined, and then a sign flip was applied to all sources, the directions of whom were opposite
to the dominant one.

In addition, we averaged the ERF for subjects belonging to the three groups, and a global average
ERF for all subjects was also calculated. A weighted average was used considering the total number of
trials for each subject according to Table 1 in order to account for the inter-subject variability in total
number of trials. We used Desikan–Killany atlas to mark the LO and the FG, and Brodmann atlas to
mark the BA and the WA.

1.4.1. Statistical analysis. The most prominent local peaks in the evoked responses were
evaluated after setting a minimum prominence level of 5% peak-to-peak amplitude for a peak to be
identified. The average amplitudes and latencies of these peaks were then independently studied. The
number of samples in each group were 5 except in Group-3 which had 4 samples after dropping
Subject-7. The significance level α was kept to be 0.05. The differences between the average peak
amplitudes and latencies of all the groups in pairs of two were checked for statistical significance via a
post-hoc power analysis. The standard deviation was estimated using the pooled standard deviation (σ𝑝)
approach over any two groups, Group-𝑖 and Group-𝑗, such that

σ𝑝 =

√︃
(𝑛𝑖 − 1)σ2𝑖 + (𝑛𝑗 − 1)σ2𝑗

𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 − 2
.

The sample size was kept to be 5 for comparisons between Group-1 and 2, whereas it was
conservatively kept as 4 in the other two cases involving Group-3.

2. Results

2.1. Cortical activation maps. Cortical activation maps obtained from source localisation were
time-averaged in the intervals: 0–250 and 250–750 ms post-stimulus onset to capture the prominently
active regions in the sensory and semantic processing stages, respectively. The respective average
cortical maps for all the three groups are shown in Figs. 1, 2, and 3.

During the first 250 ms or the sensory processing stage, the cortical maps are similar for all
three groups; visual inspection shows activations in lateral occipital cortex (LO), intraparietal sulcus
(IPS), fusiform gyrus (FG), precuneus, and lingual gyrus. Over the next period from 250–750 ms or the
semantic processing stage, the activation maps intensify and spread forward. All groups show activations
in LO, Wernicke’s area (WA), Broca’s area (BA), FG, IPS, superior temporal sulcus (STS), hippocampal
gyrus, and precuneus. Simple eyeballing suggests that in contrast to Group-2, BA is more strongly
activated in Group-1, while in Group-3 the activity is partial.
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Fig. 1. dSPM cortical maps for Group-1 averaged over 0–250 ms (LEFT) and 250–750 ms (RIGHT) (color online)

Fig. 2. dSPM cortical maps for Group-2 averaged over 0–250 ms (LEFT) and 250–750 ms (RIGHT) (color online)

Fig. 3. dSPM cortical maps for Group-3 averaged over 0–250 ms (LEFT) and 250–750 ms (RIGHT) (color online)
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Fig. 4. dSPM cortical maps for all subjects averaged over 0–250 ms (LEFT) and 250–750 ms (RIGHT) (color online)

The cortical maps of the two stages averaged over all participants are shown in Fig. 4. An
interesting observation is that activity from the early visual cortex is seen spreading forward ventrally
from caudal to rostral FG, and dorsally from the occipital pole to the IPS, as was expected from the
discussion in Introduction. Additionally, we also see a migration of activity from the cuneus and lingual
gyrus towards the anterior cingulate and hippocampal gyrus.

2.2. Average source time-courses in regions of interest. We then estimated the intra-group
average of the source time-courses corresponding to the four regions of interest. The evoked responses in
LO, BA, WA, and FG for Groups 1, 2, and 3 are shown in Figs. 5, a, b and c, respectively. The vertical
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Fig. 5. Evoked response in regions of interest for (a) Group-1,
(b) Group-2, and (c) Group-3. The vertical and horizontal
error bars represent the standard deviations of the peak
amplitudes and latencies among the considered group of
subjects. The location of the error bars correspond to the
mean peak amplitudes and latencies (color online)
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and horizontal error bar magnitudes are double the standard deviations of the peak amplitudes and
latencies, respectively. Each error bar is located at the coordinates corresponding to the mean amplitude
and latency of the most prominent peak of the evoked response curve it corresponds to.

2.2.1. Power analysis of region-wise peak latencies. A common feature for all three groups is
that the LO and FG are activated first, followed by WA and BA. Particularly, the region-wise mean
latencies in all three groups are as shown in Table 2. However, this promptness of LO wasn’t found
to be statistically significant in most subjects. As shown in Table 3, only Group-2 showed significant
promptness of LO in comparison to the other 3 brain areas. Further, we note from both Fig. 5 (eyeballing)
and Table 3 (power analysis) that the responses from the four regions were most distinctive in Group-2,
followed by Group-3 and then by Group-1. Due to high inter-subject variability and lack of a sharp
unimodal LO response in individual subjects, the prominent LO peak is not correctly identified and
hence, the LO promptness is not statistically significant.

Table 2. Region-wise mean latencies (ms)

ROI LO WA BA FG
Group-1 276 320 347 332
Group-2 187 345 470 326
Group-3 334 391 401 241

All subjects 261 348 405 305

Table 3. Power analysis of region-wise mean latency differences. Percentage power
denoting statistical significance of differences in mean latencies of each region

Group-1

% LO WA BA FG
LO − 14.02 48.24 37.41
WA − − 9.79 6.92
BA − − − 9.50
FG − − − −

Group-2

% LO WA BA FG
LO − 86.92 100.00 90.86
WA − − 63.21 8.62
BA − − − 84.72
FG − − − −

Group-3

% LO WA BA FG
LO − 13.24 14.83 22.65
WA − − 6.20 51.86
BA − − − 52.61
FG − − − −

One can see that the delay in WA and BA peaks was most pronounced, although insignificantly, in
Group-2 (𝑃 = 63.21%) as opposed to the delays in Group-1 (𝑃 = 9.79%) and Group 3 (𝑃 = 6.20%).
In both Group-1 and 2, we see that BA has a bimodal response and the second peak is consistently
identified as the prominent peak, whereas WA seemingly has a unimodal response and the prominent
peak is identified in the vicinity of its peak. On the other hand, the definition of the peaks is less
clearer in Group-3. Although, manual inspection of Fig. 5 suggests that the WA and BA responses of
Group-3 have drifted to the right in comparison to Group-2, the prominent peaks still remain in the
centre. Thus, even though we observe WA and BA responses to be occurring later than the first FG peak
in Group-3, the differences were not significant (WA: 𝑃 = 51.86%; BA: 𝑃 = 52.61%). Whereas in
Group-2, significant promptness of FG was only observed versus BA (𝑃 = 84.72%). All three groups
showed bimodal FG responses. It is interesting to see that the identified prominent peaks are different in
the three groups. In Group-1, the second FG peak has a higher amplitude more commonly and therefore,
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the identified prominent peak is the second FG peak which belongs to the semantic processing stage.
Whereas in Group-3, the amplitudes of the first peak are generally higher and therefore, the first peak is
identified as the prominent peak which belongs to the sensory processing stage. Since the amplitudes
of the two FG peaks are much closer in Group-2, the prominent peak is localised somewhere in the
middle of the two peaks. Nonetheless, we still see significant delay between the BA response and the
intermediate FG peak in Group-2 (𝑃 = 84.72%). Group-1 showed no such significant delay between
the FG response, and the WA (𝑃 = 6.92%) and the BA (𝑃 = 9.50%) response as the second FG peak
is supposed to concur WA and BA peaks during the semantic processing stage.

2.2.2. Power analysis of region-wise peak amplitudes. The region-wise mean amplitudes of
the most prominent peaks in each group are tabulated in Table 4. Their differences too were inspected
for statistical significance and the results of the corresponding power analysis are shown in Table 5.
The amplitudes were more distinguishable in Group-1 and 2 than in Group-3. The LO responses were
generally the highest except in Group-1 where the BA response was insignificantly higher (𝑃 = 22.35%).
In both Group-1 and 2, the FG response was the lowest and there was significant difference between the
FG and the LO peaks for both (Group-1: 𝑃 = 83.51%; Group-2: 𝑃 = 93.02%). Taking FG as a datum
in both, we notice some interesting behaviour in the two groups. In Group-1, BA response was higher
than the lowest response among all regions, i.e. the FG response, although the difference in amplitudes
was not significant (𝑃 = 60.31%). On the other hand, in the same group, the WA response was even
closer to the FG response leading to an even more insignificant difference (𝑃 = 19.46%). Whereas in
Group-2, we see such an amplified-but-insignificantly-higher response for WA (𝑃 = 51.27%) which is
greater than the BA response (𝑃 = 7.49%). In fact, the BA response in Group-2 is that low so as to be
significantly lower than the highest region-wise response, i.e., the LO response (𝑃 = 82.50%). This
trend of downplayed BA response was also seen in Group-3, although insignificantly (𝑃 = 27.49%).

Table 4. Region-wise mean peak amplitudes (dSPM)

ROI LO WA BA FG
Group-1 3.6386 3.1479 4.2803 2.8939
Group-2 4.2751 3.9990 3.4174 3.3312
Group-3 3.5382 3.0951 3.2109 3.2990
All subjects 3.8340 3.4314 3.6868 3.1573

Table 5. Power analysis of region-wise mean peak amplitude differences.
Percentage power denoting statistical significance of differences in mean

peak amplitudes of each region

Group-1

% LO WA BA FG
LO − 40.93 22.35 83.51
WA − − 44.49 19.46
BA − − − 60.31
FG − − − −

Group-2

% LO WA BA FG
LO − 25.23 82.50 93.02
WA − − 39.64 51.27
BA − − − 7.49
FG − − − −

Group-3

% LO WA BA FG
LO − 26.81 27.49 13.34
WA − − 8.78 10.60
BA − − − 7.56
FG − − − −
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Fig. 6. Evoked response in regions of interest for all
subjects (color online)

Figure 6 shows the evoked responses in
the regions of interest averaged over all subjects.
For LO and WA, there are single distinguishable
peaks. Whereas for BA and FG, there are two
peaks. Even though the prominent LO peak is
placed slightly to the right of the peak in the
LO curve, the latency analysis showed that the
LO response was earlier than the second peak of
the BA response (𝑃 = 99.69%). Whereas, the
difference between the latencies of the LO peak
and the WA peak was high but not significant
(𝑃 = 73.86%). The prominent FG peak was
localised in the middle of the two FG peaks
was not significantly far in time from either
the LO peak (𝑃 = 40.66%) or the WA peak
(𝑃 = 31.59%). However, the intermediate FG prominent peak was still much earlier than the second
BA peak (𝑃 = 93.92%).

In sum, we saw the only LO peak concurring with the first FG peak roughly near 200 ms (sensory
processing stage), wherein the LO peak was higher than the FG peak. This was followed by two BA
peaks, the second FG peak and the only WA peak. The second peaks of FG and BA, and the WA peak
concurred roughly near 350 ms (semantic processing stage) with insignificant delays between them.
Although, lacking statistical backing, the followed order of peaks was: 1) WA peak, 2) second FG peak,
and 3) second BA peak. The prominent peak in BA was never the first BA peak in any group and hence,
it was never selected by our peak characterising algorithm. Therefore, it is difficult to comment whether
the first BA peak fell in the sensory or semantic processing stage. All notable activity in all regions
of interest lasted roughly between 0–750 ms. BA response was unusually high in Group-1 and WA
response was unusually high in Group-2.

Table 6. Region-wise power analysis of mean differences of latencies and peak
amplitudes over all subjects

Peak latencies

% LO WA BA FG
LO − 73.86 99.69 40.66
WA − − 44.21 31.59
BA − − − 93.92
FG − − − −

Peak amplitudes

% LO WA BA FG
LO − 67.05 13.52 98.99
WA − − 21.65 37.12
BA − − − 58.99
FG − − − −

2.3. Average source time-courses in subject groups. Figure 7 shows the evoked responses of
each region of interest separately averaged over all subjects of a selected group.

2.3.1. Power analysis of group-wise peak latencies and amplitudes in LO. In Fig. 7, a we
notice that all three groups exhibit nearly unimodal LO activity. In particular, the average latencies for
Group-1, 2 and 3 were 276, 187 and 334 ms, respectively. The LO response in Group-2 was significantly
earlier than in Group-1 (𝑃 = 89.67%), whereas this difference did not reach significance in case of
Group-3 (𝑃 = 55.36%). However, it is easier to notice the failure of the prominent peak identification
again. The identified prominent LO peaks are shifted to the right in both Group-1 and 3 and correctly
positioned only in Group-2. One may notice from simple eyeballing that the first LO peaks in both
Group-1 and 3 are actually concurring with the correctly identified LO peak of Group-2. Moreover,
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Fig. 7. Evoked response in regions of interest for all three groups of subjects (color online)

Group-2 displayed a relatively higher LO peak than Group-1 (𝑃 = 86.92%) and 3 (𝑃 = 89.11%).
The mean amplitude of the LO response in Group-2 is very high because the response is well defined
and aligned which is evident from the narrow error bars in comparison to Group-1 and 3.

2.3.2. Power analysis of group-wise peak latencies and amplitudes in WA. Further, we
see higher-but-insignificant activation of WA (Fig. 7, b) in Group-2 than in Group-1 (𝑃 = 70.12%)
and Group-3 (𝑃 = 57.86%). Therefore, we again see an amplified WA response in Group-2. All
groups presented a unimodal waveform. All three groups had very similar mean latencies. Particularly,
Group-1, 2 and 3 had mean latencies of 320, 345 and 391 ms, respectively. The largest possible power
of difference in mean latencies among the three groups was between Group-1 and Group-3 and it was
found insignificant (𝑃 = 16.17%).

2.3.3. Power analysis of group-wise peak latencies and amplitudes in BA. From Fig. 7, c,
one can see that at least Group-1 and 2 show two prominent BA peaks. The first peak occurs at the
border of the sensory and semantic processing stage, while the second peak certainly appears in the
semantic processing stage, i.e., between 250–750 ms. The prominent peak latencies were again compared
for the three groups in BA and we found that the second BA peak in Group-1 was quite earlier than
in Group-2 (𝑃 = 89.66%). Group-3 response lacked a clear prominent peak and had an intermediate
mean latency of 388 ms which did not differ significantly from both Group-1 (𝑃 = 17.07%) and 2
(𝑃 = 23.35%). The Group-3 response was plateau-like and receded the last.
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2.3.4. Power analysis of group-wise peak latencies and amplitudes in FG. The evoked
response in FG (Fig. 7, d) has two prominent peaks in all three groups. As noted earlier, the second peak
is more prominent in Group-1, whereas the first peak is more prominent in Group-3. The highest peaks
of all three groups had similar amplitudes with a maximum difference between Group-1 and Group-2
having 𝑃 = 36.36%. From Fig. 7, d, one can see that the difference lies in both the first and the second
FG peaks of Group-1 and 2 when taken together. Instead, the prominent peak analysis only allows us to
compare the second FG peak of Group-1 with the first FG peak of Group-3. Both FG peaks of Group-2
had similar amplitudes that did not differ much from the highest peaks in Group-1 and 3, as noted.

Table 7. Power analysis of group-wise mean latency differences. Percentage power denoting
statistical significance of differences in mean latencies of each group

LO

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 89.67 16.22
Group-2 − − 55.36
Group-3 − − −

WA

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 8.69 16.17
Group-2 − − 12.62
Group-3 − − −

BA

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 86.60 17.07
Group-2 − − 23.35
Group-3 − − −

FG

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 6.45 39.16
Group-2 − − 28.66
Group-3 − − −

Table 8. Power analysis of group-wise mean peak amplitude differences. Percentage power
denoting statistical significance of differences in mean peak amplitudes of each group

LO

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 86.92 8.78
Group-2 − − 89.11
Group-3 − − −

WA

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 70.12 6.28
Group-2 − − 57.86
Group-3 − − −

BA

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 30.24 32.05
Group-2 − − 12.07
Group-3 − − −

FG

% Group-1 Group-2 Group-3
Group-1 − 36.36 24.79
Group-2 − − 5.71
Group-3 − − −

3. Discussion

ERF underlying covert naming of common objects presented in visual images were estimated for
three groups of subjects with different kinds of language schooling. The observed activity demonstrated
a serial response separated into different stages with distinguishable spatiotemporal activation patterns
and cognitive functions [21]. The first stage of sensory processing (0–250 ms post-stimulus onset)
occurred homogeneously over all groups in the same regions such as LO and FG and showed a similar
temporal activation in those regions. Our results are consistent with those of the heteromodal study
by Forseth et al. [19] in the 0–250 ms interval which also motivated the choice of the particular time
window to study sensory processing stage in our study.
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The brain region extending anteriorly and ventrally from the lateral occipital cortex to the posterior
temporal cortex responds strongly to visual stimuli containing objects that can be better identified than
to fuzzy shapes [50–54]. Studies based on event-related potentials on these regions of cerebral cortex
showed greater activation when observing identifiable objects compared to scrambled images [55–58].
The activated areas include parts of the LO, the ventral occipito-temporal area, the posterior and mid
FG, and the occipito-temporal sulcus and are collectively referred to as the lateral occipital complex
in an extensive review of functional magnetic resonance imaging (fMRI) research demonstrating the
leading role of this substrate in object recognition [20].

Therefore, we expect LO and FG to be equally active for all the three groups of subjects,
regardless of their language proficiency, at least at the moment corresponding to object recognition. At
later stages, corresponding to the object naming, we can see inconsistency between the groups.

The subsequently investigated response was in the range 250–750 ms after the stimulus first
appeared that corresponded to the semantic processing stage. As noted earlier, salient evoked responses
in all groups and regions of interest were only seen until 750 ms. Thus, we chose the leftover time
window after sensory processing stage to represent the semantic processing stage. Widespread activity
was observed in regions such as LO, BA (IFG), WA (pSTG), and FG. We found amplified response
of WA in Group-2 as compared to the other groups (Fig. 7, b), although it failed to reach acceptable
statistical power of 80%. Whereas in Group-1, BA response instead was unusually amplified (Fig. 1).
Thus, the stage of semantic processing was different for all three groups, since they differed in their
language training and proficiencies. We infer that the techniques employed by the brains of these
differently abled subjects were unique and depended upon their schooling. Other areas of noteworthy
cognitive activity were IPS, STS, precuneus, lingual and hippocampal gyrus.

It would be helpful to compare our results with the work by Forseth et al. [19], but unfortunately,
they did not define the semantic processing stage using the time axis corresponding to stimulus onset.
Instead, they defined the semantic processing stage ranging from −2000 to −1000 ms to articulation
onset. Since our experiments used covert naming instead of overt naming, we do not have the time
markers of articulation onset. In other words, a disadvantage of using the covert naming paradigm was
that we did not see a clearer definition of the state of "silent"articulation that would underlie the mental
speech of the selected word. Since there were virtually no words, we did not observe any activity in the
sensorimotor cortex or the SMA. Nevertheless, we did observe the cortical activations migrating from
the early visual cortex along the ventral and dorsal hierarchical streams [22,23] between the sensory
and semantic processing stages.

We then examined the temporal response of LO, FG, BA and WA in all three groups of subjects
(Fig. 5) and the global average across all subjects (Fig. 6). From the global average, we can see that
at the stage of sensory processing (0-250 ms), activation in the visual cortex should be expected,
corresponding to object recognition. The LO peak was the earliest to occur. The first FG peak during
this period hypothetically corresponds to the semantic memory access required to recognise the shown
object. These functions attributed to LO and FG should not be affected by their knowledge of the
articulation language but only of the language in which they can implicitly name an object. Between
the two BA peaks, we saw one WA peak and a second FG peak. The peak latencies for the identified
second BA peaks were significantly later than for LO. Although, the difference between the LO and
WA peak latencies was also nearly significantly. Especially, if we consider that the estimated LO peak is
shifted to the right of the LO peak in curve (Fig. 6). Since they occur in the time interval suggested for
semantic processing, we propose continuous coordinated activity between BA, WA, and FG aimed to
finding the correct word of the articulation language to name the displayed object. Based on the evoked
responses within the group, we observed that the LO and FG peak latencies in the early stage of sensory
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processing were the same for all three groups, while the peaks in BA, WA, and FG that belonged to the
later stage of semantic processing were delayed as proficiency improved (Fig. 5). Even in the inter-group
responses (Fig. 7), the peaks of the second stage were more lagging for groups with higher proficiency.
Furthermore, Group-1 had the earliest BA response among the three groups (Fig. 7, c). Perhaps this
is an indicator of how intermediate proficiency subjects spend their time choosing and pronouncing
words in contrast to low and high proficiency subjects that either can’t choose or don’t require longer to
choose, respectively.

Interestingly, the second FG peak was lower than first FG peak in Group 3, as opposed to
Groups 1 and 2. If we suppose that FG does represent lexical access once in the subject’s native
language during the sensory processing stage, then in the articulation language at the stage of semantic
processing, the appearance of lower second peak for Group 3 is reasonable, since the proficiency in
the articulation language is native-like. However, for Groups 1 and 2, the two peaks corresponding to
naming the object in the native and articulation languages, respectively, are either equally high or the
second peak is higher than the first, demonstrating more effort to name an object in a foreign language.
Moreover, the occurrence of semantic memory access during sensory processing also supports the idea
that the memories of the past guide the perception of the present.

Finally, activations of language-related areas such as BA (Fig. 7, c) and WA (Fig. 7, b) in Group-1
and 2 were higher than in Group-3. Phonological processing and word formation in a foreign language
will require additional effort, and this may be the reason why we see the highest BA response in Group 1
with the lowest proficiency and why it decreases as the proficiency increases. Group-2 may have a
better understanding of the phonological aspects, but struggles with word selection. Therefore, we see
the WA response in Group-2 is higher than in Group-1 and 3.

3.1. Limitations of the study and future directions. This study was admittedly limited in
its sample size and further work is needed to statistically back up the likely trends and mechanisms
proposed in this paper. The role of IPS was not explored in the same manner as the other studied areas
and can turn out to be the missing piece in describing how the FG, BA, and WA are communicating
during the semantic processing stage. Lastly, the method for identifying prominent peaks needs to be
developed in the future. The method works well for homogeneous unimodal responses or in cases of
multimodal responses where the peak of interest is always at a particular prominence ranking with
the other peaks. The method easily fails in cases where multiple peaks of similar prominence concur
and the resulting peak is located at the centre of those peaks. A possible direction could be to look at
projecting the individual evoked responses to a common average evoked response and extracting the
evoked response features from that projection.

The study was planned to have roughly the same number of male and female participants. However,
due to odd numbers of total participants and participants per group, it was not possible to have an exactly
balanced gender ratio. Moreover, due to the later exclusion of subject 7, the ratio was further skewed.
The used methods and analysis pipelines are publicly available at https://github.com/pchholak/picname
and can be readily used in other studies to ensure conformity of analysis methods.

Conclusions

We have conducted a series of MEG experiments based on the covert picture-naming task
with fourteen non-native English speakers, who made up three groups with different kinds of language
training and proficiencies. We found two stages of brain response, corresponding to sensory and semantic
processing, which differed in spatio-temporal cortical activation. The active regions found in our two-
stage response are consistent with the active regions found in other studies based on techniques such as
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fMRI, ECoG, and direct electrical stimulation. The sensory processing stage remained uniform across the
three differently proficient groups, whereas the semantic processing stage showed inconsistencies. A new
understanding of the mechanisms of covertly naming pictures and their neuronal substrate has been
obtained. The complete mechanism of the semantic processing stage seems to be much more complex
and requires further work. It seems that there are bidirectional connections between the three-focal
network formed by fusiform gyrus, Broca’s area, and Wernicke’s area, and their causal relationships
need to be investigated in the future. The connections of this network with the intraparietal sulcus also
need to be investigated. In addition, a robust method to identify evoked response peaks needs to be
developed in future. Finally, this work highlights the importance of fusiform gyrus, which is at risk of
resection in mesial temporal lobe epilepsies.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — изучение особенностей гемодинамического ответа на выполнение
различных типов движения (одиночное движение, серия движений, «тэппинг») правой рукой. Методы. В данной
работе регистрация гемодинамического ответа осуществлялась с помощью функциональной ближней инфракрас-
ной спектроскопии (прибор NIRScout от NIRx, Германия). Система NIRScout использует 16 оптодов (8 источников
и 8 детекторов) для регистрации гемодинамического ответа в коре головного мозга с частотой дискретизации
7.8125 Гц. Оптоды неинвазивно размещаются на коже головы пациента путем установки в гнезда специальной шапочки
EASYCAP. Результаты. Показано, что суммарный гемодинамический ответ в моторной коре левого полушария
слабо различается между всеми рассматриваемыми видами движения, при этом выраженность контралатеральности
демонстрирует существенные различия между типами движений. Сильнее всего контралатеральность выражена при
выполнении серии движений, в то время как одиночное сжатие кисти вызывает наименьшую контралатеральность.
Заключение. Полученные в работе результаты демонстрируют высокую чувствительность технологии функциональной
ближней инфракрасной спектроскопии к выполнению различных типов движений. Здесь особо следует отметить
короткие одиночные сжатия кисти, которые хорошо видны на характеристиках оксигенированного и дезоксигени-
рованного гемоглобина, что может быть использовано при разработке и проектировании различных интерфейсов
мозг – компьютер, в том числе и мультимодальных.

Ключевые слова: гемодинамический ответ, функциональная ближняя инфракрасная спектроскопия, тэппинг, движение
руки, активность головного мозга.
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Abstract. Purpose of this work is the analysis of the hemodynamic response to the execution of various types of movements
(single movement, series of movements, “tapping”) by the right hand. Methods. In this paper, the hemodynamic response was
recorded using functional near infrared spectroscopy (NIRScout instrument from NIRx, Germany). The NIRScout system uses
16 optodes (8 sources and 8 detectors) to record the hemodynamic response in the cerebral cortex with a sampling rate of
7.8125 Hz. Optodes are non-invasively placed on the patient’s scalp by inserting into the sockets of a special cap “EASYCAP”.
Results. We show that the total hemodynamic response in the motor cortex of the left hemisphere slightly differs between
all the considered types of movement, while the severity of contralaterality demonstrates significant differences between the
types of movements. Contralaterality is most pronounced when performing a series of movements, while a single squeeze of
the hand causes the least contralaterality. Conclusion. The results obtained in this paper demonstrate the high sensitivity of
functional near-infrared spectroscopy technology to the performance of various types of movements. It should be especially
noted here short single hand squeezes, which are clearly visible on the characteristics of HbO and HbR, which can be used in
the development and design of various brain – computer interfaces, including multimodal ones.

Keywords: hemodynamic response, functional NIRS, tapping, hand movement, brain activity.
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Введение

Изучение принципов и физических закономерностей работы головного мозга является
одной из наиболее важных и активно исследуемых задач современной науки [1–7]. Одним из
наиболее перспективных и мощных инструментов неинвазивной нейровизуализации для регистра-
ции активности головного мозга является функциональная ближняя инфракрасная спектроскопия
(фБИКС, fNIRS) [8, 9]. Данная технология использует свет в ближнем инфракрасном диапазоне
для детектирования изменений уровня оксигенированного (HbO) и дезоксигенированного (HbR)
гемоглобина вследствие гемодинамической активности мозга и быстрой доставки оксигениро-
ванной крови к активным кортикальным областям через нейроваскулярное соединение. Здесь
следует отметить, что имеет место взаимосвязь между электрической активностью головного
мозга и гемодинамическим ответом. Так, в работе [10] обнаружена высокая и значимая корреляция
концентраций HbO и HbR с амплитудами электрической активности в альфа- и бета-диапазонах
(8...13 Гц и 13...30 Гц, соответственно). При этом показано, что концентрация HbO отрицательно
скоррелирована с десинхронизацией альфа- и бета-ритмов, а концентрация HbR характеризуется
положительной корреляцией со снижением амплитуд обоих ритмов.

Заметим, что фБИКС регистрирует сигналы той же физиологической основы, что и функ-
циональная магнитно-резонансная томография (фМРТ), поэтому обе технологии предоставляют
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взаимосвязанные данные. В то же время фБИКС имеет ряд преимуществ: портативность, простота
использования, возможность мониторинга в реальном времени, низкая чувствительность к двига-
тельным артефактам, более высокое временное разрешение, возможность отдельной регистрации
изменений как дезоксигемоглобина, так и оксигемоглобина [10, 11].

В настоящее время с помощью фБИКС активно проводятся исследования, направленные
на изучение нейронной активности головного мозга [12]. Много работ направлено на оценку
умственной нагрузки, то есть количества затраченных умственных усилий для выполнения той
или иной задачи. В частности, в работе [13] авторы обнаружили, что изменение разницы между
оксигенированным и дезоксигенированным гемоглобином значимо увеличивается с ростом уровня
сложности задачи. Было показано, что изменения в гемодинамическом ответе чувствительны к
большим различиям в сложности задания, в то время как чувствительность к меньшим различиям
отсутствует и требует дополнительных исследований.

Другое применение фБИКС находит в различных гибридных мультимодальных интерфейсах
мозг–компьютер [14–16], например, для оценки уровня внимания [17], в исследованиях по
диагностике различных когнитивных нарушений [18] и других приложениях. Из-за наличия
временной задержки между активацией определенного участка коры головного мозга и появлением
в нем гемодинамического ответа, в большинстве экспериментальных парадигм испытуемым
дается длительная нагрузка с продолжительными паузами между заданиями. В частности, при
анализе двигательной активности с помощью фБИКС обычно выполняется серия одинаковых
движений в рамках одного задания [10]. Здесь важно изучение и сравнение гемодинамического
ответа на выполнение различных типов движения путем анализа изменений в концентрациях
дезоксигемоглобина и оксигемоглобина [19]. В настоящее время эти вопросы мало изучены.

В данной работе представлены результаты анализа гемодинамического отклика головного
мозга при выполнении различных типов движений. В качестве анализируемых сигналов была
рассмотрена динамика оксигемоглобина и дезоксигемоглобина.

1. Методы

Сигналы фБИКС регистрировались при помощи прибора NIRScout (NIRx, Германия). Систе-
ма NIRScout использует 16 оптодов (8 источников и 8 детекторов) для регистрации гемодинами-
ческого ответа в коре головного мозга с частотой дискретизации 7.8125 Гц. Оптоды неинвазивно
размещаются на коже головы пациента путем установки в гнезда специальной шапочки EASYCAP.
Каждый канал фБИКС образован парой «источник–детектор», которые расположены достаточ-
но близко друг к другу. Оптимальное расстояние между источником и детектором составляет
около 3 см из-за специфической формы траектории ближнего инфракрасного излучения: свет
рассеивается в тканях коры головного мозга и на глубине примерно 3 см отражается в сторону
детектора.

Расстановка оптодов была аналогична приведенной в работе [12] и покрывала моторную
кору. На рис. 1, c приведен используемый монтаж с 23 каналами фБИКС. Кроме того, для
лучшего понимания размещения оптодов на рис. 1, c показано расположение каналов ЭЭГ по
международной схеме «10–10».

В эксперименте принимали участие двенадцать здоровых добровольцев: возраст — 22...38 лет,
соотношение мужчин и женщин — 7/5, правши, не занимающиеся профессионально спортом, неку-
рящие. Ни у одного из испытуемых не были диагностированы заболевания опорно-двигательного
аппарата или центральной нервной системы. Каждого участника просили придерживаться здо-
рового образа жизни в течение 48 часов перед экспериментом, что включало в себя 8-часовой
сон, отказ от употребления алкоголя, ограниченное потребление кофеинсодержащих продуктов,
умеренные физические нагрузки. Каждый участник предоставил информированное письмен-
ное согласие перед участием в эксперименте. Экспериментальная процедура была проведена
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Рис. 1. a — Общий дизайн эксперимента; b — демонстрация предъявляемых испытуемому команд; c — используемая
расстановка оптодов (цвет online)

Fig. 1. a — General design of the experiment; b — demonstration of commands presented to the subject; c — arrangement
of optodes used (color online)

в соответствии с Хельсинкской декларацией и утверждена комиссией по этике Университета
Иннополис.

Эксперименты проводились в первой половине дня. Перед началом эксперимента участники
были проинформированы о его целях и методах, а также о возможных неудобствах. Испытуемые
имели возможность задать любые интересующие вопросы и получить подробные ответы.

Эксперимент проводился следующим образом. Испытуемый сидел в удобном кресле и
выполнял движения различных типов правой рукой согласно указаниям на мониторе, размещенном
перед глазами испытуемого на расстоянии 70...80 см. Дизайн эксперимента включает в себя три
типа движений: одиночное движение — испытуемый четко сжимает и разжимает кисть один раз,
на выполнение отводится 5 секунд; серия движений — испытуемый несколько раз четко сжимает
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и разжимает кисть в удобном для себя темпе в течение 10 секунд; «тэппинг» — поочерёдное
постукивание большим пальцем по остальным пальцам кисти в удобном для себя темпе в течение
10 секунд.

Общий дизайн эксперимента схематично показан на рис. 1, a. Каждый эксперимент начи-
нался и заканчивался 3-минутной записью фоновой активности, в течение которой испытуемому
предлагалось расслабиться и не шевелить руками. Основная часть эксперимента состояла из
60 триалов, общая схема одного триала приведена на рис. 1, b. Каждый триал фБИКС начинался
с фиксации внимания — на черном экране в центре появлялся светлый крест на 2 секунды.
Затем поверх креста на 1.5 секунды появлялась подсказка, сообщающая испытуемому, какой
тип движения необходимо выполнить: стрелка — одиночное движение, двойная стрелка — серия
движений, точка — тэппинг пальцами. После этого подсказка исчезала и испытуемому давалось
время выполнить требуемое движение. В конце триала демонстрировался черный экран в течение
15 секунд, и давалось время на отдых. Для каждого типа движений было выполнено 20 триалов,
триалы для всех типов движений были перемешаны и предъявлялись в случайном порядке.

В экспериментах с фБИКС использовалось излучение с двумя длинами волн: λ1 = 785 нм
и λ2 = 850 нм, которые проходят через кожу, костную ткань и воду, но хорошо поглощаются
оксигемоглобином и дезоксигемоглобином, соответственно.

Экспериментальные данные фБИКС необходимо предварительно обрабатывать, чтобы их
можно было использовать в качестве индикатора изменения оксигенации тканей. Поскольку
оксигемоглобин и дезоксигемоглобин по-разному поглощают свет в ближнем инфракрасном
диапазоне, мы рассчитали изменения в отраженном двухволновом свете с использованием моди-
фицированного закона Бера–Ламберта [20]. В результате были получены две характеристические
меры HbO и HbR, которые отражают скорость относительных изменений в уровнях концентрации
оксигемоглобина и дезоксигемоглобина, соответственно.

Сбор данных фБИКС и процедура предварительной обработки выполнялись с помощью
программного обеспечения NIRScout. Хорошо известно, что на экспериментальные данные
фБИКС часто влияют побочные физиологические шумы и артефакты, характерные частоты
которых находятся в диапазоне частот фБИКС, включая волны Майера (с типичной частотой,
близкой к 0.1 Гц), дыхание (близкое к 0.25 Гц) и сердцебиение (около 1 Гц). Как упоминалось
в обзорной статье [18], во многих случаях полосовой фильтрации достаточно для удаления
низкочастотного физиологического шума в данных фБИКС. В связи с этим также был применён
полосовой фильтр 0.01...0.1 Гц к сигналам фБИКС с помощью NIRScout, чтобы предотвратить
эффект побочных физиологических воздействий.

2. Результаты

Прежде всего, были получены зависимости изменения окси- и дезоксигемоглобина для трёх
рассматриваемых типов движения. Для это использовался 5-секундный фрагмент перед каждым
двигательным актом, взятый из фазы отдыха предыдущего триала (или из фоновой активности
в случае первого испытания). Этот дополнительный фрагмент использовался для выполнения
процедуры коррекции базовой линии (так называемой baseline correction) для исключения влияния
любой предыдущей активности на выполнение текущего задания. Затем полученные зависимости
изменения окси- и дезоксигемоглобина были усреднены по 20 повторениям для каждого типа
движения (рис. 2).

Видно, что выполнение движения вызывает рост HbO и уменьшение HbR по всей моторной
коре, при этом наблюдается ярко выраженная контралатеральность, свойственная движениям
рук. Действительно, амплитуда изменения концентраций HbO и HbR в левом полушарии больше,
чем в правом, что обусловлено движением правой рукой. Изменения концентраций HbO и HbR
в ответ на выполнения движения вызваны увеличенной метаболической потребностью мозга
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Рис. 2. Изменения окси- (синий) и дезоксигемоглобина (зеленый) для различных типов движения: a — одиночное
движение; b — тэппинг; c — многократные повторения. Более светлым областям тех же цветов соответствует
стандартная ошибка. Вертикальные штриховые линии обозначают начало/конец выполнения движения (цвет
online)

Fig. 2. Changes in oxy- (blue) and deoxyhemoglobin (green) for different types of movement: a — single movement; b —
tapping; c — multiple repetitions. Lighter areas of the same colors correspond to the standard error. Vertical dashed lines
indicate the beginning/end of the movement (color online)

Бадарин А. А., Грубов В. В., Андреев А. В., Антипов В. М., Куркин С. А.
Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1 101



в кислороде, что приводит к переизбытку регионального мозгового кровотока для удовлетворения
метаболических потребностей мозга. Гемодинамический ответ на увеличение нейронной активно-
сти определяется несколькими механизмами нервно-сосудистого взаимодействия, в частности,
изменением диаметра капилляров [21]. Таким образом, избыток мозгового кровотока вызывает
увеличение концентрации HbO и снижение концентрации HbR.
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Рис. 3. a — Распределение по каналам максимальных значений амплитуды гемодинамического отклика для
каждого типа движения; b — разница между максимальными значениями амплитуды гемодинамического отклика
симметричных каналов левого и правого полушарий; c — суммарный гемодинамический ответ в левом полушарии
для каждого из типов движения («sin» — одиночное движение, «tap» — тэппинг, «mult» — серия движений); d —
отношение суммарного гемодинамического ответа левого и правого полушарий для рассматриваемых движений.
Здесь в качестве гемодинамического ответа рассматривается разница между HbO и HbR

Fig. 3. a — distribution over channels of the maximum values of the hemodynamic response amplitude for each of the
movement types; b — difference between the maximum values of the hemodynamic response amplitude of symmetrical
channels of the left and right hemispheres; c — total hemodynamic response in the left hemisphere for each of the
movement types (“sin” – single movement, “tap” – tapping, “mult” – series of movements); d — ratio of the total
hemodynamic response of the left and right hemispheres for considered movements. Here, the difference between HbO
and HbR is considered as a hemodynamic response
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Максимальный гемодинамический ответ располагается вблизи положения датчика ЭЭГ C3
(см. рис. 1, c). Здесь следует отметить, что согласно последним результатам, данная область
совпадает с расположением первичной моторной коры (M1).

Для анализа различий между движениями было предложено использовать единую характе-
ристику, включающую изменение концентраций HbO и HbR. В роли такой величины выступает
разница между ними — (HbO−HbR). Заметим, что данная величина часто обладает большей чув-
ствительностью к изменениям гемодинамического ответа, чем HbO или HbR по отдельности [16].

Были найдены максимальные значения гемодинамического отклика для каждого канала и
типа движения (рис. 3, а). Видно, что максимальные значения для всех типов движений слабо
отличаются друг от друга. Была исследована выраженность контралатеральности для различных
типов движений, как разница между максимальными значениями амплитуды (HbO−HbR) между
симметричными каналами левого и правого полушарий (рис. 3, b). Обнаружено увеличение
выраженности контралатеральности для тэппинга и многократных сжатий кисти, по сравнению с
одиночным сжатием кисти.

Рассмотрен суммарный гемодинамический ответ в левом и правом полушарии для каждо-
го из типов движения (рис. 3, d). Показано, что суммарный гемодинамический ответ в левом
полушарии слабо различается между всеми видами движений. В то же время степень контра-
латеральности, рассматриваемая как отношение суммарного гемодинамического ответа левого
и правого полушарий, демонстрирует существенное различие между движениями (рис. 3, c).
Максимально выражена контралатеральность при выполнении серии движений, а минимально
выражена при одиночном сжатии.

Заключение

В работе представлены результаты сравнения разных типов движения, а также рассмотрены
различные подходы к анализу гемодинамического отклика.

Было подтверждено, что распределение отклика при выполнении движения зависит от
области мозга. Показано, что максимальные ответы появляются в полушарии, контралатеральном
по отношению к выполняющей конечности.

Показано, что суммарный гемодинамический ответ в моторной коре левого полушария
слабо различается между всеми рассматриваемыми видами движения, при этом выраженность
контралатеральности демонстрирует существенные различия между типами движений. Сильнее
всего контралатеральность проявляется при выполнении серии движений, в то время как оди-
ночное сжатие кисти вызывает наименьшую контралатеральную реакцию. Наличие подобной
асимметрии при выполнение рассматриваемых типов движений, вероятно, вызвано различиями в
ассоциированной нейронной активности, в результате которой каждое из движений задействует
различные по своему размеру нейронные сети или требует разную степень их активации.

Различия в контралатеральности также отражают изменение межполушарных взаимодей-
ствий между областями M1 каждого полушария, в результате которых повышенная активация
нейронов в M1 одного полушария вызывает снижение активности в M1 противоположного
полушария. Это, в свою очередь, вызывает повышение оксигемоглобина в контралатеральной дви-
жению коре M1 из-за наличия компенсационных механизмов и повышение дезоксигемоглобина в
ипсилатеральной коре M1, обусловленное активацией тормозящих связей между полушариями и
продолжающимися метаболическими процессами.

Отметим, что результаты, полученные в данной работе, хорошо согласуются с известными
ранее [22–24]. В частности, в работе [22] было обнаружено связанное с интенсивностью движения
увеличение нейронной активности в контралатеральном полушарии, приводящее к более высоким
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положительным BOLD (Blood-oxygen-level-dependent) ответам, передающееся в ипсилатеральное
полушарие и сопровождаемое более выраженным отрицательным BOLD ответом в данном
полушарии. Здесь следует отметить, что отрицательный BOLD ответ по сравнению с исходным
уровнем возникает как следствие увеличения содержания дезоксигемоглобина.

Заметим, что полученные в работе результаты демонстрируют высокую чувствительность
технологии фБИКС к выполнению различных типов движений. В частности, короткие одиночные
сжатия кисти хорошо видны на характеристиках HbO и HbR, что может быть использовано
при разработке и проектировании различных интерфейсов мозг–компьютер, в том числе и муль-
тимодальных, так как открывает возможности использования более коротких команд при их
создании. Отметим, что обычно интерфейсы мозг–компьютер на базе технологии фБИКС требуют
продолжительной нагрузки, в частности, среди двигательных задач наиболее популярной является
«тэппинг», требующий активность порядка 10 секунд.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — выявление закономерностей формирования пространственных структур
в ансамбле хаотических систем с нелокальными диффузионными связями; влияния на эти структуры волновой характе-
ристики цифрового фильтра, образованного связями между элементами ансамбля. Методы. Исследование проводилось
посредством численного моделирования ансамбля логистических отображений, расчета типичных колебательных режи-
мов и их спектрального анализа. При этом система связей ансамбля рассматривалась как цифровой фильтр с частотной
характеристикой, зависящей от параметров связей. Рассматривалась корреляция между пространственными спектрами
и амплитудно-частотной характеристикой фильтра связей и взаимная когерентность колебаний при изменении парамет-
ров связи. Результаты. Показано, что система связей между хаотическими отображениями ведет себя как волновой
фильтр, обладающий селективными свойствами, позволяя существовать пространственным модам с определенными
длинами волн и подавляя другие. Селекция пространственных мод происходит на основе волновой характеристики
фильтра связей, вид которой определяется радиусом действия и величиной связей между элементами ансамбля.
В области сильной связи волновые характеристики для ансамблей с локальными и нелокальными связями качественно
отличаются, что ведет для них к принципиально разному поведению. Обсуждение. Использование спектральных
методов для анализа динамики систем со сложной топологией связи представляется перспективным направлением,
в том числе и для исследования синхронизации и мультистабильности в хаотических осцилляторах и отображениях.
Обнаруженные закономерности обобщают результаты, известные для ансамблей осцилляторов с локальными связями.
Они в значительной части могут быть применены к ансамблям автоколебательных систем с непрерывным временем.

Ключевые слова: пространственно-временной хаос, ансамбли отображений, синхронизация, пространственная филь-
трация.
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Abstract. Purpose of this work is to determine regularities of formation of spatial structures in an ensemble of chaotic
systems with non-local diffusion couplings and to study how these structures depend on the wave response of the digital filter
formed by the ensemble couplings structure. Methods. The study was carried out by numerical simulation of an ensemble
of logistic maps, calculation of its typical oscillatory regimes and their spectral analysis. The network was considered as a
digital filter with a frequency response depending on the coupling parameters. Correlation between the spatial spectra and the
amplitude-frequency response of the coupling filter and the mutual coherence of oscillations when the coupling parameters
change were considered. Results. The system of couplings between chaotic maps behaves like a wave filter with selective
properties, allowing spatial modes with certain wavelengths to exist and suppressing others. The selection of spatial modes
is based on the wave characteristic of the coupling filter, the type of which is determined by the radius and the magnitude
of couplings. At strong coupling the wave characteristics for ensembles with local and non-local couplings are qualitatively
different, therefore they demonstrate essencially different behavior. Discussion. Using spectral methods for dynamics analysis
systems with complex network topologies seems to be a promising approach, especially for research of synchronization and
multistability in ensembles of chaotic oscillators and maps. The found regularities generalize the results known for ensembles
of maps with local couplings. They also can be applied to ensembles of self-sustained oscillators.

Keywords: spatiotemporal chaos, ensembles of maps, synchronization, spatial filtering.

Acknowledgements. This work was supported by Russian Foundation for Basic Research and DFG, grant No 20-52-12004.

For citation: Shabunin AV. Selection of spatial modes in an ensemble of non-locally coupled chaotic maps. Izvestiya VUZ.
Applied Nonlinear Dynamics. 2022;30(1):109–124. DOI: 10.18500/0869-6632-2022-30-1-109-124

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

Введение

Ансамбли колебательных систем представляют значительный интерес для физики и других
естественных наук, поскольку служат моделями пространственно распределенных сред, позволяя
выявлять механизмы явлений кооперации, конкуренции и самоорганизации. Особый интерес
представляют ансамбли осцилляторов с хаотическим поведением [1, 2] поскольку в подобных
системах может наблюдаться широкий круг явлений, например: синхронизация хаотических
колебаний [2–6], бегущие волны [7, 8], образование диссипативных пространственных структур
[9–11], развитая мультистабильность [12–17].

В последние годы, наряду с изучением ансамблей с локальными связями между узлами,
значительный интерес привлекают к себе сети с более сложной топологией. Одним из примеров
таких сетей можно считать системы с дальнодействующими связями (ДС), когда взаимодействуют
не только ближайшие соседи, но и удаленные друг от друга элементы ансамбля. Интерес к
ансамблям с ДС подогревается развитием современных инфокоммуникационных технологий,
а также исследованиями в области биологии, нейрофизиологии и социологии. Интерес к динамике
ансамблей с ДС проявляется также в связи с обнаружением в них особого вида кластерных
структур, получивших название химер [18–22].

Системы высокой размерности, как правило, демонстрируют большое разнообразие сосу-
ществующих режимов, поэтому их трудно анализировать, используя методы бифуркационного
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анализа, применяемые для более простых систем. В таких случаях удобно использовать интеграль-
ные характеристики, позволяющие предсказывать типичное поведение ансамбля при стандартных
начальных условиях. Одним из таких подходов является спектральный анализ, основанный на
расчете временных и пространственных спектров. Переход от временного описания к частотному
является традиционным как для физики, так и для техники. Он позволяет, например, диагностиро-
вать синхронизацию между осцилляторами ансамбля и количественно оценить ее величину [23].
Для некоторых типов связи (например, диффузионной) использование спектрального метода поз-
воляет определить условия для синхронизации хаотических колебаний в ансамбле в зависимости
от величины связей [6].

В данном исследовании мы предлагаем рассматривать связи между осцилляторами сети как
пространственный цифровой фильтр, свойства которого характеризуются волновой характеристи-
кой. Ранее метод цифрового фильтра был использован для анализа закономерностей формирования
мультистабильности периодических орбит в ансамбле отображений с дальнодействующими свя-
зями [24] и для анализа пространственных мод в ансамбле с локальными диффузионными
связями [25]. В настоящем исследовании мы рассматриваем селекцию пространственных мод в
ансамбле с нелокальными связями, находящемся в режиме пространственно-временного хаоса.
Такой режим объединяет в своем составе множество метастабильных пространственно-временных
состояний и его свойства зависят от связей между элементами ансамбля.

1. Пространственная селекция в ансамблях с дальнодействующей связью

Рассмотрим ансамбль из 𝑁 отображений с симметричной связью, замкнутый в кольцо

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛)) +
γ
2𝐿

𝐿∑︁
𝑗=−𝐿

[𝐹 (𝑥𝑖+𝑗(𝑛))− 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛))] . (1)

Здесь 𝑥𝑖(𝑛) — динамическая переменная, зависящая от дискретного времени 𝑛 и пространственной
координаты 𝑖, заданной на отрезке [1 : 𝑁 ]; 𝐹 (𝑥) — функция, задающая динамику одиночного
отображения; γ — сила связей между элементами ансамбля, 𝐿 = 1, 2, ..., 𝑁/2 — их максимальное
дальнодействие (радиус связей). Вследствие кольцевой топологии сети все операции с нижними
индексами выполняются по модулю 𝑁 .

Система связей в сети (1) представляет собой линейный фильтр, обладающий селективными
свойствами. Чтобы убедиться в этом, перепишем уравнение (1) в виде

𝑥𝑖(𝑛+ 1) =

𝐿∑︁
𝑗=−𝐿

ℎ𝑗𝐹 (𝑥𝑖+𝑗(𝑛)) , (2)

где ℎ0 = 1− γ, ℎ𝑗 = γ/(2𝐿) (𝑗 = ±1, ...,±𝐿) — положительные константы. Формулу (2) можно
представить как суперпозицию нелинейного отображения

𝑦𝑖(𝑛) = 𝐹 (𝑥𝑖(𝑛))

и линейной свертки по пространственной координате

𝑥𝑖(𝑛+ 1) =
𝐿∑︁

𝑗=−𝐿

ℎ𝑗𝑦𝑖+𝑗 (𝑛) .

Последнее уравнение совпадает по форме с уравнением линейного цифрового фильтра с им-
пульсной характеристикой h, действующего на пространственную траекторию y. Как известно,
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Рис. 1. Графики коэффициента передачи фильтра связей при γ = 0.4 (а) и его АЧХ при γ = 0.9 (b)

Fig. 1. Plots of the frequency response of the coupling filter at γ = 0.4 (a) and its amplitude-frequency response at
γ = 0.9 (b)

частотная (волновая) характеристика такого фильтра есть преобразование Фурье от его импульс-
ной характеристики; для указанных выше значений коэффициентов ℎ𝑗 она примет вид:

𝑅(ω̄) = 1− γ+ γ
𝐿

𝐿∑︁
𝑙=1

cos (𝑙ω̄) . (3)

Здесь 𝑅 — коэффициент передачи фильтра, ω̄ ∈ [0 : π] — нормированная пространственная частота
(волновое число)1.

Рассмотрим свойства 𝑅, определяемые формулой (3). Прежде всего отметим, что 𝑅(ω̄) —
вещественная величина, что является следствием симметрии связей в ансамбле2. График функции
𝑅(ω̄) определяется радиусом связей и для значений 𝐿 = 1, 2, 5, 10, которые рассматриваются в
данном исследовании, он представлен на рис. 1, a. Хорошо видно, что при 𝐿 > 1 коэффициент
передачи имеет лепестковую структуру с выраженным максимумом в окрестности нуля (основной
лепесток) и осциллирующими «хвостами» (боковыми лепестками) на периферии. Такая форма
напоминает хорошо известную в радиотехнике функцию sinc. Данное сходство не случайно, по-
скольку выражение для 𝑅 является дискретным аналогом выражения для спектра прямоугольного
импульса, и при больших 𝐿 соотношение (3) хорошо аппроксимируется формулой

𝑅(ω̄) ≃ 1− γ+ γ sinc ((𝐿+ 0.5)ω̄) . (4)

«Хвосты» частотной характеристики приподняты над осью абсцисс на некоторую постоянную
величину ∆𝑅, которая при 𝐿 ≫ 1 близка к значению 1 − γ. Поэтому значение силы связей
определяет интенсивность селективных свойств фильтра. Существенно влияет на форму 𝑅(ω̄)
также радиус связей. С увеличением 𝐿 число боковых лепестков растет, а их ширина уменьшается
(при 𝐿 ≫ 1 ширина лепестков обратна радиусу связей). Таким образом, в диапазоне значений
связи 0 < γ ⩽ 1 основной лепесток всегда приподнят над боковыми, величина которых тем
меньше, чем выше их номер. При слабой связи фильтр является прозрачным для любых длин
волн; при этом с увеличением связи селективные свойства усиливаются в сторону подавления
коротковолновых режимов.

Из выражения (3) легко получить фазочастотную (ФЧХ) и амплитудно-частотную (АЧХ)
характеристики фильтра связей.

1Для отличия пространственных частот от обычных будем их помечать чертой сверху.
2Для ансамблей с несимметричным связями 𝑅 будет комплексным.
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Фазочастотная характеристика. Поскольку коэффициент передачи является веществен-
ным числом, фазовый сдвиг пространственного фильтра φ = arg (𝑅) либо равен нулю при
положительном 𝑅, либо π – при отрицательном. Таким образом, ФЧХ является либо постоянной,
либо кусочно-постоянной функцией волнового числа ω̄. Последний случай реализуется, если
параметр связи превосходит некоторое критическое значение

γc =
2

4− arctan (𝐿− 1)
. (5)

Амплитудно-частотная характеристика. Вид амплитудно-частотной характеристики
𝐴(ω̄) = |𝑅(ω̄)| также будет отличаться для γ < γc и γ > γc. В первом случае АЧХ совпадает с
соответствующим графиком 𝑅(ω̄), изображенным на рис. 1, a. Поскольку максимальное значение
коэффициента передачи достигается на нулевой частоте, форма АЧХ будет соответствовать
фильтру нижних частот (ФНЧ); при этом основной лепесток можно считать полосой пропускания,
а боковые — полосой заграждения фильтра. С ростом γ средний уровень полосы заграждения
понижается, соответственно селективные свойства фильтра усиливаются. При γ > γc форма АЧХ
становится более сложной, что можно увидеть на примере графиков на рис. 1, b, но при 𝐿 > 1 она
продолжает соответствовать ФНЧ. Исключением является случай локальных связей, при котором
переход γ через критическое значение приводит к смене типа фильтра с НЧ на заграждающий
(см. [25]).

Таким образом, система симметричных дальнодействующих связей при 𝐿 > 1 ведет себя
как пространственный фильтр нижних частот, ширина полосы пропускания которого определяется
радиусом действия связей, а селективные свойства (отношение коэффициентов передачи в полосе
пропускания и заграждения) — силой связей γ. Как известно, связи между отображениями оказы-
вают влияние на их временную и пространственную динамику. При этом изменение величины
параметра связи может приводить к формированию в ансамбле различных пространственных
структур. Интересно выяснить, насколько эти изменения коррелируют с изменением формы
волновой характеристики фильтра связей, рассмотренной выше, и возможно ли предсказать про-
странственные свойства наблюдаемых режимов по виду этой характеристики. Данные вопросы и
будут рассмотрены в ходе численного исследования.

2. Рассматриваемая система и алгоритм исследования

В качестве объекта исследования выберем наиболее простую систему, демонстрирующую
развитый пространственно-временной хаос: кольцо из 𝑁 логистических отображений, уравнение
которого соответствует (1) при 𝐹 (𝑥) = α𝑥 (1− 𝑥), где α — параметр, управляющий динамикой
одиночного отображения.

Логистическое отображение является базовой системой нелинейной динамики. Его поведе-
ние хорошо известно: с ростом α оно демонстрирует каскад бифуркаций удвоения периодических
орбит, завершающийся переходом к хаосу; в закритической области наблюдается развитие хаоти-
ческой динамики через каскад обратных бифуркаций удвоения. При 3.68 ⩽ α < 4 в отображении
реализуется режим развитого хаоса, который для слабых связей (γ ≃ 0) сохраняется и при
объединении отображений в ансамбль. В этом случае в ансамбле реализуется режим одно-
родного пространственно-временного хаоса. В ансамбле с локальными связями в диапазоне
0 < γ ⩽ 1 наблюдается множество пространственно-временных режимов, включая диссипативные
структуры [26].

Исследование системы (1) проводится методом численного эксперимента при фиксиро-
ванном α = 3.98 и меняющихся значениях γ и 𝐿. В ходе численного эксперимента определяет-
ся предельная траектория при случайных начальных условиях, равномерно распределенных в
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диапазоне ]0 : 1[, по которой строятся фазовые портреты и пространственные снимки колебаний,
рассчитываются функция взаимной когерентности и пространственные амплитудные спектры

𝑆𝑝

(︂
ω̄𝑘 =

2π𝑘
𝑁

)︂
=

√︁⟨︀
𝑋𝑘(𝑛)𝑋

*
𝑘(𝑛)

⟩︀
, (6)

где 𝑋𝑘(𝑛) =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑥𝑖(𝑛) exp (−𝑗2π𝑘𝑖/𝑁) — дискретное преобразование Фурье (ДПФ) простран-
ственного снимка колебаний в момент времени 𝑛, 𝑘 — номер пространственной гармоники.

3. Влияние связей на взаимную когерентность колебаний

При нулевой связи каждое из отображений ансамбля (1) демонстрирует независимую
динамику, поэтому колебания в разных ячейках сети являются некогерентными3, и ансамбль в
целом демонстрирует режим однородного пространственно-временного хаоса. Однако с ростом
связи колебания синхронизуются, в результате чего в ансамбле могут реализоваться разные типы
пространственного и временного поведении.

Рассмотрим, как меняется когерентность колебаний в ансамбле с ростом связи для разных 𝐿.
Для ее измерения мы воспользуемся формулой, полученной в работе [23]:

𝑆𝑖,𝑗 =

∫︀∞
0 𝐶𝑖,𝑗(ω) (𝑃𝑖(ω) + 𝑃 𝑗(ω)) 𝑑ω∫︀∞

0 (𝑃𝑖(ω) + 𝑃 𝑗(ω)) 𝑑ω
. (7)

Здесь 𝐶𝑖,𝑗(ω) — функция взаимной когерентности между динамикой 𝑖-го и 𝑗-го отображений, 𝑃𝑖

и 𝑃𝑗 — соответствующие спектры мощности. Величина 𝑆𝑖,𝑗 , являющаяся интегральной мерой
когерентности колебаний по всем частотам, определяет отношение мощности когерентной части
сигналов подсистем 𝑖 и 𝑗 к их общей мощности. Она является безразмерной величиной, принима-
ющей значения от нуля (для полностью некогерентных сигналов) до единицы (для полностью
когерентных).

В настоящем исследовании мы рассматриваем когерентность между соседними осциллято-
рами 𝑆𝑖,𝑖+1, обозначаемую в дальнейшем как 𝑆(𝑖). Будет ли она одинаковой в разных частях ан-
самбля или же будет меняться от точки к точке? Исследования показывают, что может наблюдаться
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Рис. 2. Графики 𝑆(𝑖) для ансамбля с локальными свя-
зями при γ = 0.16 и γ = 0.22

Fig. 2. Plots 𝑆(𝑖) for an ensemble with local couplings at
γ = 0.16 and γ = 0.22

и тот и другой случай. Соответствующие при-
меры приведены на рис. 2, где построены гра-
фики 𝑆(𝑖) для двух значений параметра ло-
кальной связи: γ = 0.16 и γ = 0.22. Как видно
из первого графика, в ансамбле могут сосу-
ществовать кластеры как с высоким, так и с
низким уровнем когерентности. В этом случае,
для оценки когерентности колебаний ансамбля
в целом целесообразно взять среднее: 𝑆mean =
= ⟨𝑆(𝑖)⟩, а для оценки неоднородности в
распределении — максимальное и минималь-
ное значения: 𝑆max = max {𝑆(𝑖)}, 𝑆min =
= min {𝑆(𝑖)}. Очевидно, что в случае
неоднородного распределения когерентности
будет выполняться соотношение 𝑆min ≪
≪ 𝑆mean ≪ 𝑆max. Противоположный случай

3Под когерентностью здесь понимается взаимный захват фаз в спектрах колебаний подсистем.
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реализуется при γ = 0.22 (штриховая линия на рис. 2). Здесь 𝑆(𝑖) практически является констан-
той, а потому 𝑆mean ≃ 𝑆max ≃ 𝑆min.

Рассмотрим, как 𝑆mean, 𝑆max и 𝑆min меняются с ростом γ. Результаты расчетов приведены
на рис. 3, a (𝐿 = 1), рис. 3, b (𝐿 = 2), рис. 3, c (𝐿 = 5) и рис. 3, d (𝐿 = 10). Для всех рас-
смотренных случаев зависимость когерентности от связи можно разделить на две характерные
зоны: область однородной когерентности (I и III) и область неоднородной когерентности (II).
Неоднородная когерентность означает, что в ансамбле присутствуют интервалы как с высокой
(𝑆(𝑖) ≃ 𝑆max), так и с низкой (𝑆(𝑖) ≃ 𝑆min) когерентностью, то есть формируются стационарные
пространственные структуры (в нелинейной динамике их принято называть диссипативными
структурами). Зона диссипативных структур располагается в узком диапазоне значений пара-
метра связи при γ ≳ 0.1 и ее ширина незначительно увеличивается с ростом 𝐿. Соответственно,
зона однородности занимает оставшиеся диапазоны значений γ: область слабых связей (зона I), в
которой когерентность близка к нулю, и область средних и сильных связей (зона III), в которой
когерентность принимает существенные значения и может достигать единицы. Для последней
характерны две типичные зависимости 𝑆mean(γ): монотонный рост при 𝐿 > 1 и унимодаль-
ный характер: вначале рост, а затем падение при 𝐿 = 1. Разное поведение функции 𝑆mean(γ)
свидетельствует о качественном различии в поведении ансамблей с локальным и нелокальным
взаимодействием, которое наблюдается при сильной связи. Рассмотрим поведение системы (1) в
разных зонах более детально, сравнивая его с изменением АЧХ фильтра связей (3).
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Рис. 3. Графики зависимостей когерентности от γ при разных радиусах связи: 𝐿 = 1 (a), 2 (b), 5 (c) и 10 (d)

Fig. 3. Plots of coherence from γ at different radii: 𝐿 = 1 (a), 2 (b), 5 (c) and 10 (d)
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4. Зона пространственно однородных колебаний

Рассмотрим сначала область параметра связи, где когерентность не зависит от координаты,
то есть интервалы I и III. Однородность 𝑆(𝑖) является следствием пространственной однородности
колебаний, то есть отсутствия стационарных пространственных структур.

Интервал I. При малой связи селективные свойства сети, определяемые формулой (3),
выражены слабо, и пространственный фильтр является всеволновым. Поэтому пространственное
распределение должно содержать моды всех длин волн и результирующий режим будет представ-
лять собой развитый пространственно-временной хаос. Проведенные расчеты подтверждают эти
предположения. Как показали исследования, временная динамика ансамбля (1) в области I соот-
ветствует одноленточному хаотическому аттрактору, а пространственная динамика представляет
собой однородный пространственный хаос. Типичные фазовые портреты и пространственные
снимки для режима в данной области приведены на рис. 4, a (для 𝐿 = 2) и рис. 4, b (для 𝐿 = 10).
Аналогичные портреты существуют и для других значений 𝐿. Визуально они почти не различают-
ся. Однако расчет пространственных спектров показывает, что количественные различия между
ними существуют. Рассмотрим графики 𝑆𝑝(ω̄), приведенные на рис. 5, a. Как видно из рисунка, с
ростом 𝐿 доля коротковолновых мод в пространственном хаосе уменьшается. Заметно сходство
формы пространственных спектров с формой АЧХ (3): они имеют подобную АЧХ лепестковую
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Рис. 4. Динамика системы в области I: пространственные снимки (слева) и перекрестные фазовые портреты
(справа) при γ = 0.08 и 𝐿 = 2 (a), 10 (b)

Fig. 4. System dynamics in region I: spatial snapshots (left) and cross phase-portraits (right) at γ = 0.08 and 𝐿 = 2 (a),
10 (b)

116
Шабунин А. В.

Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 1



a

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5
�            ���          1.0          1.5          2.0          2.5             ω   

Sp

b �        ���          1.0          1.5          2.0          2.5     ω   

Sp
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

Рис. 5. Пространственные спектры (a) в зоне I при γ = 0.08 и (b) в зоне III при γ = 0.9; вертикальные штриховые
линии на рисунке (а) отмечают положение минимумов АЧХ, штрихпунктирные — ее максимумов

Fig. 5. Spatial spectra (a) in zone I at γ = 0.08 and (b) in zone III at γ = 0.9; on figure (a) vertical dashed and
dashed-dotted lines mark minima and maxima of the frequency response plot, correspondently

структуру; причем число и расположение экстремумов и там и там идентично (для наглядности
расположение экстремумов соответствующих АЧХ отмечено вертикальными линиями). В то же
время, между ними существуют количественные различия: уровень боковых лепестков спектров
существенно ниже, чем это следует из формы АЧХ, то есть селективные свойства в ансамбле (1)
проявляются сильнее, чем в соответствующем линейном фильтре (3).

Интервал III. В области сильной связи наблюдается качественное расхождение в пове-
дении ансамблей с локальными и нелокальными связями: при 𝐿 > 1 наблюдается монотонный
рост когерентности с ростом γ (см. рис. 3, b, c и d), при 𝐿 = 1 когерентность вначале растет,
а затем, при γ ⩾ 0.8 начинает уменьшаться; при γ ≃ 1 она становится близкой к нулю (см.
рис. 3, a). Данное расхождение объясняется качественным различием АЧХ фильтров. Как уже
было отмечено в разделе 1, в то время как нелокальные связи сохраняют свойства ФНЧ во всем
диапазоне значений γ, система локальных связей при γ > 0.5 начинает приобретать свойства
заграждающего фильтра, что отражается на поведении ансамбля. Как было показано в работе [25],
начиная с γ = 0.5 снижение доли коротковолновых режимов сменяется их ростом с максимумом в
окрестности ω̄ = π. Этот процесс резко усиливается при γ ⩾ 0.8. Поэтому при сильной локальной
связи в пространственном спектре наряду с длинноволновыми модами присутствуют и коротко-
волновые. Пространственная динамика представляет собой сосуществование метастабильных
кластеров «длинных» и «коротких» мод, как это показано на рис. 6, a. Перемежаемость между
этими кластерами и является причиной ослабления когерентности.

Иное поведение характерно для ансамблей с нелокальными связями. Здесь низкочастотный
характер пространственного фильтра сохраняется и при сильной связи (см. рис. 1, b), поэтому рост
связи приводит к дальнейшему понижению доли коротковолновых мод в ансамбле. Это хорошо
видно по пространственным снимкам колебаний, построенных на рис. 6, b для 𝐿 = 2 и особенно
на рис. 6, c для 𝐿 = 10. В результате, при сильной дальнодействующей связи ансамбль постепенно
переходит к режиму, близкому к хаотической синхронизации, что видно по перекрестным фазовым
портретам (см. рис. 6, c).

Как и в зоне I, в области сильной когерентности наблюдается качественное совпадение меж-
ду пространственными спектрами колебаний (рис. 5, b) и формой АЧХ (см. рис. 1, b). Как видно
из рисунков, во всех спектрах, кроме 𝐿 = 1, присутствуют лишь длинноволновые компоненты.
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Однако, как и при слабой связи, селективные свойства ансамбля выражены гораздо сильнее, чем
соответствующего линейного фильтра, так что величина боковых лепестков становится настолько
малой, что в спектрах остаются лишь те компоненты, которые соответствуют основному лепестку.

Таким образом, в областях I и III динамика системы (1) представляет собой пространственно-
временной хаос, форма пространственного спектра которого качественно схожа с амплитудно-
частотной характеристикой системы связей (|𝑅(ω̄)|), но не повторяет ее.
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Рис. 6. Динамика системы в области III: пространственные снимки (слева) и перекрестные фазовые портреты
(справа) при γ = 0.9 и 𝐿 = 1 (a), 2 (b), 10 (c)

Fig. 6. The system dynamics in region III: spatial snapshots (left) and cross phase-portraits (right) at γ = 0.9 and
𝐿 = 1 (a), 2 (b), 10 (c)
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5. Зона диссипативных структур

Как было отмечено выше, в большей части диапазона γ ∈ [0 : 1] колебания в ансамбле (1)
представляют собой однородный пространственно-временной хаос. Рассмотрим теперь динамику
в оставшемся интервале значений γ, обозначенном на рис. 3 как зона II. В этой области когерент-
ность меняется вдоль ансамбля, так что в нем сосуществуют как участки с полной (𝑆(𝑖) = 1),
так и со слабой (𝑆(𝑖) ≪ 1) когерентностью. Такая неоднородность предполагает существование
стационарных пространственных структур. Каков вид этих структур и будут ли они как-то связаны
с коэффициентом передачи фильтра 𝑅?

Для ответа на данные вопросы рассмотрим типичные пространственные снимки колеба-
ний в ансамбле при разных 𝐿, приведенные на рис. 7. Как видно из рисунков, образующиеся
структуры представляют собой нерегулярные сочетания кластеров с разными характерным мас-
штабами, соответствующими преимущественно коротковолновым модам. Так, в случае локальных
связей основной модой являются противофазные колебания, пространственный спектр которых
представляет собой δ-импульс на частоте ω̄ = π. При γ = 0.14 противофазные колебания распро-
страняются на весь ансамбль, в остальной части интервала II они перемежаются с короткими
кластерами иной структуры, как это показано на рис. 7, a. При дальнодействующих связях набор
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Рис. 7. Пространственные снимки в зоне II при: 𝐿 = 1, γ = 0.16 (a); 𝐿 = 2, γ = 0.18 (b); 𝐿 = 5, γ = 0.2 (c)
𝐿 = 10, γ = 0.2 (d)

Fig. 7. The spatial snapshots in zone II at: 𝐿 = 1, γ = 0.16 (a); 𝐿 = 2, γ = 0.18(b); 𝐿 = 5, γ = 0.2 (c) 𝐿 = 10,
γ = 0.2 (d)
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чередующихся кластеров является более разнообразным, но и в этих случаях, очевидна высокая
доля коротковолновых мод.

Колебательные режимы, показанные на рис. 7, не единственные для данных значений
параметров. Очевидно, что вследствие трансляционной симметрии системы (1) любые простран-
ственные структуры, полученные из изображенных посредством сдвига на произвольное число
ячеек вправо или влево, будут также сосуществовать в ансамбле. Кроме того, существует мно-
жество и других похожих структур. Таким образом, в зоне II в системе наблюдается развитая
мультистабильность.

Для определения количественного состава волновых мод, присутствующих в ансамбле,
обратимся к пространственным спектрам рассматриваемых колебательных режимов. Каждому из
аттракторов будет соответствовать свой спектр, который будет характеризовать пространственные
свойства данного режима. Но, поскольку таких аттракторов множество, для того чтобы характери-
зовать систему в целом, при расчете спектров по формуле (6) мы будем проводить усреднение не
только по времени, как для пространственно-однородных режимов, но и по начальным условиям.
Построенные таким образом спектры приведены на рис. 8.

Из анализа спектров можно заметить, прежде всего, «провал» на нулевой частоте, означа-
ющий подавление длинноволновых мод, характерное для данной зоны. Кроме того, очевидно,
что спектры обладают лепестковой структурой, подобно тому, как это имеет место в зоне I.
Однако здесь эта структура имеет дуальный характер по отношению к форме АЧХ простран-
ственного фильтра связей: легко убедиться, что максимумы в спектрах соответствуют минимумам
характеристики и наоборот. Для большей наглядности на рис. 8 построены вертикальные штри-
ховые линии, отмечающие положения минимумов функции 𝑅(ω̄) для разных 𝐿. Дуальность
спектра по отношению к АЧХ особенно заметна на примере ансамбля с локальными связями,
где максимум оказывается строго на пространственной частоте ω̄ = π, но она проявляется и для
дальнодействующих связей.

Sp

ω−..

Рис. 8. Пространственные спектры в зоне диссипативных структур

Fig. 8. Spatial spectra in the zone of dissipative structures
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Таким образом, в зоне диссипативных структур, так же, как и в зоне однородного пространст-
венно-временного хаоса, наблюдается селекция пространственных мод сетевым фильтром. Однако
эта селекция происходит противоположным образом: если в областях I и III пространственные
спектры колебаний оказываются качественно схожи с АЧХ фильтра связей, в результате чего
с ростом γ подавляются коротковолновые моды (за исключением случая локальных связей),
то в зоне II, наоборот, подавляются преимущественно длинноволновые моды, а длины волн,
соответствующие минимумам АЧХ, сохраняются.

Заключение

Проведенные исследования показали, что система связей между хаотическими отображени-
ями представляет собой линейный волновой фильтр, обладающий пространственно-селективными
свойствами, позволяя существовать пространственным модам с определенными длинами волн
и подавляя другие. Селекция пространственных структур происходит на основе волновой ха-
рактеристики фильтра связей, вид которой определяется радиусом действия и величиной связей
между элементами ансамбля. Селективные свойства наглядно проявляются в режиме развитого
пространственно-временного хаоса. В этом случае пространственный спектр колебаний качествен-
но соответствует волновой характеристике фильтра связей. Между спектром и формой волновой
характеристики существует также и количественное соответствие: расположение минимумов и
максимумов в пространственных спектрах приходится на те же длины волн, что и соответствую-
щие экстремумы волновой характеристики. Тем не менее полное соответствие между ними не
наблюдается: селективные свойства в нелинейной системе проявляются существенно сильнее,
чем в соответствующем линейном фильтре связей.

В ходе численного моделирования ансамбля логистических отображений выяснилось, что
между динамикой ансамблей с локальными и нелокальными связями существует характерное
качественное различие. Оно проявляется в области сильной связи. В этом случае рост силы
нелокальных связей ведет к подавлению коротких волн и постепенному переходу к режиму полной
синхронизации, а рост локальных связей ведет к пространственно-временной перемежаемости
между длинноволновыми и коротковолновыми кластерами. При этом переход к синхронизации
не происходит.

Помимо однородного пространственно-временного хаоса в небольшом интервале связи в
ансамбле наблюдаются диссипативные структуры. Здесь также проявляются селективные свойства
сети, но «в обратную сторону»: максимумам в характеристике фильтра связей соответствуют
минимумы в распределении энергии колебаний по длинам волн. Поэтому в области диссипативных
структур доминирующими становятся моды с малой длиной волны.
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