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Аннотация. Целью работы является обнаружение и изучение особенностей динамики вязкой жидкости, испыты-
вающей периодические по времени воздействия, не имеющие выделенного направления в пространстве, в воз-
можно более простых гидромеханических условиях (способных обеспечить нетривиальное поведение жидкости).
Методы. Использованы аналитические методы исследования краевых задач для уравнений Навье–Стокса и неразрыв-
ности — метод возмущений, метод Фурье. Результаты. Поставлена и решена новая задача о течении вязкой жидкости.
Гидромеханическая система состоит из несжимаемой вязкой жидкости и движущейся абсолютно твердой стенки,
оказывающей на жидкость периодические воздействия. Обнаружена новая особенность динамики вязкой жидкости,
состоящая в том, что в простейших гидромеханических условиях жидкость на фоне колебаний (в среднем по времени)
совершает движение нового типа — стационарное, затухающее с расстоянием от стенки движение, характеризующееся
наличием слоистой структуры. Заключение. Полученные результаты могут использоваться, в частности, в научном
поиске подходов к управлению гидромеханическими системами, при разработке методов организации заданных
течений жидких сред.
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Abstract. Purpose of the work is the revealing and the researching of peculiarities of the dynamics of a viscous liquid which
is undergoing by periodic in time influences possessing no predominant direction in space under possible simplest hydro-
mechanical conditions (which are able to provide non-trivial behavior of the liquid). Methods. The analytic investigational
methods for boundary problems for Navier–Stokes and continuity equations are used that are the method of perturbations, the
method of Fourier. Results. A new problem on the flow of a viscous liquid is formulated and solved. The hydro-mechanical
system consists of an incompressible viscous liquid and a moving absolutely solid wall which creates periodic influences
to the liquid. A new peculiarity of the viscous liquid dynamics is revealed consisting in that in simplest hydro-mechanical
conditions the liquid in the background of oscillations (in average of time) performs a motion of a new type — a stationary
fading with the distance from the wall motion which is characterized by the presence of a laminate structure. A physical
interpretation of the formulation of the problem under consideration is given. Conclusion. The obtained results can be used in
particular in a scientific search of ways to control hydro-mechanical systems, under a developing methods of a creation of
prescribed flows of liquid media.
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Введение

Периодические по времени воздействия, процессы чрезвычайно широко и разнообразно
представлены в природе и технике. Периодическим (колебательным, вибрационным) воздей-
ствиям могут подвергаться, в частности, гидромеханические системы. Изучению динамики
гидромеханических систем при периодических воздействиях посвящено значительное число
работ (см., например, [1–30], а также [31–57]). К настоящему времени в данном научном направ-
лении получен ряд содержательных результатов, выявлены новые гидромеханические эффекты,
значительно повышен уровень понимания особенностей динамики гидромеханических систем.
В частности, обнаружены эффекты парадоксального поведения твердого включения в вибрирую-
щей жидкости [1,2,7,21,31–34,42], «самопроизвольного» перехода твердого тела в колеблющейся
вязкой жидкости в положение с заданной ориентацией в пространстве [19], преимущественно
однонаправленного вращения твердого тела и вязкой жидкости [22]. Установлено наличие «разре-
шенных» и «запрещенных» состояний подвергающейся периодическим по времени воздействиям
гидромеханической системы, для которых решение задачи о движении системы соответственно
существует и не существует [15]. Обнаружен эффект «левитации» жидкости [29, 52]. Построе-
на математическая модель гидромеханического аналога «маятника Капицы» [12, 58]. Введены
основополагающие понятия однородных и неоднородных колебаний жидкости, определены
количественные характеристики неоднородности колебаний жидкости [5, 7, 11, 21]. Доказано
существование явления преимущественно однонаправленного движения сжимаемых включе-
ний в вибрирующей жидкости [3, 4, 7, 21, 36, 44]. Результаты, получаемые в рассматриваемом
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научном направлении, могут представлять, в частности, существенный прикладной интерес
(см. в связи с этим, например, [35, 53–57]).

В настоящей работе поставлена и решена новая задача о движении вязкой жидкости, порож-
даемом оказываемыми на жидкость периодическими воздействиями, не имеющими выделенного
направления в пространстве. Установлено, что периодические по времени воздействия на жид-
кость могут приводить к среднему по времени движению жидкости, которое характеризуется
наличием пространственной структуры периодического типа.

1. Постановка задачи
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Рис. 1. Гидромеханическая система

Fig. 1. The hydro-mechanical system

Имеется гидромеханическая система, со-
стоящая из вязкой несжимаемой жидкости и
абсолютно твердого тела (стенки) η (рис. 1).
Тело η ограничено плоскостью Γη, перпенди-
кулярной к оси 𝑋 инерциальной прямоуголь-
ной системы координат 𝑋,𝑌, 𝑍 и пересека-
ющейся с осью 𝑋 в точке 𝑋 = 𝐴. Жид-
кость заполняет область Ω: 𝐴 < 𝑋 < ∞,
−∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.
Стенка η совершает поступательное движе-
ние вдоль осей 𝑋,𝑌 ; координата 𝐴 и ско-
рость 𝑈 движения стенки η в направле-
нии оси 𝑌 заданным образом периодиче-
ски с периодом 𝑇 изменяются со временем
𝑡 (𝐴 = ̂︀𝐴 sin 2π𝑡/𝑇 ; 𝑈 = ̂︀𝑈 sin(2π𝑡/𝑇 +
+ 3); ̂︀𝐴 > 0, ̂︀𝑈 > 0 — постоянные;
3 — параметр, который может иметь значения
π/4, −π/4, 3π/4, −3π/4).

Требуется определить периодическое по
времени движение жидкости.

Пусть τ = 𝑡/𝑇 ; 𝑥 = 𝑋/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑦 =
= 𝑌/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝜀 = ̂︀𝐴/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑎 = 𝐴/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑢 =
= 𝑈/̂︀𝑈 ;V, ρ и ν — соответственно ско-
рость, плотность и кинематический коэффициент вязкости жидкости; v = V/̂︀𝑈 =
= 𝑣𝑥(𝑥, τ)e𝑥 + 𝑣𝑦(𝑥, τ)e𝑦 (e𝑥 и e𝑦 — единичные векторы, направления которых совпадают с
направлениями осей соответственно 𝑋 и 𝑌 ); 𝑃 — давление в жидкости; 𝑝 = 𝑃/(ρ̂︀𝑈2) = 𝑝(𝑥, τ);
𝑅𝑒 = ̂︀𝑈2𝑇/ν — число Рейнольдса.

Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье—Стокса, уравнение неразрывно-
сти и условия на границе Γη и на бесконечности

𝜕v

𝜕τ
+ (v · ∇)v = −∇𝑝+

1

𝑅𝑒
∆v в Ω; (1)

∇ · v = 0 в Ω; (2)

v =
𝑑𝑎

𝑑τ
e𝑥 + 𝑢e𝑦 на Γη (при 𝑥 = 𝑎); (3)

v → 𝑑𝑎

𝑑τ
e𝑥 при 𝑥 → ∞. (4)
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2. Решение задачи

Уравнение (2) эквивалентно уравнению

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

= 0; (5)

Согласно (5) имеем
𝑣𝑥 = 𝑣𝑥(τ). (6)

Из (3), (4), (6) следует
𝑣𝑥 = 2π𝜀 cos 2πτ. (7)

Уравнение (1) эквивалентно уравнениям

𝑑𝑣𝑥
𝑑τ

= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
; (8)

𝜕𝑣𝑦
𝜕τ

+ 𝑣𝑥
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

; (9)

Из (7), (8) следует
𝑝 = 4π2𝜀(sin 2πτ)𝑥+ 𝑐(τ). (10)

Отметим, что в задаче о движении жидкости (в задаче (1)–(4)) отсутствуют какие-либо
граничные условия, которым должно удовлетворять (безразмерное) давление 𝑝.

Согласно (3), (4), (7), (9) имеем

𝜕𝑣𝑦
𝜕τ

+ 2π𝜀(cos 2πτ)
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

в Ω; (11)

𝑣𝑦 = 𝑢 при 𝑥 = 𝑎; (12)

𝑣𝑦 → 0 при 𝑥 → ∞. (13)

Будем рассматривать задачу (11)–(13) при малых по сравнению с единицей значениях 𝜀.
Применим метод разложения по степеням малого параметра [59, 60]. Предположим, что

𝑣𝑦 ∼ 𝑣0 + 𝜀𝑣1 при 𝜀 → 0. (14)

Используя (11)–(14), в 𝜀𝑁 -приближении (𝑁 = 0, 1) получим

𝜕𝑣𝑁
𝜕τ

− 1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑥2

= −2𝑁π(cos 2πτ)
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

в Ω̄; (15)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)𝑢−𝑁(sin 2πτ)
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

при 𝑥 = 0; (16)

𝑣𝑁 → 0 при 𝑥 → ∞, (17)

где Ω̄ — область 0 < 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.

Пусть 𝑁 = 0. Задача (15)–(17) имеет решение

𝑣0 = Imag
(︀
𝑒𝑖3𝑒−𝑞𝑥𝑒2π𝑖τ

)︀
. (18)

Здесь 𝑞 = (1 + 𝑖)
√
π𝑅𝑒.
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Пусть 𝑁 = 1. Задача (15)—(17) имеет решение

𝑣1 = 𝑣 + 𝑣, (19)

где

𝑣 =
1

2
Real

(︀
𝑒𝑖3𝑞𝑒−𝑞𝑥

)︀
, 𝑣 = −1

2
Real

(︀
𝑒𝑖3𝑞𝑒−𝑞𝑥𝑒4π𝑖τ

)︀
.

Формулами
v = 𝑣𝑥e𝑥 + (𝑣0 + 𝜀𝑣1)e𝑦 (20)

и (7), (10), (18), (19) определяется приближенное решение задачи (1)–(4).
Обратимся к вопросу о среднем по времени движении жидкости. Используя (7), (18)–(20),

получим

⟨v⟩ = 𝜀𝑣e𝑦 =
𝜀λ√
2
𝑒−λ𝑥 cos(λ𝑥− 3− π/4) e𝑦 в Ω̄′. (21)

Здесь

⟨...⟩ =
∫︁ τ+1

τ
... 𝑑τ′

— оператор усреднения по (безразмерному) времени τ (действие данного оператора на периодиче-
скую функцию времени τ — безразмерную скорость v — состоит в том, что он сохраняет среднее
значение функции неизменным и «преобразует» в нуль все ее остальные «составные части»;
результатом действия данного оператора на периодическую функцию τ — скорость v — является
средняя по времени τ безразмерная скорость жидкости); λ =

√
π𝑅𝑒 ; Ω̄′ — полупространство

0 ⩽ 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.
Формула (21), в частности, свидетельствует о наличии эффекта, состоящего в том, что в рас-

сматриваемых гидромеханических условиях на фоне колебаний жидкость совершает стационарное
движение.

Остановимся на описании свойств среднего по времени движения жидкости. Согласно (21)
в полупространстве Ω̄′ на фоне колебаний имеет место следующее.

1. Если 3 = π/4 (рис. 2, a), то на плоскостях 𝑃𝑘 : 𝑥 = 𝑥𝑘 = 𝑘π/λ, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ <
𝑍 < ∞ (𝑘 = 0, 1, 2, ...) скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 (𝑙 = 1, 2, ...) область,
занимаемая жидкостью, разбивается на слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (−∞ < 𝑌 < ∞,−∞ < 𝑍 < ∞);
толщина каждого слоя 𝐿𝑙 составляет 𝑥𝑙 − 𝑥𝑙−1 = π/λ; направление скорости жидкости в каждом
слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению вектора e𝑦; в слое
𝐿1 жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением вектора e𝑦; направление
скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости жидкости в слое
𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑙 на плоскости 𝑃 *

𝑙 : 𝑥 = 𝑥*𝑙 = (𝑙 − 3/4)π/λ модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет
максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑙 ).

2. Если 3 = −π/4 (рис. 2, b), то на плоскостях 𝑃𝑙 : 𝑥 = 𝑥𝑙 = (𝑙 − 1/2)π/λ (𝑙 = 1, 2, ...)
скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 область, занимаемая жидкостью, разбивается на
слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (𝑥0 = 0); толщина слоя 𝐿1 : 0 < 𝑥 < 𝑥1 составляет 𝑥1 = π/(2λ); толщина
каждого слоя 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) составляет 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1 = π/λ; направление скорости жидкости
в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению
вектора e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением вектора e𝑦;
направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости
жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) на плоскости 𝑃 *

𝑚 : 𝑥 = 𝑥*𝑚 = (𝑚− 5/4)π/λ
модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑚); в слое 𝐿1 максимум
| ⟨v⟩ | отсутствует, наибольшее значение модуля скорости | ⟨v⟩ | достигается на плоскости 𝑃0 :
𝑥 = 𝑥0 = 0 и составляет 𝜀λ /

√
2.
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Рис. 2. Фрагменты качественной картины среднего по времени движения жидкости при различных значениях парамет-
ра 3

Fig. 2. Fragments of the qualitative picture of the average in time liquid motion under various values of the parameter 3

3. Если 3 = 3π/4 (рис. 2, c), то на плоскостях 𝑃𝑙 : 𝑥 = 𝑥𝑙 = (𝑙 − 1/2)π/λ (𝑙 = 1, 2, ...)
скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 область, занимаемая жидкостью, разбивается на
слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (𝑥0 = 0); толщина слоя 𝐿1 : 0 < 𝑥 < 𝑥1 составляет 𝑥1 = π/(2λ); толщина
каждого слоя 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) составляет 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1 = π/λ; направление скорости жидкости
в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению вектора
e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении, противоположном направлению вектора e𝑦;
направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости
жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) на плоскости 𝑃 *

𝑚 : 𝑥 = 𝑥*𝑚 = (𝑚− 5/4)π/λ
модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑚); в слое 𝐿1 максимум
| ⟨v⟩ | отсутствует, наибольшее значение модуля скорости | ⟨v⟩ | достигается на плоскости 𝑃0 :
𝑥 = 𝑥0 = 0 и составляет 𝜀λ/

√
2.

4. Если 3 = −3π/4 (рис. 2, d), то на плоскостях 𝑃𝑘 : 𝑥 = 𝑥𝑘 = 𝑘π/λ (𝑘 = 0, 1, 2, ...)

скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 (𝑙 = 1, 2, ...) область, занимаемая жидкостью,
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разбивается на слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙; толщина каждого слоя 𝐿𝑙 составляет 𝑥𝑙 − 𝑥𝑙−1 =

= π/λ; направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора
e𝑦 или противоположно направлению вектора e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении,
противоположном направлению вектора e𝑦; направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1

противоположно направлению скорости жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑙 на плоскости 𝑃 *
𝑙 :

𝑥 = 𝑥*𝑙 = (𝑙 − 3/4)π/λ модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑙 ).
Формула (21) и все описанные в пунктах 1–4 свойства среднего по времени движения

жидкости имеют место для любого значения числа Рейнольдса 𝑅𝑒 > 0.
Отметим, что несмотря на различия (толщина первого слоя, направление движения жид-

кости в слое), все рассмотренные течения жидкости (в каждый промежуток времени, вновь
и вновь) порождаются и поддерживаются воздействиями, периодическими во времени, и при
этом — вследствие этого — имеют стационарную структуру, стационарное «почти» периодическое
строение в пространстве. Содержание данного положения (основанного на формуле (21)) может
быть кратко выражено следующим образом: периодичекая структура во времени способна по-
рождать и сохранять (поддерживать) стационарную структуру в пространстве. Наряду с данным
моментом существенный интерес представляет также то, что обнаруженная стационарная про-
странственная структура движения жидкости является «почти» периодической (периодической
с точностью до наличия затухания движения жидкости с возрастанием расстояния от источника
воздействий — движущейся стенки). Согласно (21) (и изложенному в пунктах 1–4) затухание
движения жидкости с возрастанием расстояния от стенки тем слабее, и при этом толщины слоев
однонаправленного среднего по времени движения жидкости тем больше, чем меньше значение
числа Рейнольдса 𝑅𝑒 > 0.

Заключение

В настоящей работе содержатся новые результаты в изучении динамики вязкой жидкости
при периодических по времени воздействиях, характеризующихся отсутствием выделенного
направления в пространстве. Рассмотрена задача о движении вязкой жидкости, граничащей
с твердым телом, оказывающим на жидкость периодические воздействия. Выявлены новые
особенности среднего движения жидкости.

Присутствующие в данной работе и в ряде других исследований (см., например, [25–27,
29,30]) периодические по времени воздействия, характеризующиеся отсутствием выделенного
направления в пространстве, представляют интерес, в частности, ввиду того, что при таких воздей-
ствиях на гидромеханические системы (в среднем по времени) каждое частичное периодическое
воздействие (например, воздействие на жидкость, связанное с движением стенки η вдоль оси 𝑋

(или вдоль оси 𝑌 ) в задаче (1)–(4)) является нулевым, «отсутствует»; в среднем по времени «ниче-
го не происходит» (например, стенка η «стоит на месте»), но свободные части гидромеханических
систем (части систем, движение которых не задано) совершают среднее движение. Причиной
эффектов среднего движения свободных частей систем является согласованность (друг с другом)
воздействий, оказываемых на системы, что находится в непосредственной связи с принципом
среднего движения [7, 21, 25, 26, 30, 61].

Полученные результаты, в частности, могут использоваться в качестве теоретической осно-
вы при организации направленных экспериментальных исследований нетривиальной динамики
жидкости при периодических воздействиях. Результаты работы указывают на наличие принци-
пиальной возможности эффективного использования периодических воздействий, не имеющих
выделенного направления в пространстве, для создания заданных течений жидкости и управления
движением жидких сред.
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