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Аннотация. Цель работы. Изучение возможности возникновения экономических колебаний на основе модели про-
изводственной сети с кооперативными и конкурентными типами связей. В качестве элемента сети рассматривается
модель производства в виде типовой системы автоматического управления добавленной стоимостью — переменной,
определяющей прибыльность производства. Методы. Качественно-численные методы теории нелинейных динамиче-
ских систем. Результаты. Моделирование нелинейной динамики малых ансамблей связанных элементов-производств
указывает на существенную роль связей. В частности, введение антагонистических (конкурентных) связей приводит
к возникновению регулярных и нерегулярных экономических колебаний (циклов).
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Abstract. Purpose of the work is to research the phenomenon of the self-oscillation of the economic cycles for the model
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network there are considered the typical system of automatic control of the added value, which determines the profitability
of production. Methods. The research methods of the theory of nonlinear dynamic systems. Results. Modeling of nonlinear
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Введение

Современная прикладная нелинейная динамика изучает процессы и системы, обладаю-
щие экстремальной сложностью. Эти задачи затрагивают не только технические, физические,
химические, но также биологические и социоэкономические приложения. Проблемы динамики
экономических систем в значительной степени связаны с изучением экономических колебаний —
циклов и в первую очередь с их происхождением [1–4]. В настоящей работе рассматривается
модельная динамика производственной сети, состоящей из нелинейных элементов — производств,
связанных как кооперативными, так и антагонистическими (конкурентными) связями. На при-
мере малого ансамбля связанных элементов-производств изучается влияние характера связей
на возможность возникновения колебаний суммарного выпуска продукции в сети, то есть на
возникновение экономических колебаний.

Работа организована следующим образом. В разделе 1 даны краткие сведения об эко-
номических циклах. В разделе 2 предложена модель отдельного производства как элемента
производственной сети. В разделах 3, 4 представлены результаты численных экспериментов
для изучения динамики ансамблей из двух и трех связанных производств. В Заключении даны
выводы.

1. Экономические циклы

Анализ развития экономики разных стран разными экономистами (Дж. Кейнс, П. Самуэль-
сон, М. Фридман и др.) позволил получить вывод о том, что для рыночной экономики характерны
нестабильность и наличие нерегулярных колебаний объемов производств, инфляции, занятости.
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Установлено, что после экономического подъема всегда следует снижение экономической ак-
тивности, что свидетельствует о цикличности рыночной экономики. Нерегулярные колебания —
повторяющиеся подъемы и спады в экономике [5], осуществляющиеся около некоторого долго-
срочного тренда, характеризуют базовое явление рыночной экономики — экономические циклы
(деловые циклы, бизнес-циклы). Обычно различают четыре фазы (стадии) экономического цикла:
подъем (расширение, expansion), пик (бум, peak), спад (сжатие, рецессия, кризис, contraction), дно
(депрессия, застой, trough). Для определения этих фаз используются различные экономические
показатели, такие как ВВП (валовый внутренний продукт), уровень занятости, объем прибыли
предприятий и др., а также их совокупный (композитный) показатель — индекс бизнес-цикла [6].

На сегодняшний день известно множество теорий, изучающих причины возникновения эко-
номических циклов. Эти теории опираются как на эндогенные (внутренние), так и на экзогенные
(внешние) факторы, к которым можно отнести природные катастрофы, социальные потрясения,
технологические инновации и др. Однако следует признать, что сколь-нибудь убедительной
общей теории экономических циклов сегодня не существует, как нет и единой точки зрения
на причины, порождающие эти циклы [7, 8]. Отметим, что объем фактического ВВП является
наиболее важным экономическим показателем, определяющим экономический цикл, а некоторые
авторы, в частности [9], допускают прямое отождествление колебаний уровня экономической
активности с изменениями объема фактического ВВП [8]. Для подсчета ВВП используются
несколько методов, в частности метод добавленной стоимости (производственный). Добавленная
стоимость — это разница между стоимостью произведенного товара (услуги) и стоимостью
материалов, затраченных на его (её) производство, то есть это часть стоимости продукции,
добавленная непосредственно самим предприятием. Суммирование добавленных стоимостей по
всем производствам на уровне страны позволяет получить величину ВВП за рассматриваемый
интервал времени.

Таким образом, задачу изучения причин, порождающих экономические колебания (деловые
циклы), в принципе, можно свести к изучению некой динамической модели производственной
сети связанных между собой динамических элементов — производств, допускающей оценку
суммарной добавленной стоимости по всей сети (то есть ВВП) и анализ динамики изменения
ВВП от времени в зависимости от различных параметров сети и связей элементов в сети, что
в итоге может позволить изучить на такой модели условия возникновения деловых циклов.
Перейдем далее к построению такой модели.

2. Производственная модель

Будем рассматривать модель производственной сети как модель связанных между собой
динамических элементов — производств. Для каждого производства, как элемента сети, будем
рассматривать простую модель, характеризуемую только одной переменной, определяющей
прибыльность производства, а именно добавленной стоимостью. В качестве базовой модели
такого производства будем рассматривать типовую систему автоматического управления. Подход
к описанию динамического поведения различных технических, биологических, социальных
и других объектов как систем автоматического управления не является новым, и в литературе
можно найти много примеров использования такого подхода, в частности [10, 11].

Модель производства, функционирующего как система автоматического управления, показа-
на на рис. 1. Опишем динамику этой системы аналогично тому, как это сделано в [10]. Здесь 𝐸 —
объект управления, оценщик (Estimator), вырабатывающий на выходе оценку текущего значения ве-
личины добавленной стоимости 𝑉𝐶(𝑡). На вход системы поступает сигнал 𝑉𝑆(𝑡) — установленное
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Рис. 1. Модель производства как система автоматического регулирования

Fig. 1. Production model as a system of automatic regulation

заранее плановое значение величины добавленной стоимости. Далее для упрощения будем счи-
тать 𝑉𝑆(𝑡) постоянной величиной на рассматриваемых временных интервалах, а внешний шум
отсутствующим. Дискриминатор 𝐷 сравнивает сигналы 𝑉𝐶(𝑡) и 𝑉𝑆(𝑡), сигнал 𝑈𝐷 с выхода 𝐷

проходит через фильтр 𝐹 , который устраняет высокочастотные (мелкомасштабные) флуктуации.
Сигнал 𝑈𝐹 с выхода фильтра 𝐹 поступает на управитель 𝐶, который воздействует на активный
элемент 𝐸, изменяя оценочное значение 𝑉𝐶(𝑡) в сторону сближения с 𝑉𝑆(𝑡).

Уравнение, описывающее динамику системы автоматического управления, можно получить,
написав уравнения для каждого элемента системы. Сигнал на выходе оценщика можно записать
в виде

𝑉𝐶 = 𝑉 0
𝐶 + ∆𝑉, (1)

где 𝑉 0
𝐶 — оценка величины добавленной стоимости в начальный момент времени при разомкнутой

цепи управления, ∆𝑉 — изменение величины оценки под действием управителя 𝐶.
В предположении линейности и безынерционности управителя его уравнение можно

записать в виде

∆𝑉 = −𝑆𝑈𝐹 , (2)

где 𝑆 — крутизна характеристики управителя, а знак «минус» означает, что текущее значение 𝑉𝐶

смещается управителем в сторону сближения с 𝑉𝑆 .
Уравнение для фильтра 𝐹 записывается с использованием передаточной функции 𝐾(𝑝):

𝑈𝐹 = 𝐾(𝑝)𝑈𝐷. (3)

Уравнение для дискриминатора 𝐷 имеет вид

𝑈𝐷 = 𝐸Φ(𝑉𝐶 − 𝑉𝑆), (4)

где 𝐸 — некоторая контрольная величина выходного сигнала дискриминатора, Φ(𝑉𝐶 − 𝑉𝑆) —
нелинейность дискриминатора.

Введем обозначения: текущая разница оценочного и планового значения добавленной
стоимости 𝑉 = 𝑉𝐶 − 𝑉𝑆 , параметр σ = 𝑆𝐸 — контрольная поправка выходного значения
величины добавленной стоимости из-за действия цепи управления, безразмерная разница оценоч-
ного и планового значений добавленной стоимости 𝑥 = 𝑉/σ, безразмерная начальная разница
γ = (𝑉 0

𝐶 − 𝑉𝑆)/σ. С учетом введенных обозначений из (1)–(4) получаем динамическую модель
производства в операторной форме

𝑥+𝐾(𝑝)Φ(𝑥) = γ, 𝑝 ≡ 𝑑/𝑑𝑡. (5)
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Учтем инерционность цепи управления модели (5) в форме 𝐾(𝑝) = (1 + 𝑎𝑝)−1 и, введя безраз-
мерное время τ = 𝑡/𝑎, получим из (5) в предположении постоянства γ уравнение

𝑑𝑥

𝑑τ
+ 𝑥+Φ(𝑥) = γ. (6)

Нелинейность дискриминатора логично представить однопараметрической функцией с насыщением

Φ(𝑥) = 𝑏𝑥/(1 + |𝑏𝑥|) (7)

или со спадающим участком
Φ(𝑥) = 2𝑏𝑥/(1 + 𝑏2𝑥2). (8)

Наличие участка насыщения на характеристике дискриминатора представляется вполне естествен-
ным допущением. Что касается наличия спадающего участка характеристики дискриминатора,
то такой участок можно интерпретировать некой нереалистичностью больших управляющих
сигналов с выхода дискриминатора и связанным с этим недоверием к ним.

Далее в численных экспериментах будем принимать в (8) параметр 𝑏 ⩽ 4. Динамика моде-
ли (6) при сделанных предположениях определяется [12] единственным устойчивым состоянием
равновесия 𝑂(𝑥*), координата которого 𝑥 = 𝑥* находится из уравнения

Φ(𝑥) = γ− 𝑥. (9)

Заметим, что координата 𝑥 = 𝑥* в случае нелинейности (8) может располагаться как на вос-
ходящем участке нелинейности Φ(𝑥), так и на спадающем, это не сказывается на устойчиво-
сти состояния равновесия. При 𝑥* > 0 производство считаем доходным, при 𝑥* < 0 считаем
убыточным.

Здесь уместно следующее замечание. В операторной модели (5) введением различных 𝐾(𝑝)

можно учесть инерционности и запаздывания реального производства. В этом случае система
дифференциальных уравнений, соответствующая модели (5), может иметь высокий порядок и до-
пускать наличие автоколебательных режимов, в результате которых будут иметь место регулярные
или хаотические колебания выходной переменной — добавленной стоимости 𝑥(τ). Инерционности
и задержки при управлении производством могут быть вызваны, в частности, технологическими
особенностями или дефектами управления на данном производстве. Изучение особенностей
динамики производства, вызванных инерционностями цепей управления, лежит вне целей данной
работы. Здесь предполагается сделать акцент на изучении влияния связей между производствами
на динамику сети. С учетом этого обстоятельства далее будет рассматриваться динамика малых ан-
самблей из двух, трех связанных элементов-производств, где для описания отдельных производств
будет использоваться модель (6) в форме дифференциального уравнения первого порядка, имею-
щая предельно простую динамику — единственное устойчивое состояние равновесия. Модели
ансамблей из двух и трех связанных производств представляются нелинейными динамическими
системами, определенными в двух и трехмерном фазовых пространствах. Изучение динамики
этих моделей проведено путем анализа особых траекторий (состояний равновесия, сепаратрис,
предельных циклов) и их бифуркаций с применением комплекса программ ДНС [13].

3. Ансамбль из двух связанных производств

Рассмотрим взаимодействие двух производств. Сфокусируем дальнейший анализ на изуче-
нии влияния связей на динамику взаимодействующих систем. Исходя из этого, сделаем упрощения:
будем считать, что для обеих систем плановые значения 𝑉𝑆1 = 𝑉𝑆2 = 𝑉𝑆 одинаковы, нелинейности
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дискриминаторов идентичны, инерционности цепей управления 𝐾1(𝑝) = 𝐾2(𝑝) = 𝐾(𝑝) =

= (1 + 𝑎𝑝)−1 одинаковы, параметр σ1 = σ2 = σ. Тогда динамика двух связанных (путем обмена
управляющими сигналами) систем будет описываться уравнениями

𝑑𝑥1
𝑑τ

+ 𝑥1 +Φ(𝑥1) = γ1 + δ21Φ(𝑥2), (10)

𝑑𝑥2
𝑑τ

+ 𝑥2 +Φ(𝑥2) = γ2 + δ12Φ(𝑥1).

Здесь δ21 — коэффициент связи от второй системы к первой, δ12 коэффициент связи от первой
системы ко второй. Будем далее рассматривать кооперативные и конкурентные (антагонистиче-
ские) связи. Для примера возьмем два однонаправленно связанных производства П1 и П2, пусть
П2 воздействует на П1. Считаем оба производства доходными, то есть значения 𝑥*1 > 0 и 𝑥*2 > 0.
Если действие доходного П2 на П1 ведет к увеличению доходности П1, то такую связь логично
называть кооперативной. Если действие доходного П2 на П1 ведет к уменьшению доходности
П1 или переходу его в убыточные, то такую связь называют конкурентной (антагонистической).
Таким образом, в случае доходных производств при положительных знаках коэффициентов связей
δ12, δ21 взаимодействие между системами носит кооперативный характер, при отрицательных
δ12, δ21 взаимодействие носит антагонистический характер. Связь будем называть сильной, если
модуль параметра связи больше единицы, слабой — в противном случае.

Координаты 𝑥*1 и 𝑥*2 устойчивого состояния равновесия определяют соответственно зна-
чения добавленной стоимости первого и второго производства, а сумма 𝑆 = 𝑥*1 + 𝑥*2 отражает
величину равновесного совокупного валового продукта двух связанных производств. В ансамбле
связанных производств величины добавленных стоимостей и совокупного валового продукта
обусловливаются как состояниями взаимодействующих производств, так и параметрами связей.
Влияние соседней системы на значение добавленной стоимости 𝑥*1 зависит от состояния 𝑥*2
соседней системы. Если значение 𝑥*2 > 0, то кооперативная связь улучшает достигаемое значение
добавленной стоимости, если же 𝑥*2 < 0, то ухудшает. В случае антагонистической связи ситуация
меняется на противоположную. Здесь наблюдается положительный эффект при 𝑥*2 < 0 и отрица-
тельный при 𝑥*2 > 0. Рис. 2 иллюстрирует описанные выше ситуации: линии 1 соответствуют
случаю, когда 𝑥*1 > 0, 𝑥*2 > 0, линии 2 — 𝑥*1 > 0, 𝑥*2 < 0.
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.a b
Рис. 2. Зависимости добавленных стоимостей 𝑥*

1 (сплошные линии), 𝑥*
2 (пунктирные линии) (a) и величины рав-

новесного совокупного валового продукта 𝑆 = 𝑥*
1 + 𝑥*

2 (b) от параметра связи δ21 для нелинейности (7) при
γ1 = 0.5, γ2 = 0.2, δ12 = 0.5 — линии 1; γ1 = 0.5, γ2 = −0.3, δ12 = 0.5 — линии 2 (цвет онлайн)

Fig. 2. Dependences of added values 𝑥*
1 (solid lines), 𝑥*

2 (dashed lines) (a) and the value of the equilibrium aggregate gross
product 𝑆 = 𝑥*

1 + 𝑥*
2 (b) on the link parameter 𝑘21 for nonlinearity (7) with γ1 = 0.5, γ2 = 0.2, δ12 = 0.5 — lines 1;

γ1 = 0.5, γ2 = −0.3, δ12 = 0.5 — lines 2 (color online)
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Система (10) инвариантна относительно замен Λ1 : (γ1, γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (−γ1,−γ2,
δ21, δ12,−𝑥1,−𝑥2), Λ2 : (γ1, γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (−γ1, γ2,−δ21,−δ12,−𝑥1, 𝑥2), Λ3 : (γ1,
γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (γ1,−γ2,−δ21,−δ12, 𝑥1,−𝑥2), поэтому достаточно рассмотреть динамику
ансамбля, когда обе связи кооперативные и когда одна связь антагонистическая, другая коопера-
тивная, например, δ21 < 0, δ12 > 0.

3.1. Динамика модели двух производств с нелинейностью с насыщением. Изучение
равновесных состояний модели (10) можно провести путем анализа главных изоклин с последу-
ющим вычислением индекса Пуанкаре в точках их пересечения для определения типа особой
точки. В результате установлено, что при сильных кооперативных связях при нулевых значе-
ниях γ1 = 0, γ2 = 0 и 1 < 𝑏 ⩽ 4 модель (10) имеет три состояния равновесия, два из которых
устойчивые, и одно седло. Представление о размерах и расположении областей существования
трех состояний равновесия модели (10) в пространстве параметров дает рис. 3. На нем области
существования трех состояний равновесия отмечены серым цветом разной интенсивности в зави-
симости от значений фиксированных параметров модели. Из представленных картин следует, что
режим бистабильного поведения в модели (10) реализуется при кооперативных связях, когда хотя
бы одна связь сильная. Область существования бистабильного режима размещается в области
малых значений γ. В случае конкурентных связей δ21 · δ12 < 0 в фазовом пространстве модели
(10) имеет место одно устойчивое состояние равновесия, в численных экспериментах режимы
бистабильного поведения не выявлены.

.

.

.

.

. . . .

.....

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.....

.

.

.

.

.

a b c

Рис. 3. Области существования трех состояний равновесия модели (10) с нелинейностью (7) при δ21 = 1.7, δ12 = 2.3,
𝑏 = 4.0, 2.0, 1.1 (a); γ1 = 0, 𝑏 = 4.0, δ12 = 2.3, 1.8, 1.3, 1.05 (b); γ1 = γ2 = 0, 0.5, 1.0, 𝑏 = 4.0 (c)

Fig. 3. Regions of existence of three equilibrium states of model (10) with nonlinearity (7) when δ21 = 1.7, δ12 = 2.3,
𝑏 = 4.0, 2.0, 1.1 (a); γ1 = 0, 𝑏 = 4.0, δ12 = 2.3, 1.8, 1.3, 1.05 (b); γ1 = γ2 = 0, 0.5, 1.0, 𝑏 = 4.0 (c)

3.2. Динамика модели двух производств с нелинейностью со спадающим участком.
Отличительной особенностью нелинейности (8) является наличие спадающего участка, что
приводит к существованию у модели (5) при 𝑏 > 4 трех состояний равновесия.

Мы рассмотрели пограничное значение 𝑏 = 4, когда в системе (5) существует лишь одно
состояние равновесия. Несмотря на то, что исходная модель (5) с нелинейностью (8) содержит
лишь одно устойчивое состояние равновесия, при объединении в ансамбль двух таких моделей
рождается система с богатой динамикой. В частности, из анализа поведения главных изоклин
следует, что модель (10) может иметь в фазовом пространстве до семи состояний равновесия.
На рис. 4 приведены структуры плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) при кооперативных
связях, когда обе связи сильные (рис. 4, a), одна связь сильная, другая слабая (рис. 4, b) и
когда обе связи слабые (рис. 4, c). Здесь выделены области с различным количеством состояний
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Рис. 4. Разбиение плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8) на области с различным числом
состояний равновесия при 𝑏 = 4.0, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3 (a); δ21 = 0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = 0.9, δ12 = 0.9 (c) (цвет
онлайн)

Fig. 4. Partitioning the plane (γ1, γ2) of parameters of model (10) with nonlinearity (8) into regions with different numbers of
equilibrium states when 𝑏 = 4.0, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3 (a); δ21 = 0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = 0.9, δ12 = 0.9 (c) (color online)

равновесия, общее число состояний равновесия характеризует цифра, заключенная в кружок. При
этом число устойчивых состояний равновесия растет по мере увеличения общего количества
состояний равновесия и равно 1, 2, 3 и 4 для областей с 1, 3, 5 и 7 состояниями равновесия
соответственно. Из представленных диаграмм следует, что при сильных кооперативных связях
ансамбль демонстрирует высокую мультистабильность в области малых начальных отклонений
γ оценочных значений добавленной стоимости от плановых. Снижение силы связей уменьшает
степень мультистабильности в области малых γ, вплоть до полного исчезновения. При этом при
больших отклонениях γ зоны бистабильного поведения сохраняются.

Возможные фазовые портреты модели (10) с нелинейностью (8) приведены на рис. 5.
Обратим внимание на рис. 5, b и рис. 5, c, где представлены фазовые портреты из области
параметров с пятью состояниями равновесия и близкими значения параметров. Здесь, несмот-
ря на близость параметров, бассейны притяжения состояний равновесия 5 и 7 существенно
различаются. На рис. 5, b стационарный режим, определяемый состоянием равновесия 5, не
может реализовываться при начальных условиях из четвертого квадранта фазовой плоскости,
а на рис. 5, c стационарный режим, определяемый состоянием равновесия 7, не может реализо-
вываться при начальных условиях из второго квадранта. Перераспределение фазовых потоков
к состояниям равновесия 5 и 7 происходит в результате совпадения выходящей сепаратрисы 𝑠
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Рис. 5. Фазовые портреты модели (10) с нелинейностью (8) при δ21=1.7, δ12=2.3, 𝑏=4 γ1=γ2=0 (a);
γ1= −0.4, γ2=0 (b); γ1= −0.5, γ2=0 (c); γ1= −0.9, γ2= −0.7 (d); γ1= −0.95, γ2=0 (e); γ1= −1.1, γ2=0 (f ) (цвет
онлайн)

Fig. 5. Phase portraits of the model (10) with nonlinearity (8) at δ21=1.7, δ12=2.3, 𝑏=4 γ1=γ2=0 (a); γ1= −0.4, γ2=0 (b);
γ1= −0.5, γ2=0 (c); γ1= −0.9, γ2= −0.7 (d); γ1= −0.95, γ2=0 (e); γ1= −1.1, γ2=0 (f ) (color online)

седла 4 и входящей сепаратрисы 𝑟 седла 6. Бифуркационные кривые, отвечающие за образование
гетероклинических траекторий, на рис. 4, a проведены пунктирными линиями.

Представление о структуре плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8)
при конкурентных связях дает рис. 6. На нем приведены картины, когда обе связи сильные
(рис. 6, a), одна связь сильная, другая слабая (рис. 6, b) и когда обе связи слабые (рис. 6, c).

a b c

..........

Рис. 6. Разбиение плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8) на области с различным числом
состояний равновесия при 𝑏 = 4.0, δ21 = −1.83, δ12 = 2.3 (a); δ21 = −0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = −0.9, δ12 = 0.9 (c)
(цвет онлайн)

Fig. 6. Partitioning the plane (γ1, γ2) of parameters of model (10) with nonlinearity (8) into regions with different numbers of
equilibrium states when 𝑏 = 4.0, δ21 = −1.83, δ12 = 2.3 (a); δ21 = −0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = −0.9, δ12 = 0.9 (c) (color
online)
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Рис. 7. Примеры зависимостей величины равновесного совокупного валового продукта 𝑆, рассчитанные по модели (10)
с нелинейностью (8) при 𝑏 = 4, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3, γ2 = 0 (a) и γ2 = 0.7 (b); δ21 = −1.83, δ12 = 2.3, γ2 = −0.5 (c)
и γ1 = 0.2 (d) (цвет онлайн)

Fig. 7. Examples of dependencies of the value of the equilibrium aggregate gross product 𝑆, calculated using the model (10)
with nonlinearity (8) at 𝑏 = 4, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3, γ2 = 0 (a) и γ2 = 0.7 (b); δ21 = −1.83, δ12 = 2.3, γ2 = −0.5 (c) and
γ1 = 0.2 (d) (color online)

Из приведенных картин следует, что области параметров с мультистабильным поведением
ансамбля существуют при наличии хотя бы одной сильной связи, и располагаются они в об-
ласти больших γ. В случае слабых связей ансамбль из двух связанных производств способен
демонстрировать бистабильное поведение, которое также наблюдается при больших γ. Мульти-
стабильное поведение системы (10) приводит гистерезисным явлениям. Примеры неоднозначного
поведения модели двух связанных производств приведены на рис. 7. Здесь сплошные линии
отражают изменение величины равновесного совокупного валового продукта 𝑆, штриховые линии
воспроизводят скачкообразное изменение валового продукта, стрелочки указывают направление
изменения параметра.

Что касается автоколебательных режимов в ансамбле двух связанных производств,
то в процессе численных экспериментов с моделью (10) они не обнаружены.

4. Ансамбль из трех связанных производств

Рассмотрим взаимодействие трех производств (рис. 8). Далее будем считать, что для всех
систем плановые значения 𝑉𝑆1 = 𝑉𝑆2 = 𝑉𝑆3 = 𝑉𝑆 одинаковы, нелинейности дискриминаторов
идентичны, инерционности цепей управления 𝐾1(𝑝) = 𝐾2(𝑝) = 𝐾(𝑝) = (1 + 𝑎𝑝)−1 одинаковы,
параметр σ1 = σ2 = σ3 = σ.
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Рис. 8. Схема взаимодействия трех производств

Fig. 8. Scheme of interaction of three productions

Тогда динамика трех связанных систем будет опи-
сываться уравнениями

𝑑𝑥1
𝑑τ

+ 𝑥1 +Φ(𝑥1) = γ1 + δ21Φ(𝑥2) + δ31Φ(𝑥3),

𝑑𝑥2
𝑑τ

+ 𝑥2 +Φ(𝑥2) = γ2 + δ12Φ(𝑥1) + δ32Φ(𝑥3), (11)

𝑑𝑥3
𝑑τ

+ 𝑥3 +Φ(𝑥3) = γ3 + δ13Φ(𝑥1) + δ23Φ(𝑥2),

где δ𝑖𝑗 — коэффициенты связей от 𝑖-й системы к 𝑗-й.
Ансамбль из трех элементов можно рассматривать как объединение трех пересекающихся

пар: {1, 2}, {1, 3}{2, 3}. Каждая пара, в зависимости от параметров связей, имеет свое разбиение
в плоскости параметров, соответствующих γ.

4.1. Динамика модели трех производств c нелинейностью с насыщением. Возьмем
пару {1, 2} с нелинейностью (7) и параметрами 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, δ12=2.6, δ21 = 4.6.
В этом случае структуру фазового портрета модели (10) определяют три состояния равно-
весия: 𝑂1(𝑥

*
11 = 3.72, 𝑥*21 = 2.04), 𝑂3(𝑥

*
13 = −2.14, 𝑥*23 = −1.02) — устойчивые узлы

и 𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077) — седло. Свяжем пару {1, 2} однонаправленными связями

с третьим элементом при γ3 = 0.54, динамика которого определяется устойчивым состояни-
ем равновесия с координатой 𝑥*3 = 0.16. Сконструированный таким образом ансамбль насле-
дует структуру фазового пространства модели пары {1, 2}. В случае кооперативных связей
δ13 = 0.75, δ23 = 4.6 структура фазового портрета модели (11) определяется устойчивыми со-
стояния равновесия 𝑂1(𝑥

*
11=3.72, 𝑥*21=2.04, 𝑥*31=2.71), 𝑂3(𝑥

*
13=−2.14, 𝑥*23=−1.02, 𝑥*33=−1.42)

и седлом 𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077, 𝑥*32 = −0.08). При антагонистических связях

δ13 = −0.75, δ23 = −4.6 модель (11) также имеет два устойчивых состояния равновесия
𝑂1(𝑥

*
11 = 3.72, 𝑥*21 = 2.04, 𝑥*31 = −1.68), 𝑂3(𝑥

*
13 = −2.14, 𝑥*23 = −1.02, 𝑥*33 = 2.44) и седло

𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077, 𝑥*32 = 0.66).
Влияние обратных связей от третьего элемента к первым двум иллюстрирует рис. 9. Здесь

линия 𝑙1 соответствует слиянию состояний равновесия 𝑂3 и 𝑂2; линия 𝑙2 — появлению двух новых

a b

Рис. 9. Параметрический портрет модели (11) при 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6 в случае
δ13 = 0.75, δ23 = 2.7 (a) и δ13 = −0.75, δ23 = −2.7 (b) (цвет онлайн)

Fig. 9. Parametric portrait of the (11) when 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6 at δ13 = 0.75,
δ23 = 2.7 (a) and δ13 = −0.75, δ23 = −2.7 (b) (color online)
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Рис. 10. Пример бистабильного автоколебательного поведения модели (11) и соответствующие ему зависимости
𝑆(𝑡) = 𝑥1 + 𝑥2 при 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6, δ13 = −0.75, δ23 = −2.7, δ31 = 10,
δ32 = −4.72183 (цвет онлайн)

Fig. 10. Example of bistable self-oscillatory behavior of the model (11) and the corresponding dependence 𝑆(𝑡) = 𝑥1 + 𝑥2

at 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6, δ13 = −0.75, δ23 = −2.7, δ31 = 10, δ32 = −4.72183 (color
online)

состояний равновесия 𝑂4 и 𝑂5. Линия 𝑙2 содержит точку нейтральности 𝑛1, которая делит эту
линию на два участка. Участок кривой, отмеченный сплошной линией, соответствует слиянию
устойчивого и седлового состояний равновесия, а участок кривой, отмеченный штриховой линией,
отвечает слиянию неустойчивых состояния равновесия. Точка 𝑛1 является концевой для кривой ℎ1
бифуркационной кривой Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия). В точках 𝑘𝑖 на линии ℎ1
первая ляпуновская величина обращается в ноль. Точки 𝑘𝑖 разбивают линию ℎ1 на участки мягкого
и жесткого возбуждения колебаний. Участки кривой с жестким режимом возбуждения колебаний
на рис. 9 отмечены красным цветом, с мягким — черным. Механизму жесткого возбуждения
колебаний предшествует касательная бифуркация (на линии 𝑙3), в результате которой в фазовом
пространстве модели (11) появляются устойчивый и неустойчивый предельные циклы.

Таким образом, линии 𝑙1 − 𝑙3, ℎ1 разбивают плоскость параметров (δ31, δ32) на области
с различным числом состояний равновесия и динамическим поведением. На рис. 9 выделенные
области характеризуются парой чисел, где первое число отражает общее число состояний рав-
новесия в данной области, а в квадратных скобках — число устойчивых состояний равновесия.
Здесь также желтым цветом выделены области с одним устойчивым состоянием равновесия,
голубым — с двумя устойчивыми состояниями равновесия, штриховкой отмечена область 𝐶1

существования автоколебательных режимов. Установлено, что в области 𝐶1 одновременно может
существовать два автоколебальных режима. На рис. 10 приведены проекции одновременно суще-
ствующих устойчивых предельных циклов. Область бистабильного автоколебательного режима
мала, поэтому на рис. 9 она не отмечена.

4.2. Динамика модели трех производств c нелинейностью со спадающим участком.
Возьмем пару {1, 2} c нелинейностью (8) и параметрами γ1=0.6, γ2=0.5, δ21=4.6, δ12=2.6, 𝑏=3.7

и свяжем ее однонаправленной положительной связью с третьим элементом, где δ13 = 0.75,
δ23 = 2.7. При выбранных значениях параметров фазовый портрет определяют три устойчивых
состояния равновесия: 𝑂1(3.87, 0.12, 2.4258), 𝑂3(−1.26,−0.07,−0.18) и 𝑂5(−0.16,−1.45,−0.19),
а также седла 𝑂2(−0.038,−0.027,−0.025), 𝑂4(−0.53,−1.22,−0.23) с сепаратрисами.
При нулевых связях δ13 = δ23 = 0 третий элемент ансамбля имеет одно устойчивое стаци-
онарное состояние равновесия в точке 𝑥*3 = 0.68. Далее проанализируем влияние параметров
обратных связей δ31 и δ32 от третьего элемента к первому и второму элементам ансамбля.

На рис. 11 приведена карта динамических режимов модели (11) на плоскости (δ31, δ32).
Здесь области, где система (11) имеет разное число устойчивых состояний равновесия (стационар-
ных режимов), окрашены различными цветами. Кроме того, каждому цвету области поставлена
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Рис. 11. Параметрический портрет модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (a), увеличенный фрагмент параметрического портрета (b) (цвет онлайн)

Fig. 11. Parametric portrait of the (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75, γ3 = 0.54,
𝑏 = 3.7 (a), enlarged fragment of parametric portrait (b) (color online)

в соответствие цифра, которая отражает число устойчивых состояний равновесия в этой обла-
сти. Структуру разбиения определяют сплошные линии 𝑙1 − 𝑙10, соответствующие бифуркации
двукратных состояний равновесия (седло-узловая бифуркация), а также штрихпунктирные ли-
нии ℎ1 − ℎ7, отражающие бифуркации Андронова–Хопфа. Бифуркационные кривые ℎ1 − ℎ7
примыкают к кривым 𝑙1 − 𝑙9 в точках нейтральности 𝑛𝑖. При этом линии, отмеченные черным
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цветом, соответствуют мягкой смене устойчивости состояния равновесия и появлению в фазовом
пространстве устойчивого предельного цикла. Красный цвет штрихпунктирной кривой характери-
зует жесткий механизм смены устойчивости, когда устойчивые предельные циклы не возникают.
Точки, разделяющие участки разного цвета, соответствуют обращению в ноль первой ляпуновской
величины. Штриховые линии 𝑙5 и 𝑙8 отражают слияние и исчезновение неустойчивых состояний
равновесия. Эти бифуркации не оказывают существенного влияния на аттракторную динамику
модели (11), линии 𝑙5 и 𝑙8 нанесены для более полного понимания бифуркационных переходов.
Из анализа представленного разбиения плоскости (δ31, δ32), с учетом того, что остальные связи
кооперативные1, следует:

� объединение трех элементов с одним стационарным состоянием кооперативными связями
приводит к увеличению устойчивых стационарных режимов. В рассмотренном случае число
одновременно существующих устойчивых состояний равновесия может достигать шести.
Наиболее крупными областями мультистабильного поведения являются области с двумя,
тремя и четырьмя устойчивыми состояниями равновесия;

� в ансамбле из трех элементов, связанных кооперативными связями, могут реализовываться
регулярные автоколебательные режимы;

� в ансамбле из трех элементов, объединенных конкурентными связями, число одновременно
существующих устойчивых стационарных режимов может достигать восьми. Также су-
ществуют такие значения параметров связей, когда в ансамбле устойчивые стационарные
режимы отсутствуют, в этом случае реализуется автоколебательный режим.

На рис. 11 штриховкой отмечены области существования автоколебательных режимов
𝐶1–𝐶4. Область 𝐶1, расположенная в первом квадранте параметрического портрета, ограничена
кривыми: суперкритической бифуркации Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия) и двукрат-
ного предельного цикла (нижняя границы области 𝐶1). Сверху область 𝐶1 ограничивают либо
линии бифуркаций петли сепаратрис различной обходности, либо линии кризиса хаотического
аттрактора. Хаотический аттрактор возникает в результате каскада бифуркаций удвоения периода
при больших значениях δ31.

Область 𝐶2 размещается в первом квадранте, границами этой области служат бифуркацион-
ные кривые: Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия) и двукратного предельного цикла —
сплошная линия, примыкающая к точке обращения в ноль первой ляпуновской величины. Автоко-
лебательный режим, реализуемый при значениях параметров из области 𝐶2, является регулярным,
при вариациях параметров внутри области бифуркаций не испытывает.

Область 𝐶3, в силу малых размеров, представлена на фрагменте 11, b. Границами этой
области служат бифуркационные кривые Андронова–Хопфа, двукратного предельного цикла
(касательная бифуркация) и петли сепаратрис седло-узла. На фрагменте в точках 𝑘1 и 𝑘2 первая
ляпуновская величина обращается ноль.

Область 𝐶4 — наиболее крупная область. Она размещается в третьем квадранте, то есть где
параметры связей δ31 и δ32 являются антагонистическими. Отметим, что при больших значениях
δ31 и δ32 автоколебательный режим становится глобально устойчивым, при уменьшении δ31 и δ32
глобальная устойчивость предельного цикла нарушается устойчивыми состояниями равновесия,
а сам предельный цикл может терять устойчивость через бифуркации удвоения периода, превра-
щаясь в хаотический аттрактор (рис. 12). На рис. 11 бифуркационная кривая, характеризующая
первое удвоение периода, проведена пунктирной линией. Область существования хаотических

1Первый квадрант отражает случай, когда элементы ансамбля объедены только кооперативными связями — все
связи положительны, в остальных квадрантах связи конкурентные.
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Рис. 12. Проекции хаотического аттрактора модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7,
δ13 = 0.75, γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7, δ31 = −4.5, δ32 = −2.87

Fig. 12. Projections of chaotic attractors of (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7, δ31 = −4.5, δ32 = −2.87

колебаний в третьем квадранте несколько больше, чем в первом, но все равно невелика. Область
𝐶4, где автоколебательный режим глобально устойчив, выделена темно-серым цветом.

Из анализа автоколебательных режимов следует:

� При кооперативных связях в пространстве параметров есть несколько областей, где ре-
ализуются автоколебательные режимы — области 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3. Области существования
автоколебательных режимов имеют небольшие размеры, при этом сами автоколебательные
режимы не являются глобально устойчивыми. В области 𝐶2 автоколебательный режим
может быть как регулярным, так и хаотическим.

� В случае конкурентных связей область существования автоколебательного режима 𝐶4

существенно больше областей 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3. Автоколебательный режим может быть как
регулярным, так и хаотическим, при этом регулярный автоколебательный режим может
быть глобально устойчивым.

Теперь рассмотрим пару {1, 2} c нелинейностью (8) с конкурентными (антагонистически-
ми) связями δ21 = −4.6, δ12 = −2.6, 𝑏 = 3.7 и свяжем ее однонаправленными отрицательными
связями с третьим элементом, где δ13 = −0.75, δ23 = −2.7. При γ1 = 0.6, γ2 = 0.5 фазовый
портрет модели (11) определяют три устойчивых состояния равновесия: 𝑂1(−0.1, 1.84, 0.028),
𝑂3(1.63, −0.04, 0.18) и 𝑂5(−3.0, 0.14, −1.07), а также седла 𝑂2(0.02, 0.01, 0.02),
𝑂4(−1.35, 0.99,−0.18) с одномерными выходящими сепаратрисами. Влияние обратных связей
от третьего элемента ансамбля к паре {1, 2} отражает рис. 13, который представляет разбиение
плоскости параметров δ31 и δ32 на области с различным числом устойчивых состояний равнове-
сия, которые помечены различным цветом, а также цифрой, отражающей число стационарных
режимов. Границами выделенных областей служат кривые бифуркаций двукратного состояния
равновесия — сплошные линии и Андронова–Хопфа — штрихпунктирные линии. Штриховкой от-
мечены области, при значениях параметров из которых существует регулярный автоколебательный
режим. Эти области ограничены штрихпунктирной линией мягкой бифуркации Андронова–Хопфа,
а также штрихпунктирной линией с двумя точками, которая включает в себя бифуркационные
кривые петли сепаратрис, двукратного предельного цикла, а также бифуркации удвоения периода.
Отметим, что при рассмотренных значениях параметра бифуркации удвоения периода является
жесткой, которая не приводит к удвоению периодов автоколебательных режимов. Существование
хаотических колебаний не установлено.
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Рис. 13. Параметрический портрет модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = −2.6, γ2 = 0.5, δ23 = −2.7,
δ13 = −0.75, γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (цвет онлайн)

Fig. 13. Parametric portrait of the (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = −2.6, γ2 = 0.5, δ23 = −2.7, δ13 = −0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (color online)

Таким образом, проведенный анализ позволяет сделать вывод о важности связей в ансам-
блях связанных элементов-производств. При этом коллективное поведение элементов в ансамбле
определяется как количеством элементов в ансамбле, так и правилом оценки сравниваемых
величин добавленной стоимости (видом нелинейности Φ дискриминатора 𝐷). Можно констатиро-
вать, что увеличение элементов ансамбля с изначально однозначным стационарным поведением
приводит к возникновению в пространстве параметров моделей зон мультистабильного поведения,
к появлению автоколебательных режимов, как регулярных, так и хаотических.

Заключение

В работе рассмотрена динамика эндогенной модели производственной сети в зависимости
от типа связей между элементами-производствами. Элементы сети моделировались как системы
автоматического управления. В качестве управляемой переменной принят экономический показа-
тель — добавленная стоимость, что позволяет изучать модельную динамику валовой добавленной
стоимости по всей сети, а следовательно, динамику изменения объема ВВП. Проведенные чис-
ленные эксперименты с малыми ансамблями элементов показали, что включение кооперативных
и конкурентных связей между элементами сети ведет к появлению регулярных и хаотических
колебаний в динамике изменения ВВП, то есть к возникновению экономических циклов. Есте-
ственно, что предложенная нами модель не может быть основой для прогнозирования конкретных
данных реальных экономических циклов, однако позволяет сделать заключение о перспективности
предложенной модели и подхода для дальнейших экспериментов по изучению качественных
особенностей экономических колебаний, причин их возникновения и характера их зависимости
от экономических связей между участниками рынка.
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