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Аннотация. Цель настоящего исследования — разработка численного метода бифуркационного анализа для нели-
нейных уравнений в частных производных, основанного на методе сведения уравнений в частных производных
к обыкновенным с использованием теоремы Колмогорова–Арнольда. Методы. В данной работе описывается метод
сведения уравнений в частных производных к обыкновенным с использованием теоремы Колмогорова–Арнольда,
а также метод бифуркационного анализа нелинейных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений.
Результаты. В работе представлен новый метод решения и бифуркационного анализа нелинейных краевых задач
для уравнений в частных производных, допускающих вариационную постановку. Метод был применён к нелинейной
двумерной задаче Брату с граничными условиями типа Дирихле. Заключение. Разработан новый метод бифуркационно-
го анализа для нелинейных уравнений в частных производных, а именно был предложен метод сведения уравнений
в частных производных к обыкновенным, который позволяет применять разработанный аппарат бифуркационного
анализа для краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод позволяет строить бифуркационные
картины для нелинейных уравнений в частных производных произвольного вида.

Ключевые слова: бифуркационный анализ, нелинейные уравнения в частных производных, краевые задачи, теорема
Колмогорова–Арнольда.
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Abstract. The purpose of this study is to develop a numerical method for bifurcation analysis of nonlinear partial differential
equations, based on the reduction of partial differential equations to ordinary ones, using the Kolmogorov–Arnold theorem.
Methods. This paper describes a method for reducing partial differential equations to ordinary ones using the Kolmogorov–
Arnold theorem, as well as methods for the bifurcation analysis of nonlinear boundary value problems for ordinary differential
equations. Results. The paper presents a new method for solving and bifurcation analysis of nonlinear boundary value problems
for partial differential equations, which allow variational formulation. The method was applied to a nonlinear two-dimensional
Bratu problem with Dirichlet-type boundary conditions. Conclusion. A new method of bifurcation analysis for nonlinear partial
differential equations has been developed. Specifically, a method has been proposed for reducing partial different equations to
ordinary equations, which allows the use of the developed apparatus of bifurcation analysis for boundary value problems of
ordinary differential equations. This method allows conducting bifurcation analysis for arbitrary nonlinear partial differential
equations.
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Введение

Решение значительного числа естественнонаучных задач делает необходимым построение,
преимущественно в рамках численных методов, полной бифуркационной картины для краевых
задач для систем нелинейных уравнений в частных производных (нелинейных краевых задач).
При этом если для отыскания решений задач данного класса мы можем указать значительное
число методов (метод конечных элементов, метод конечных разностей и др.), то задача создания
метода построения полной бифуркационной картины (включающей ветви первичного, вторичного,
третичного и т. д. ветвления) остаётся далекой от разрешения. Собственно говоря, здесь наблюда-
ется определённый разрыв между глубокими теоретическими построениями теории бифуркаций
(и теории катастроф) [1–3] и методами, позволяющими построить полную бифуркационную
картину для нелинейных уравнений в частных производных, а также проанализировать её в рам-
ках указанных теорий. В настоящей работе предлагается метод, позволяющий строить полную
бифуркационную картину в широком классе нелинейных краевых задач для уравнений в частных
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производных, допускающих вариационную постановку; метод обобщает подход Н. И. Ободан
и В. А. Громова [4–8] на общий случай представления неизвестных функций задачи в рамках
теоремы Колмогорова–Арнольда.

Дальнейшее изложение структурировано следующим образом. В следующем разделе пред-
ставлен обзор методов решения и бифуркационного анализа уравнений в частных производных,
опирающихся на то или иное представление функции многих переменных как суперпозиции
функций одной переменной. В разделе 2 представлена постановка задачи, а также уравнения
модельной задачи (задача Брату); в разделе 3 изложен предложенный в настоящей статье метод
решения нелинейных краевых задач как для обыкновенных дифференциальных уравнений, так
и для уравнений в частных производных. Метод сведения уравнений в частных производных
с помощью теоремы Колмогорова изложен в секциях 3.5–3.8. В разделе 4 описаны результаты
численного эксперимента для задачи Брату. В последнем разделе представлены выводы.

1. Обзор литературы

1.1. Представление функций многих переменных как суперпозиции функций одной
переменной. В рамках рассматриваемого метода предполагается сведение (в рамках итерацион-
ного процесса) краевой задачи для нелинейных уравнений в частных производных к последова-
тельности краевых задач для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений;
при этом и бифуркационный критерий для краевой задачи для нелинейных уравнений в частных
производных представляет собой «комбинацию» бифуркационных критериев для соответствую-
щих краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Следует отметить, что для
обыкновенных дифференциальных уравнений в [9] была предложена методология численного по-
строения полной бифуркационной картины и её анализа в рамках теории катастроф, опирающаяся
на теорему Келлера–Антмана [10].

Вышеуказанное обстоятельство обуславливает необходимость представления функции
многих переменных как суперпозиции функций одной переменной. Классический метод Фурье
предполагает представление неизвестной функции в виде

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ*𝑖 (𝑥1)𝑔
*
𝑖 (𝑥2). (1)

Здесь и далее звёздочкой помечены заданные функции, без звёздочки фигурируют функции,
подлежащие определению в рамках того или иного численного алгоритма. В работах Л. В. Канто-
ровича [11] был предложен метод, в рамках которого неизвестные функции задачи представлялись
в виде

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ*𝑖 (𝑥1)𝑔𝑖(𝑥2). (2)

Подстановка представления (2) в вариационную постановку задачи с последующим варьированием
по неизвестным функциям 𝑔(𝑥2) сводит задачу бифуркационного анализа краевых задач для
системы нелинейных уравнений в частных производных к задаче бифуркационного анализа
краевых задач систем обыкновенных дифференциальных уравнений1. В работах Н. И. Ободан
и В. А. Громова [4–8, 13, 14] был предложен итерационный обобщённый метод Канторовича
(ИОМК), основывающийся на представлении вида

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ𝑖(𝑥1)𝑔𝑖(𝑥2). (3)

1В статье [12] предоставлен обзор существующих методов сведения уравнений в частных производных к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям (метод Фурье, метод Галёркина и др.).
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Здесь определению (в рамках итерационного процесса) подлежат уже как функции ℎ𝑖(𝑥1),
так и функции 𝑔𝑖(𝑥2).

Представление (3) позволяет свести задачу бифуркационного анализа краевых задач для
нелинейных уравнений в частных производных к задаче бифуркационного анализа краевых
задач для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений [5]. Полученные здесь
результаты хорошо согласуются2 с теоретическими результатами, полученными в рамках теории
особенностей дифференцируемых отображений (теории катастроф) — порядок вырожденности
особых точек, допустимые варианты изменения числа максимумов и минимумов потенциальной
функции при пересечении бифуркационного множества в пространстве параметров и др. [3].
В частности, полная бифуркационная картина здесь была построена для уравнений Кармана
(уравнений теории оболочек) [5]. Указанное представление оказалось эффективным в весьма
широком круге задач. Как нам представляется, здесь можно указать две причины. С одной
стороны, такого рода представления можно рассматривать как построение базиса, «оптимального»
для данной задачи: здесь мы не «навязываем» задаче некий предзаданный базис (например,
базис Фурье), но ищем базис, наилучший для данной задачи. Вследствие этого число слагаемых
в представлении (3) обычно весьма мало по сравнению с методами, основанными на разложении
в ряд Фурье, где предполагается, что функция раскладывается по базису, одинаковому для всех
задач. Здесь обычно достаточно двух-трёх слагаемых. С другой стороны, в значительном числе
задач решение имеет вид (3) или близкий к нему.

Вместе с тем представление (3), очевидно, не является наиболее общим представлением
функции многих переменных, использующим функции одной переменной. Наиболее общее
представление даётся теоремой Колмогорова–Арнольда [15]3. В формулировке Д. Шпрехера
теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид [17, 18]:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁
, (4)

где константы 𝑎,α𝑝, 𝑝 = 1, ..., 𝑛 и внутренняя функция ψ(𝑥) одинаковы для всех непрерывных
𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Следует подчеркнуть, что представление (4), в отличие от представлений (1)–(3),
представляет собой точное равенство; при этом число слагаемых здесь мало и определяется лишь
числом аргументов функции 𝑢.

В формулировке Хедберга–Кахане теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид [19]:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛∑︁
𝑞=0

χ
(︁ 𝑛∑︁

𝑝=1

λ𝑝ψ𝑞(𝑥𝑝)
)︁
. (5)

В отличие от предыдущих формулировок, формулировка Хедберга верна для «почти всех» на-
боров функций (ψ0(𝑥), ...,ψ2𝑛(𝑥)), где ψ𝑖 принадлежит к классу непрерывных неубывающих
функций, удовлетворяющих условиям ψ𝑖(0) = 0,ψ𝑖(1) = 1, для которых существуют целочислен-
но независимые константы λ1, ..., λ𝑛,

∑︀𝑛
𝑖=1 λ𝑖 = 1.

Наконец, в формулировке Р. Досса [20] теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
2𝑛+1∑︁
𝑖=1

3
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
. (6)

2Что далеко не всегда так для методов, опирающихся на конечные разности, конечные элементы и др.
3Отметим также работу Майорова–Пинкуса [16], в которой даётся формула для наилучшего приближения (не точ-

ного представления!) функции многих переменных суперпозицией дифференцируемых функций одной переменной.
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Данная формулировка также верна для «почти всех» 𝑛(2𝑛 + 1) наборов 3𝑖,𝑝 ∈ 𝐶(𝐼)𝑛(2𝑛+1).
Для удобства построения вычислительного процесса было использовано обобщение формулиров-
ки Досса (7):

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛+1∑︁
𝑖=1

3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
. (7)

Данная формулировка оказалась наиболее удобной с точки зрения построения вычислительного
процесса.

Критика теоремы Колмогорова–Арнольда связана с тремя обстоятельствами. Во-первых,
внутренние (формулировки Колмогорова–Арнольда и Шпрехера) или внешние (формулиров-
ки Хедберга, Досса и Шпрехера) функции являются всюду непрерывными, но нигде не диф-
ференцируемыми («чёртова лестница»). В частности, для двумерной функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
= sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) внешняя функция Φ(𝑧) в представлении Шпрехера (35) имеет вид
(рис. 1).

Во-вторых, в оригинальном доказательстве отсутствовал конструктивный алгоритм по-
строения как внешних, так и внутренних функций. В-третьих, даже то незначительное число
(внутренних и внешних) функций, которые фигурируют в представлении (6), в некоторых случаях
представляется слишком большим и должно быть уменьшено.

Решение первой из указанных проблем в общем случае, вероятно, невозможно. Здесь
можно сослаться на работы А. Г. Витушкина [21, 22], в которых показано, что на кубе 𝐼3 можно
определить 𝑘 раз непрерывно дифференцируемую функцию трёх переменных, не представи-
мую на этом кубе в виде конечной суперпозиции

[︀
2
3𝑘
]︀

раз дифференцируемых функций двух

Рис. 1. График функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) = sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) в представлении Шпрехера (35)

Fig. 1. Graph of the function 𝑢(𝑥1, 𝑥2) = sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) in the Sprecher’s representation (35)
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переменных, с частными производными порядка
[︀
2
3𝑘
]︀
, которые удовлетворяют условию Лип-

шица, где 𝑘 — произвольное целое положительное число. Вместе с тем следует подчеркнуть,
что поскольку в отличие от общего случая, рассматриваемого в теореме Колмогорова–Арнольда,
мы ищем решение уравнения в частных производных, то на искомом решении все необходи-
мые производные внутренних и внешних функций существуют и дифференцируемы4. С другой
стороны, алгоритмы построения внутренних функций, предложенные для различных форм теоре-
мы Колмогорова–Арнольда, являются итерационными алгоритмами, вычисляющими значения
указанных функций в конечном числе точек, тем большем, чем больше номер итерации. Это
означает, что на каждой конкретной итерации мы имеем значение функции в конечном числе
точек и, аппроксимируя эти значения тем или иным способом (например, сплайнами), можем
считать их — для конечной итерации — принадлежащими любому необходимому классу гладко-
сти5. Здесь мы «опасно» приближаемся к вопросу о природе математического моделирования и
дифференциальных уравнений. Мы будем придерживаться той точки зрения — допуская, впрочем,
существование прямо противоположной — что мы моделируем реальный процесс, а диффе-
ренциальные соотношения являются лишь удобным средством его описания. Следовательно,
наши предположения о безграничной делимости и им подобные, лежащие в основе большинства
дифференциальных уравнений, являются лишь допущениями, удобными при выводе дифференци-
альных соотношений — очевидно, что всего лишь стократное уменьшение масштаба в два раза
приводит нас в «мир» дискретных атомов, разделённых гигантскими расстояниями, а дальнейшее
уменьшение — в квантовый мир. А тогда мы должны предположить, что алгоритмы анализа
дифференциальных уравнений, позволяющие описать поведение соответствующей системы для
произвольного, но конечного уровня дискретизации, являются «легитимным» средством описания
реальных процессов.

Решению второй из указанных проблем посвящено значительное число работ, которые
можно условно разделить на два направления. В рамках первого направления осуществляются
попытки получения конструктивных алгоритмов построения внутренних функций для формули-
ровок с фиксированными внутренними функциями. Здесь нужно отметить, прежде всего, работы
Д. Шпрехера [17, 18], в которых предлагается итерационный алгоритм построения внешних функ-
ций. М. Коппен [23] указал на ошибку в алгоритме Шпрехера построения внутренней функции,
которая приводит к немонотонности этой функции — нарушению необходимого условия теоремы
Колмогорова–Арнольда. Он также предложил корректный алгоритм построения внутренней
функции. Дж. Актор [24] предлагает алгоритм построения непрерывных по Липшицу внутренних
функций, чем решает серьёзную вычислительную проблему; кроме того, алгоритм позволяет
контролировать наклон функций6. В рамках второго направления решения второй из указанных
проблем осуществляется построение оптимальных аппроксимаций (для которых точное равенство
в формулировках типа (4), (5), (6) заменяется приближённым), дифференцируемых необходимое
число раз, функциями одной переменной. Так, в работах Майорова–Пинкуса [16] предлага-
ется аппроксимация с использованием дифференцируемых сигмоидальных функций. К этому
направлению примыкают работы Тегмарк [25], где теорема Колмогорова–Арнольда используется
в архитектуре нейронных сетей. В данном подходе внутренние функции аппроксимируются
B-сплайнами.

Среди работ, посвящённых решению третьей из указанных проблем (уменьшению числа
функций), можно отметить статьи [17, 26]. Так, в статье [17] Д. Шпрехер даёт формулировку

4Что, разумеется, оказывается далеко не так, как только мы даже немного отступаем от решения.
5В пределе по числу итераций они сходятся, согласно теореме Колмогорова, к везде непрерывным, нигде не диффе-

ренцируемым функциям.
6В работе также дан обзор различных формулировок теоремы Колмогорова–Арнольда.
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теоремы, где используется только одна внутренняя функция (он использует линейные сдвиги
её аргумента), а также предлагает алгоритм построения этой функции. В работе Лоренца [26]
и вовсе используются всего две функции — одна внутренняя и одна внешняя (он использует
линейные сдвиги внутренней и внешней функций).

1.2. Алгоритм построения полной бифуркационной картины. Алгоритм построения
полной бифуркационной картины для статических задач для уравнений в частных производных
обычно включает в себя: алгоритм идентификации особых точек (бифуркационный критерий);
алгоритм классификации особых точек с выделением предельных особых точек и точек бифур-
кации7 и порядка их вырожденности; алгоритм продолжения по параметру и смены параметра
продолжения для преодоления предельных особых точек (path-tracing); алгоритм построения
постбифуркационных ветвей решения, исходящих из данной точки бифуркации. Здесь следует
подчеркнуть, что результаты применения данного алгоритма должны согласовываться с известны-
ми теоретическими результатами теории бифуркаций и теории катастроф (например, о порядке
вырожденности особых точек — однократная или двукратная) и не зависеть от числа узлов ап-
проксимации. Последнее требование практически исключает возможность применения сеточных
методов решения краевых задач для уравнений в частных производных, а также значительной
части бессеточных (обзор последних можно найти в [27]). В рамках представления (3) для
построения бифуркационной картины нелинейных уравнений в частных производных в рабо-
тах [4, 5, 9, 13,28] был предложен новый итеративный подход к решению уравнений в частных
производных — итеративный обобщённый метод Канторовича (ИОМК).

В данном методе искомые функции многих переменных представляются в виде суммы
произведений одномерных (3), что позволяет свести краевую задачу уравнений в частных про-
изводных к последовательности краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений.
Данный подход также позволяет свести (в рамках представления (3)) бифуркационный анализ
краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных к бифуркационному анализу
краевых задач для нелинейных обыкновенных уравнений ОДУ. Существенным достоинством дан-
ного подхода является то, что результаты бифуркационного анализа не зависят от использованного
способа дискретизации, а также от числа точек дискретизации, но определяются лишь порядком
самого уравнения, что позволяет в полной мере применять теоремы теории бифуркаций к анализу
уравнений в частных производных8. В работах [4, 5, 8, 9, 28, 30] данный метод и сопутствующие
алгоритмы применяются к уравнениям Кармана теории тонкостенных оболочек для получения
решений; здесь представлена полная бифуркационная картина соответствующей нелинейной
краевой задачи9.

Представление (3) не является наиболее общим представлением функции многих пере-
менных через суперпозицию функций одной переменной, что обуславливает необходимость
использования различных формулировок теоремы Колмогорова для конструирования методов
построения полной бифуркационной картины, построенных по модели ИОМК.

В настоящем исследовании предлагается метод численного построения полной бифуркаци-
онной картины для краевых задач нелинейных уравнений в частных производных, основанный
на представлении теоремы Колмогорова в формах Шпрехера (4), Хедберга (5) и Досса (6).

7В некоторых случаях возможен комбинированный вариант (hill-top bifurcation).
8Классические подходы к решению краевых задач для уравнений в частных производных (метод конечных

элементов, метод конечных разностей и др.) обычно позволяют решить исследуемое уравнение, но результаты
бифуркационного анализа могут качественно отличаться в зависимости от порядка дискретизации [29].

9Отметим, что на основании предложенной методологии бифуркационного анализа (решение прямой задачи теории
бифуркаций) в работах [5, 6, 31] рассматривается проблема прогнозирования бифуркации и определения состояния,
предшествующего бифуркации (обратная задача теории бифуркаций).
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2. Постановка задачи

Рассматривается краевая задача для нелинейного уравнения в частных производных, данная
своей вариационной постановкой:

Ξ(𝑢) −→ 𝑒𝑥𝑡𝑟
𝑢

, (8)

где Ω ⊆ R𝑛 — односвязная выпуклая область; 𝑢 ∈ 𝑊 𝑘
2 (Ω) — неизвестная функция; 𝑊 𝑘

2 (Ω) —
пространство Соболева, а 𝐹 такое, что выполняется необходимое условие локального экстремума
[32]:

Ξ =

∫︁ ∫︁
...

∫︁
Ω

𝐹
(︁
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝜕𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1
,

𝜕2𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1𝜕𝑥𝑖2
, . . . ,

𝜕𝑁𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁

)︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛

(9)

В качестве ограничений выступают граничные условия вида

𝑆(𝑢)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (10)

где 𝜕Ω — граница односвязной выпуклой области Ω конечномерного пространства R𝑛,
𝑆 — линейный оператор, который переводит 𝑢 в {𝑢 : 𝑢|𝜕Ω = 0}.

Необходимо предложить метод построения полной бифуркационной картины для нелиней-
ной краевой задачи (8)–(10), позволяющий:

1. Строить решения нелинейной краевой задачи и ветви решения функции в зависимости
от параметра.

2. Идентифицировать особые точки решения.
3. Определять их тип и порядок вырожденности10.
4. Строить постбифуркационные ветви решения.

В конечном итоге такой метод должен позволить строить полную бифуркационную картину
для краевой задачи для нелинейных уравнений в частных производных, включающую ветви
первичного, вторичного, третичного и т. д. ветвлений.

В качестве модельных рассматриваются уравнения Брату [33, 34]:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
+ γ𝑒𝑢(𝑥1,𝑥2) = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω (11)

с граничными условиями вида Дирихле:

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕Ω, (12)

где Ω = [0, 1]2. Вариационная задача, эквивалентная дифференциальной, задаётся формулой (13):∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

[︃[︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑥1

]︁2
+
[︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑥2

]︁2
− 2γ𝑒𝑢(𝑥1,𝑥2)

]︃
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −→ 𝑒𝑥𝑡𝑟

𝑢(𝑥1,𝑥2)
. (13)

Существование решения задачи Брату доказывается, например, в работах [35, 36].

10Здесь предполагается, что указанные характеристики не будут зависеть от способа аппроксимации, но только от
порядка самих уравнений, и будут согласовываться с теоретическими результатами теории бифуркаций.
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3. Метод численного построения полной бифуркационной картины
нелинейной краевой задачи

3.1. Метод сведения нелинейной краевой задачи к эквивалентной задаче Коши,
использующий итерационную формулу метода Ньютона (в дальнейшем — для краткости —
метод Ньютона). В конечном итоге любой из рассмотренных ниже методов решения нелинейных
краевых задач для уравнений в частных производных так или иначе сводится к последователь-
ности решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Для решения
краевой задачи обыкновенных дифференциальных уравнений был выбран метод Ньютона. Суще-
ственным достоинством метода является то, что данный метод позволяет легко сформулировать
бифуркационный критерий для такого рода задач (см. раздел 2.2). Подробное изложение метода
можно найти в [5, 37].

Рассмотрим краевую задачу для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (14):{︃
𝑦′(𝑥) = 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
, (14)

ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0), 𝑦(𝑥1)

)︀
= 0. (15)

Здесь 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦(𝑥) — вектор-функция неизвестных задачи, 𝑓
(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
— вектор-функция правых

частей, γ — вектор параметров, ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0), 𝑦(𝑥1), γ

)︀
— граничные условия.

Метод заключается в сведении рассматриваемой задачи к эквивалентной ей задаче Ко-
ши (16): ⎧⎨⎩ 𝑦′(𝑥) = 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
,

𝑦(𝑥*) = ξ,
(16)

где ξ является вектором значений неизвестных функций задачи 𝑦(𝑥) в произвольной, но фиксиро-
ванной точке 𝑥* ∈ [𝑥0, 𝑥1]. Интегрирование любым известным методом численного интегрирова-
ния11 из точки 𝑥* к границам промежутка интегрирования позволяет вычислить невязки задачи
как функции вектора (17):

3(ξ, γ) = ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0, ξ), 𝑦(𝑥1, ξ), γ

)︀
= 0. (17)

Здесь 3(ξ, γ) — вектор невязок, заданных в неявном виде через решение задачи Коши (16).
Тем самым задача (14)–(15) сводится к задаче нахождения вектора ξ, обращающего в ноль

вектор невязок 3(ξ, γ), то есть отыскания решения системы трансцендентных уравнений (17).
Для отыскания решения используется метод Ньютона, итерационная формула которого (18):

ξ(𝑘+1) = ξ(𝑘) −ℱ−13(ξ(𝑘), γ), (18)

где ℱ является численным аналогом матрицы производных Фреше:

ℱ𝑖,𝑗 ≈
3𝑖(ξ0, . . . , ξ𝑗 + ∆, . . . , ξ𝑛, γ)− 3𝑖(ξ0, . . . , ξ𝑗 , . . . , ξ𝑛, γ)

∆
, (19)

а ∆ — малое, но конечное приращение.

3.2. Вариационная постановка задачи и связь с теорией катастроф. Вариационная
постановка краевой задачи (14)–(15) может быть записана в виде

𝐽(𝑦, 𝑦′) −→ min . (20)

11Мы использовали метод Рунге–Кутты 4-го порядка.
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Добавление к вариационной постановке в качестве ограничений всех или части условий ста-
ционарности функционала не меняет решения вариационной задачи [10, 38]. Соответственно,
добавление к функционалу (20) условий (15) превращает его в функцию конечного числа пере-
менных ξ и вектора параметров γ, то есть в математический объект, который можно исследовать
в рамках теории катастроф:

𝐻(𝑦, 𝑦′, γ; ξ) −→ extr. (21)

Градиент функции (21) даёт множество невязок (17), а её гессиан — матрицу Фреше (19).
Указанные обстоятельства означают, что задача (14)–(15) в случае наличия вариационной по-
становки (20) может быть исследована не только методами теории бифуркаций, но и методами
теории катастроф [1, 3, 29].

Следует подчеркнуть, что порядок матрицы Фреше в данном подходе определяется не чис-
лом узлов аппроксимации, но исключительно порядком самой задачи (числом уравнений в си-
стеме). Это позволяет получать в численном расчёте результаты, хорошо согласующиеся с ре-
зультатами теории катастроф и теории бифуркаций [3, 10, 39]: в частности, для большинства
исследованных авторами систем порядок вырожденности матрицы был равен одному или двум,
при этом наблюдающиеся поверхности решений соответствовали каспоидным и омбилическим
катастрофам соответственно, как это и предполагает теория катастроф.

В рамках сформулированного выше подхода к решению нелинейных краевых задач кри-
тическая точка потенциальной функции (21) эквивалентна решению (14)–(15), а вырожденная
критическая точка — особой точке решения данной задачи. Это позволило Келлеру и Антма-
ну [10] сформулировать критерий для идентификации и классификации особых точек решения
(критических точек потенциальной функции (21)). Точка (ξ, γ) является особой точкой, если при
данном значении вектора параметров матрица Фреше ℱ вырождена:

det(ℱ) = 0. (22)

На практике используется определитель приближения (19), вычисленный на последней итерации
метода Ньютона.

Двумя важными характеристиками здесь является порядок вырожденности матрицы ℱ и её
тип. Порядок вырожденности 𝑙 (коранг) матрицы ℱ размерности 𝑛×𝑛 определяется как 𝑙 = 𝑛− 𝑟,
где 𝑟 является рангом данной матрицы. Так как матрица ℱ определяется через численное решение
задачи сведения краевой задачи к эквивалентной задаче Коши, то и коранг матрицы может быть
численно аппроксимирован. В рамках предложенного метода рассматривается численный коранг
матрицы: для определения численного коранга матрицы ℱ вычисляются её сингулярные значения.
Здесь удобно следить за сингулярными значениями матрицы ℱ как за функциями параметра
продолжения на интервале, содержащем особую точку (см., например, рис. 2, рис. 3): некоторые
сингулярные значения касаются точки ноль (обращаются в ноль), а некоторые — нет (хотя могут
быть близки к нулю, но не касаются).

Первый случай соответствует однократному вырождению (каспоидные катастрофы), вто-
рой — двукратному (омбилические катастрофы)12. Здесь возможен и более тонкий анализ в рамках
теории катастроф, позволяющий отнести наблюдаемое многообразие ветвей решения к типу
одной из элементарных катастроф (см., например, [37]), а свойства элементарных катастроф
хорошо известны [2, 3, 29].

Другая классификация особых точек решения делит их на предельные особые точки и
точки бифуркации. Для определения типа особой точки строится расширенная матрица Фреше,

12На графике зависимости определителя матрицы ℱ от параметра эти случаи соответствуют пересечению графиком
определителя оси абсцисс и его касанию этой оси.
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Рис. 2. Слева направо: графики поведения первого и второго сингулярного значения матрицы ℱ в случае однократной
вырожденности

Fig. 2. From left to right: graphs of the behavior of the first and second singular values of the matrix ℱ in the case of single
degeneracy

Рис. 3. Слева направо: графики поведения первого и второго сингулярного значения матрицы ℱ в случае двукратной
вырожденности

Fig. 3. From left to right: graphs of the behavior of the first and second singular values of the matrix ℱ in the case of double
degeneracy

которая получается из матрицы Фреше путём добавления столбца производных по параметру γ:

ℱ*
𝑖,𝑛+1 =

3𝑖(ξ, γ+ ∆)− 3𝑖(ξ, γ)
∆

. (23)

Пусть ℱ*
𝑘 — матрица, получаемая из матрицы ℱ* удалением 𝑘-ого столбца. Тогда тип особой

точки определяется по следующим критериям:

∀𝑘 = 1, . . . , 𝑛+ 1 : det(ℱ*
𝑘 ) = 0, =⇒ (ξ, γ) — точка бифуркации,

∃𝑘 = 1, . . . , 𝑛+ 1 : det(ℱ*
𝑘 ) ̸= 0, det(ℱ) = 0, =⇒ (ξ, γ) — предельная точка.

(24)

3.3. Преодоление предельных особых точек и выход на постбифуркационные ветви
решения в точках бифуркации. Сходимость метода Ньютона во многом определяется «удач-
ным» выбором начального приближения. Для получения как можно более хорошего начального
приближения может быть использован метод продолжения по параметру [40], где начальное
приближение для следующего значения параметра γ𝑖+1 находится по решениям, отвечающим
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предыдущим значениям параметра (γ𝑖, γ𝑖−1, ...), с использованием интерполяционных многочле-
нов Ньютона. В частности, нами использовались полиномы 3 степени:

ξ(γ𝑖+1) = ξ(γ𝑖−2) +
[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−2

]︀
ξ(γ𝑖−2, γ𝑖−1) +

[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−2

]︀[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−1

]︀
ξ(γ𝑖−2, γ𝑖−1, γ𝑖),

ξ(γ𝑙, γ𝑗) =
ξ(γ𝑗)− ξ(γ𝑙)
γ𝑗 − γ𝑙

,

ξ(γ𝑙, γ𝑗 , γ𝑘) =
ξ(γ𝑗 , γ𝑘)− ξ(γ𝑙, γ𝑗)

γ𝑘 − γ𝑙
.

(25)
Здесь ξ(γ𝑗), 𝑗 ⩽ 𝑖 — значения функций-решений краевой задачи (14)–(15) в точке 𝑥* ∈ [𝑥0, 𝑥1],
отвечающие решению для значения параметра γ𝑗 .

В случае невозможности дальнейшего движения по параметру (например, в случае несу-
ществования решения при больших значениях параметра, как это имеет место для предельных
особых точек — см. рис. 7) используется метод смены ведущего параметра: из вектора начального
приближения ξ выводится самая быстрорастущая компонента (ξ𝑖 : 𝑖 = argmax

𝑖
|ξ𝑖(γ𝑗+1) − ξ𝑖(γ𝑗)|),

и далее движение осуществляется по ней как по параметру. Старый параметр занимает место дан-
ной компоненты в векторе ξ. Итерационная формула (18) сохраняется, но матрица производных ℱ
заменяется матрицей ℱγ, в которой столбец производных по выведенной компоненте заменяется
столбцом производных по параметру γ. Данный подход помогает преодолевать предельные особые
точки решения.

3.4. Представление функции многих переменных в виде суперпозиции функции одной
переменной с помощью представления Шпрехера. Для представления неизвестной функции
краевой задачи, данной своей вариационной формулировкой (8), (10), в виде суперпозиции
функций одной переменной воспользуемся теоремой Колмогорова в формулировке Шпрехера (4)
и тем фактом, что 𝑎 является малым параметром13. Разложим представление (4) в ряд Тейлора
по параметру 𝑎:

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=0

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑞𝑎)
)︁
=

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚

𝑚!

𝑑𝑚

𝑑𝑎𝑚

(︃
2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=𝑝

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁)︃⃒⃒⃒⃒⃒

𝑎=0

. (26)

Для более компактной записи воспользуемся полиномами Белла и формулой Фаа-ди-Бруно.
Полином Белла задаётся формулой (27):

𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−𝑘+1) =
∑︁(︂

𝑛!

𝑗1!𝑗2! . . . 𝑗𝑛−𝑘+1!

𝑛−𝑘+1∏︁
𝑖=1

(︁𝑥𝑖
𝑖!

)︁𝑗𝑖)︂
, (27)

где внешняя сумма берётся по всем неотрицательным 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛−𝑘+1, которые удовлетворяют
двум условиям (28), (29):

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑗𝑖 = 𝑘, (28)

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑖𝑗𝑖 = 𝑛. (29)

13Так для γ = 10, что является рекомендованным значением параметра для случая 𝑛 = 2, получаем 𝑎 = 1/90.
Так как единственное ограничение для параметра γ — γ ⩾ 2𝑛 + 2, то мы можем положить γ → ∞, тогда получим
𝑎 → 0.
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Формула Фаа-ди-Бруно (30) используется для представления производной сложной функции
произвольного порядка:

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓(𝑔(𝑥)) =

∑︁(︂
𝑚!

𝑗1!𝑗2! . . . 𝑗𝑚!
· 𝑓 (𝑗1+···+𝑗𝑚)

(︀
𝑔(𝑥)

)︀ 𝑚∏︁
𝑖=1

(︁𝑔(𝑖)(𝑥)
𝑖!

)︁𝑗𝑖)︂
, (30)

где внешняя сумма берётся по всем неотрицательным целым числам, которые удовлетворяют
условию (29). С использованием полиномов Белла запишем формулу Фаа-ди-Бруно в следующем
виде:

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓(𝑔(𝑥)) =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)
(︀
𝑔(𝑥)

)︀
𝐵𝑚,𝑘

(︀
𝑔′(𝑥), 𝑔′′(𝑥), . . . , 𝑔(𝑚−𝑘−1)(𝑥)

)︀
. (31)

Тогда с помощью полиномов Белла получаем компактный вид разложения теоремы Колмо-
горова в ряд Тейлора, как показано в уравнении (32):

𝑑𝑚

𝑑𝑎𝑚

(︃
2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁)︃⃒⃒⃒⃒⃒

𝑎=0

=

𝑚∑︁
𝑘=0

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ(𝑘)
𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝)

)︃
×

× 𝑞𝑚𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛),

(32)

где

𝐵𝑚,𝑘

(︃
𝑞

𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ′(𝑥𝑝), 𝑞2
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ′′(𝑥𝑝), . . . , 𝑞(𝑚−𝑘−1)
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑚−𝑘−1)(𝑥𝑝)

)︃
=

= 𝑞𝑚𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛).

(33)

Тогда представление теоремы Колмогорова–Арнольда после разложения в ряд Тейлора в
окрестности 𝑎 = 0 даётся формулой (34):

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=0

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑞𝑎)

)︃
≈

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝)

)︃
. (34)

Сделав замену 𝑧 =
∑︀𝑛

𝑝=1 α𝑝ψ(𝑥𝑝), получим представление функции многих переменных 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
в виде суммы функций одной переменной (35):

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≈
𝑀∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛)

2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞 (𝑧), (35)

В итоге получаем представление неизвестной функции нелинейной краевой задачи для уравнения
в частных производных в виде функции одной переменной.

3.5. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Шпрехера [17]. Для того
чтобы свести нелинейную краевую задачу для уравнений в частных производных к последо-
вательности задач обыкновенных дифференциальных уравнений, воспользуемся разложением
(35) для неизвестных функций многих переменных, входящих в функционал. Произведём замену
переменных:

𝑥𝑖 = 𝑥̄𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛,

𝑥1 = ψ−1

(︃
𝑧 −

∑︀𝑛
𝑝=2 α𝑝ψ(𝑥𝑝)

α1

)︃
,

(36)
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тем самым обращая 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 в параметры (производные по ним более не входят в функционал).
Тогда границы интегрирования меняются согласно формулам (37):

𝑥min
1 ↦→ 𝑧min = α1ψ(𝑥min

1 ) + α2ψ(𝑥̄2) + · · ·+ α𝑛ψ(𝑥̄𝑛),

𝑥max
1 ↦→ 𝑧max = α1ψ(𝑥max

1 ) + α2ψ(𝑥̄2) + · · ·+ α𝑛ψ(𝑥̄𝑛),
(37)

а якобиан замены координат будет иметь вид (38):

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒α1ψ

′(𝑥1) α2ψ′(𝑥2) . . . α𝑛ψ′(𝑥𝑛)
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = α1ψ′(𝑥1). (38)

Выразим частные производные функции 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) через обыкновенные производные
функций Φ𝑖(𝑧), дифференцируя представление (35).

𝜕𝑁𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁
=

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

[︃
𝑁∑︁
𝑗=0

[︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁

(︁
𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥)

2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞 (𝑧)
)︁]︂]︃

. (39)

Заметим, что в результате любая частная производная функции 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) выражается
через обыкновенные производные функций одной переменной Φ𝑞(𝑧). Таким образом, применив
последовательно описанные выше действия к функционалу (9), получаем функционал относи-
тельно функций одной переменной:

Ξ̃𝑆 =

∫︁ 𝑧max

𝑧min

𝐿
(︁
𝑧,Φ0(𝑧), . . . ,Φ2𝑛(𝑧),

𝑑Φ0(𝑧)

𝑑𝑧
, . . . ,

𝑑Φ2𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
, . . . ,

𝑑𝑁Φ0(𝑧)

𝑑𝑧𝑁
, . . . ,

𝑑𝑁Φ2𝑛(𝑧)

𝑑𝑧𝑁

⃒⃒⃒
𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛

)︁
𝑑𝑧.

(40)

Тогда вариационная задача (8) сводится к параметризированной вариационной задаче
для функций одной переменной (41), которая может быть решена методами вариационного
исчисления.

∀{𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛}, 𝑥̄2 ∈ [𝑥̄min
2 ,𝑥̄max

2 ], . . . , 𝑥̄𝑛 ∈ [𝑥̄min
𝑛 , 𝑥̄max

𝑛 ] :

Ξ̃𝑆 → extr
Φ𝑞(𝑧)

.
(41)

Приравнивая вариации функционала по неизвестным функциям к 0, получим краевую
задачу обыкновенных дифференциальных уравнений. Методы решения и бифуркационного
анализа такого рода задач описаны выше в разделах 3.1, 3.2, 3.3.

3.6. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Хедберга. Напомним, что
представление Хедберга (5) верно почти для всех внутренних функций ψ𝑞(𝑥). Аналогично преды-
дущему подходу, опирающемуся на представление Шпрехера, произведём замену переменных:

𝑧 =

𝑛∑︁
𝑙=1

λ𝑙ψ0(𝑥𝑙) =⇒ 𝑥1 = ψ
−1
0

(︁𝑧 −∑︀𝑛
𝑙=2 λ𝑙ψ0(𝑥𝑙)
λ1

)︁
, (42)

тем самым обращая 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 в параметры (производные по ним более не входят в функционал).
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Тогда границы интегрирования меняются согласно формулам (43):

𝑥min
1 ↦→ 𝑧min = λ1ψ0(𝑥min

1 ) + λ2ψ0(𝑥̄2) + · · ·+ λ𝑛ψ0(𝑥̄𝑛),

𝑥max
1 ↦→ 𝑧max = λ1ψ0(𝑥max

1 ) + λ2ψ0(𝑥̄2) + · · ·+ λ𝑛ψ0(𝑥̄𝑛),
(43)

а якобиан замены координат согласно (44):

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒λ1ψ

′
0(𝑥1) λ2ψ

′
0(𝑥2) . . . λ𝑛ψ′0(𝑥𝑛)

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = λ1ψ′0(𝑥1). (44)

Определим функции θ𝑞(𝑧) следующим образом:

θ𝑞(𝑧) = λ1ψ𝑞

(︂
ψ−1
0

(︁𝑧 −∑︀𝑛
𝑙=2 λ𝑙ψ0(𝑥𝑙)
λ1

)︁)︂
+

𝑛∑︁
𝑙=2

λ𝑙ψ𝑞(𝑥𝑙). (45)

Тогда формула (5) принимает вид

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
2𝑛∑︁
𝑞=0

χ
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
, (46)

а частные производные функции 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) выразим через функции одной переменной, напри-
мер14:

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

2𝑛∑︁
𝑞=0

λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)χ
′(︀θ𝑞(𝑧))︀,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
=

2𝑛∑︁
𝑞=0

[︁[︀
λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)

]︀2χ′′(︀θ𝑞(𝑧))︀+ λ𝑖ψ′′𝑞 (𝑥𝑖)χ′(︀θ𝑞(𝑧))︀]︁.
(47)

В представлении (47) фигурируют обыкновенные производные по разным аргументам. Для
приведения производных к производным по одной переменой 𝑧 воспользуемся формулой Фаа-ди-
Бруно для дифференцирования сложных функций:

χ(𝑛)𝑧

(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
=

𝑛∑︁
𝑚=1

χ(𝑚)
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑚

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀
=⇒

χ𝑛
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
=
χ(𝑛)𝑧

(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
−
∑︀𝑛−1

𝑚=1 χ
(𝑚)
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑚

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑛

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀ .

(48)

В итоге получаем функционал (9), зависящий от функции одной переменой:

Ξ̃𝐻 =

∫︁
𝑥̄

∫︁ 𝑧max

𝑧min

𝐿
(︁
𝑧, χ(θ𝑞(𝑧)),

𝑑χ(θ𝑞(𝑧))
𝑑𝑧

, . . . ,
𝑑𝑁χ(θ𝑞(𝑧))

𝑑𝑧𝑁
,
⃒⃒⃒
𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛

)︁
𝑑𝑧𝑑𝑥̄. (49)

Тогда вариационная задача (8) сводится к набору вариационных задач в обыкновенных производ-
ных, которые решаются варьированием функционала по неизвестным функциям и приравниванием

14Здесь представлены частные производные первого и второго порядка. Очевидно, что представление позволяет
получать выражения для производных произвольного порядка.
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вариаций к 0. Методы решения и бифуркационного анализа таких задач описаны выше в разделах
3.1, 3.2, 3.3.

∀{𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛}, 𝑥̄2 ∈ [𝑥̄min
2 , 𝑥̄max

2 ], . . . , 𝑥̄𝑛 ∈ [𝑥̄min
𝑛 , 𝑥̄max

𝑛 ] :

Ξ̃𝐻 → extr
χ(θ𝑞(𝑧))

.
(50)

3.7. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Досса. Воспользуемся
представлением (6) за тем лишь исключением, что будем считать все функции известными (здесь
и далее звёздочкой помечены заданные функции), кроме 3𝑖,ψ𝑖,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛:

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
+

2𝑛∑︁
𝑞=0,𝑞 ̸=𝑖

3*𝑞
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ*𝑞,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
=

= 3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
+Φ*

𝑖 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

(51)

Далее введём новую переменную 𝑧 =
∏︀𝑛

𝑝=1 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) и 𝑥1 выразим через 𝑧, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛. Для
существования обратной функции ψ𝑖,1(𝑥1) должна быть монотонна, что в большинстве случаев не

так. Поэтому сначала ψ𝑖,1(𝑥1) разбивается на интервалы монотонности [𝑥
(𝑘)
1 , 𝑥

(𝑘+1)
1 ] и на каждом

интервале осуществляется замена (52):

𝑥1 = ψ
(−1)
𝑖,1,𝑘

(︁ 𝑧∏︀𝑛
𝑝=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)

)︁
= 𝑥̄1. (52)

Тогда меняются границы интегрирования (53)

𝑥
(𝑘)
1 ↦→ 𝑧(𝑘) = ψ𝑖,1(𝑥

(𝑘)
1 )ψ𝑖,2(𝑥̄2)...ψ𝑖,𝑛(𝑥̄𝑛),

𝑥
(𝑘+1)
1 ↦→ 𝑧(𝑘+1) = ψ𝑖,1(𝑥

(𝑘+1)
1 )ψ𝑖,2(𝑥̄2)...ψ𝑖,𝑛(𝑥̄𝑛)

(53)

и Якобиан замены переменных (54)

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ψ

′
𝑖,1(𝑥1)

∏︀𝑛
𝑝=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) ψ

′
𝑖,2(𝑥2)

∏︀𝑛
𝑝=1,𝑝 ̸=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) . . . ψ′𝑖,𝑛(𝑥𝑛)

∏︀𝑛−1
𝑝=1 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= ψ′𝑖,1(𝑥1)
𝑛∏︁

𝑝=2

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝).

(54)

Используя новую переменную 𝑧, выразим функцию 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) через функцию от 𝑧:

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 3𝑖(𝑧) +Φ*
𝑖 (𝑧, ..., 𝑥𝑛). (55)

Далее получим два функционала: первый (56) путём подстановки представления (51) в функцио-
нал (9)∫︁ ∫︁

...

∫︁
Ω

𝐿1

(︃
𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛,3𝑖

(︁ 𝑛∏︁
𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
, ...,3(𝑁)

𝑖

(︁ 𝑛∏︁
𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
,

ψ𝑖,1(𝑥1), ...,ψ
(𝑁1)
𝑖,1 (𝑥1), ...,ψ𝑖,𝑛(𝑥𝑛), ...,ψ

(𝑁𝑛)
𝑖,𝑛 (𝑥𝑛)

)︃
𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛

(56)
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и второй (57) путём замены переменных (52) и смены порядка интегрирования в функционале (56).∑︁
𝑘

∫︁ 𝑧(𝑘+1)

𝑧(𝑘)

∫︁ 𝑥max
𝑛 (𝑧)

𝑥min
𝑛 (𝑧)

...

∫︁ 𝑥max
2 (𝑧)

𝑥min
2 (𝑧)

𝐿2

(︃
𝑧, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛,3𝑖(𝑧), ...,3

(𝑁)
𝑖 (𝑧),

ψ𝑖,1(𝑥̄1), ...,ψ
(𝑁1)
𝑖,1 (𝑥̄1), ...,ψ𝑖,𝑛(𝑥𝑛), ...,ψ

(𝑁𝑛)
𝑖,𝑛 (𝑥𝑛)

)︃
𝑑𝑧𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛.

(57)

Тогда, варьируя независимо по ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) функционал (56), получим 𝑛 обыкновенных интегро-
дифференциальных уравнений, по одному для каждой ψ𝑖,𝑝.

ψ(𝑁𝑝)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝) = 𝐹𝑖,𝑝

(︁
𝑥𝑝,ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝),ψ′𝑖,𝑝(𝑥𝑝), ...,ψ

(𝑁𝑝−1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)

)︁
, 𝑝 = 1, 𝑛. (58)

Варьируя функционал (57) по 3𝑖(𝑧), получим обыкновенное интегро-дифференциальное уравне-
ние для внешней функции:

3(𝑁)
𝑖 (𝑧) = 𝐺𝑖

(︁
𝑧,3𝑖(𝑧),3′𝑖(𝑧), ...,3

(𝑁𝑝−1)
𝑖 (𝑧)

)︁
. (59)

Тогда целиком метод отыскания решения выглядит следующим образом:
1. Инициализируем функции 3𝑖 = 0,ψ𝑞,𝑝 = 0, 𝑞 = 1, 2𝑛, 𝑝 = 1, 𝑛. Положим 𝑖 = 0.
2. Пока 𝑖 ⩽ 2𝑛:

2.1. Положим внешнюю функцию тождественной: 3𝑖(𝑧) = 3(0)𝑖 (𝑧) = 𝑧; а внутренние
положим произвольными с тем лишь условием, чтобы они удовлетворяли граничным
условиям: ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) = ψ

(0)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝).

2.2. Пока ‖3(𝑗+1)
𝑖 (𝑧)− 3(𝑗)𝑖 (𝑧)‖ > 𝜀3:

2.2.1. Найдём внутренние функции с помощью итеративного алгоритма. Пока
‖
∏︀𝑛

𝑝=1 ψ
(𝑘+1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)−

∏︀𝑛
𝑝=1 ψ

(𝑘)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)‖ > 𝜀ψ:

2.2.1.1. Для каждой функции ψ(𝑘+1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝) решим уравнение (58), считая другие внут-

ренние функции и внешнюю известными (берём с предыдущей итерации).

2.2.2. Найдём внешнюю функцию 3(𝑗+1)
𝑖 (𝑧) из (59), считая внутренние функции

известными.
2.3. Функции с 𝑖ой итерации фиксируются 3𝑖(𝑧) = 3

(𝑗)
𝑖 (𝑧),ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) = ψ

(𝑘)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝), 𝑝 = 1, 𝑛.

2.4. 𝑖 = 𝑖+ 1.

3.8. Численная реализация теоремы Колмогорова. В том случае, когда сведение краевой
задачи уравнений в частных производных к обыкновенным опирается на суперпозиционную
теорему Колмогорова в формулировке Шпрехера, внутренние функции одинаковы для всех
непрерывных функций многих переменных и могут быть вычислены с помощью специальных
алгоритмов. Согласно теореме, произвольная функция 𝑛 переменных 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) представима в
виде суммы суперпозиций функций одной переменной (4). Для вычисления функции ψ(𝑥) мы
использовали алгоритм М. Коппена [23]15.

Далее в настоящем разделе мы предоставим краткое описание алгоритма. Пусть 𝒟𝑘 = {𝑑𝑘}
есть множество сходящихся рациональных чисел, которые задаются формулой (60):

𝑑𝑘 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑖𝑗
γ𝑘

, 𝑖𝑗 = 0, . . . , γ− 1, (60)

15Исходный алгоритм, предложенный Д. Шпрехером [17], содержал ошибку, из-за которой функция ψ(𝑥) вычислялась
неверно для некоторых комбинаций параметров алгоритма.

Громов В. А., Томащук К. К., Бесчастнов Ю. Н., Сидоренко А. А., Какурин В. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 451



где 𝑘 ∈ N, γ ⩾ 2𝑛 + 2 являются параметрами алгоритма. Далее определим константы 𝑎,α𝑝
согласно формулам (61):

𝑎 =
1

γ(γ− 1)
,

α𝑝 =
∞∑︁
𝑗=1

γ−(𝑝−1)𝑛
𝑝−1
𝑛−1 .

(61)

Тогда функция ψ(𝑥) вычисляется рекуррентно по формуле (62)

ψ𝑘(𝑑𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑘, for 𝑘 = 1,

ψ𝑘−1
(︁
𝑑𝑘 −

𝑖𝑘
γ𝑘

)︁
+

𝑖𝑘

γ(𝑛𝑘−1)/(𝑛−1)
for 𝑘 > 1, 𝑖𝑘 < γ− 1,

1

2

(︁
ψ𝑘
(︁
𝑑𝑘 −

1

γ𝑘

)︁
+ ψ𝑘−1

(︁
𝑑𝑘 +

1

γ𝑘

)︁)︁
for 𝑘 > 1, 𝑖𝑘 = γ− 1,

(62)

где 𝑑𝑘 = 0.𝑖1𝑖2, . . . , 𝑖𝑘. Для случая 𝑥 > 1 функция ψ(𝑥) вычисляется по формуле (63)

ψ(𝑥) = ψ(𝑥− [𝑥]) + [𝑥], (63)

где [𝑥] — целая часть числа 𝑥.
На рис. 4 представлены графики функции ψ(𝑥) для значений параметров γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4

соответственно.
Для метода сведения уравнений в частных производных к обыкновенным необходимо уметь

вычислять производные функции ψ(𝑥), которая является недифференцируемой. Однако для неё
можно определить разностный аналог производной (64)

ψ′(𝑥) ≈ ψ(𝑥+ ∆)− ψ(𝑥)
∆

, (64)

где ∆ — приращение, которое зависит от параметров γ, 𝑘. Так как функция ψ(𝑥) определена
на конечном количестве точек {𝑑𝑘}, тогда ∆ = γ−𝑘 — величина шага между двумя соседними
точками из множества 𝒟𝑘. На рис. 5 изображены графики первой и второй производной функции
ψ(𝑥) для γ = 10, 𝑘 = 4.

В случае, когда используется формулировка теоремы Колмогорова в представлении Хед-
берга, также необходимо определить константы λ𝑝. При этом, согласно теореме [19], внутрен-
ние функции ψ𝑞(𝑥) могут быть выбраны почти произвольно с тем только условием, что они

Рис. 4. Графики ψ(𝑥) для значений параметров γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4 соответственно

Fig. 4. Plots of ψ(𝑥) for γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4 respectively
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Рис. 5. Графики первой и второй производной функции ψ(𝑥) для γ = 10 и 𝑘 = 2

Fig. 5. Plots of first and second derivative of a function ψ(𝑥) for γ = 10 and 𝑘 = 2

Рис. 6. Слева направо: графики функций ψ𝑞(𝑥),ψ′
𝑞(𝑥),ψ

′′
𝑞 (𝑥) для представления Хедберга, использованных в вычисли-

тельном эксперименте (цвет онлайн)

Fig. 6. From left to right: plots of functions ψ𝑞(𝑥),ψ′
𝑞(𝑥),ψ

′′
𝑞 (𝑥) for Hedberg formulation, used in a computational experiment

(color online)

должны не убывать на промежутке [0; 1] и принимать на его концах значения 0 и 1 соответ-
ственно: ψ𝑞(0) = 0,ψ𝑞(1) = 1. В вычислительном эксперименте мы использовали варианты,
представленные на рис. 6. Константы же λ𝑝 определяются в рамках задачи поиска экстремума
функционала (65). ∫︁

𝑥̄
Ξ̃𝑆𝑑𝑥̄ → extr

λ𝑝
. (65)

4. Результаты

Предложенный метод был применён к двумерной задаче Брату. Данная задача представляет
собой нелинейную краевую задачу для уравнений в частных производных. Для данной задачи
бифуркационная картина хорошо изучена, что позволяет нам проверить эффективность нашего
метода бифуркационного анализа.

4.1. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Шпрехера. Представленный в предыдущем разделе алгоритм бифуркационного анализа
был применён к решению задачи Брату в вариационной постановке (13). Для данной задачи 𝑛 = 2.
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Разложим представление функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) в ряд Тейлора до нулевого слагаемого (𝑀 = 0). Тогда
получим представление (66):

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
4∑︁

𝑞=0

Φ𝑞(𝑧) = Φ(𝑧), (66)

где 𝑧 = α1ψ(𝑥1) + α2ψ(𝑥2). Выполним замену переменных

𝑥2 = 𝑥̄2,

𝑥1 = ψ−1
(︁𝑧 − α2ψ(𝑥̄2)

α1

)︁
,

𝑥1 = 0 → 𝑧min = α2ψ(𝑥̄2),

𝑥1 = 1 → 𝑧max = α1 + α2ψ(𝑥̄2),

|𝐽 | =
⃒⃒⃒⃒
α1ψ′(𝑥1) α2ψ′(𝑥2)

0 1

⃒⃒⃒⃒
= α1ψ′(𝑥1) =⇒ 𝑑𝑥1 =

𝑑𝑧

α1ψ′
(︀ 𝑧−α2ψ(𝑥̄2)

α1

)︀
(67)

и выразим частные производные, входящие в функционал задачи Брату, через обыкновенные:

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥𝑖
= α𝑖ψ′(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′
𝑞(𝑧),

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2𝑖
= α𝑖ψ′′(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′
𝑞(𝑧) + α

2
𝑖ψ

′2(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′′
𝑞 (𝑧).

(68)

Подставим вышеуказанные замены в функционал, проварьируем его по неизвестным функциям
Φ(𝑧). В итоге получим обыкновенное дифференциальное уравнение (69), которое было разрешено
представленным в разделе 3.1 методом сведения УЧП к ОДУ.

Φ′′(𝑧)

⎡⎣− 2α22ψ
′ (𝑥2)

2

α1ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁ − 2α1ψ′
(︂
ψ(−1)

(︂
𝑧 − α2ψ (𝑥2)

α1

)︂)︂⎤⎦+

+Φ′(𝑧)

⎡⎣2α22ψ′ (𝑥2) 2ψ′′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
α21ψ

′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
3

−
2ψ′′

(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
⎤⎦−

− 2γ𝑒Φ(𝑧)

α1ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁ = 0.

(69)

4.2. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Хедберга. Также к задаче Брату был применён метод, использующий представление
Хедберга. Для случая двух переменных получаем

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
4∑︁

𝑞=0

χ(θ𝑞(𝑧)), (70)
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где 𝑧 = λ1ψ0(𝑥1) + λ2ψ1(𝑥2), θ𝑞(𝑧) = λ1ψ𝑞

(︂
ψ−1
0

(︁
𝑧−λ2ψ0(𝑥2)

λ1

)︁)︂
+ λ2ψ𝑞(𝑥2). Произведём замену

переменных

𝑥2 = 𝑥̄2,

𝑥1 = ψ
−1
0

(︁𝑧 − λ2ψ0(𝑥2)
λ1

)︁
,

𝑥1 = 0 → 𝑧min = λ2ψ0(𝑥̄2),

𝑥1 = 1 → 𝑧max = λ1 + λ2ψ0(𝑥̄2),

|𝐽 | =
⃒⃒⃒⃒
λ1ψ′0(𝑥1) λ2ψ

′
0(𝑥2)

0 1

⃒⃒⃒⃒
= λ1ψ′0(𝑥1) =⇒ 𝑑𝑥1 =

𝑑𝑧

λ1ψ′0
(︀ 𝑧−λ2ψ0(𝑥̄2)

λ1

)︀
(71)

и определим частные производные первого порядка через производные функции одной перемен-
ной χ(θ𝑞(𝑧)):

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

4∑︁
𝑞=0

λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)χ
′(︀θ𝑞(𝑧))︀ (72)

Вариация функционала задачи по функции χ(θ𝑞(𝑧)) даёт ∀𝑥̄2 ∈ [0, 1], получим:

4∑︁
𝑗=0

∫︁ 𝑧max

𝑧min

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥̄2)χ′(θ𝑞(𝑧))δχ′(θ𝑗(𝑧))− γ𝑏(𝑧, 𝑥̄2)𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ(θ𝑞(𝑧))δχ(θ𝑗(𝑧))

]︃
𝑑𝑧 = 0, (73)

где

𝑎𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥2) =
λ21ψ𝑞(𝑥̄1)ψ𝑗(𝑥̄1)
λ1ψ′0(𝑥̄1)

+
λ22ψ𝑞(𝑥̄2)ψ𝑗(𝑥̄2)
λ1ψ′0(𝑥̄1)

,

𝑏(𝑧, 𝑥̄2) =
1

ψ0(𝑥̄1)
.

(74)

Для 𝑗-го элемента суммы заменим переменную интегрирования с 𝑧 на θ𝑗(𝑧) (обозначив для
краткости записи новую переменную интегрирования как 𝑧); получим

4∑︁
𝑗=0

∫︁ θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

1

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀[︃ 4∑︁
𝑞=0

𝑎𝑞,𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧), 𝑥̄2

)︀
χ′
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
δχ′(𝑧)−

− γ𝑏
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧), 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
δχ(𝑧)

]︃
𝑑𝑧 = 0.

(75)

Приведём все производные к производным по переменной 𝑧, используя формулу (48):

χ′
(︀
θ𝑞(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

)︀
= 𝐷1,𝑞,𝑗(𝑧)χ′𝑧

(︀
θ𝑞(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

)︀
, (76)

где

𝐷𝑞,𝑗(𝑧) =
θ′𝑗(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

θ′𝑞(θ
(−1)
𝑗 (𝑧))

. (77)
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Тогда, проинтегрировав слагаемые с производными вариаций по частям, получим

4∑︁
𝑗=0

∫︁ θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

[︃
−

4∑︁
𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
−

4∑︁
𝑞=0

𝑑𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑑𝑧

χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
−

− γ𝑏̄𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
δχ(𝑧)𝑑𝑧+

+

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
δχ′(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

= 0,

. (78)

где

𝑎̄𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥2) =
𝐷𝑞,𝑗(𝑧)𝑎𝑞,𝑗(θ

−1
𝑗 (𝑧), 𝑥2)

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀ ,

𝑏̄𝑗(𝑧, 𝑥2) =
𝑏(θ−1

𝑗 (𝑧), 𝑥2)

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀ ,

(79)

что даёт следующее дифференциальное уравнение:

∀𝑥2 ∈ [0, 1] :

4∑︁
𝑗=0

I(𝑧 ∈ [θ𝑗(𝑧min), θ𝑗(𝑧max)])

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
+

+

4∑︁
𝑞=0

𝑑𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑑𝑧

χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
+ γ𝑏̄𝑗

(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
= 0,

(80)

где I — индикаторная функция.

4.3. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Досса. К задаче Брату был применён метод, использующий представление Досса. Для
случая двух переменных получаем

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +Φ*
𝑖 (𝑥1, 𝑥2). (81)

Выполним замену переменных

𝑧 = ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2),

𝑥1 = ψ
(−1)
𝑖,1,𝑘

(︀ 𝑧

ψ𝑖,2(𝑥2)

)︀
= 𝑥̄1,𝑘,

(82)

где [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] — интервалы монотонности функции ψ𝑖,1(𝑥1). Якобиан замены переменных задаётся
формулой (83):

|𝐽 | = ψ′𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2) =⇒ 𝑑𝑥1 =
𝑑𝑧

ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)
. (83)
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После замены переменных получим

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑖(𝑧) +Φ*
𝑖 (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2),

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥̄1,𝑘
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2),

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= ψ𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2).

(84)

Подставим замены в функционал. До замены переменных получим (85):

𝐿1 =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

[︁
ψ′𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥1
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

+
[︁
ψ𝑖,1(𝑥1)ψ′𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

− 2γ𝑒3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ*
𝑖 (𝑥1,𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

(85)

После замены переменных и смены порядка интегрирования получаем (86):

𝐿2 =
∑︁
𝑘

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

∫︁ 1

0

[︃[︁
ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥̄1,𝑘
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)

]︁2
+

+
[︁
ψ𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

− 2γ𝑒3𝑖(𝑧)+Φ
*
𝑖 (𝑥̄1,𝑘,𝑥2)

]︃
1

ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)
𝑑𝑥2𝑑𝑧.

(86)

Проварьируем функционал (85) по ψ𝑖,1(𝑥1) и по ψ𝑖,2(𝑥2) получим уравнения (87, 88) соответ-
ственно:

ψ′′𝑖,1(𝑥1) =− 1∫︀ 1
0 ψ𝑖,2 (𝑥2)

23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))
2𝑑𝑥2

×

×
∫︁ 1

0

[︃
γψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 𝑒

3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ(𝑥1,𝑥2)−

−Φ(0,1) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2)3
′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+Φ(2,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−
−Φ(0,1) (𝑥1, 𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2)3

′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+ ψ𝑖,2 (𝑥2) 3ψ′𝑖,1 (𝑥1)
23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3

′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,1 (𝑥1) 2ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3′′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,2 (𝑥2) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 2
]︃
𝑑𝑥2,

(87)
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ψ′′𝑖,2(𝑥2) =− 1∫︀ 1
0 ψ𝑖,1 (𝑥1)

23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))
2𝑑𝑥1

×

×
∫︁ 1

0

[︃
γψ𝑖,1 (𝑥1)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 𝑒

3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ(𝑥1,𝑥2)−

−Φ(1,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,1 (𝑥1)3
′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+Φ(0,2) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

−Φ(1,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥1)3
′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+ ψ𝑖,1 (𝑥1) 3ψ′𝑖,2 (𝑥2)
23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3

′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,2 (𝑥2) 2ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,1 (𝑥1) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3′′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥1) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 2
]︃
𝑑𝑥1.

(88)

В качестве граничных условий для первого и второго уравнений возьмём граничные условия
Дирихле: ⎧⎨⎩ψ𝑖,𝑗(0) = 0,

ψ𝑖,𝑗(1) = 0.
(89)

Далее проварьируем функционал (86) по функции 3𝑖(𝑧), получим

3′′𝑖 (𝑧) =
∑︁
𝑘

∫︁ 1

0
−γψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘) 𝑒Φ(𝑥̄1,𝑘,𝑥2)+3𝑖(𝑧)+

+ 𝑥̄′1,𝑘Φ
(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ

′′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 𝑥̄′1,𝑘Φ
(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2−

− 𝑥̄′1,𝑘ψ𝑖,2 (𝑥2)Φ
(2,0) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2−

− 𝑥̄′1,𝑘Φ
(1,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 𝑥̄′1,𝑘ψ𝑖,2 (𝑥2)
23′𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2ψ′′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)+

+ 𝑥̄′1,𝑘3
′
𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)

2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)
2ψ′′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 2𝑥̄′1,𝑘3
′
𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)

2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ
′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧∈[𝑧𝑘,𝑧𝑘+1]

×

×

[︃∑︁
𝑘

∫︁ 1

0
ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︀
ψ𝑖,2 (𝑥2) 2ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2 + ψ′𝑖,2 (𝑥2)
2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2
)︀
𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧∈[𝑧𝑘,𝑧𝑘+1]

]︃−1

.

(90)

Изначальные условия Дирихле после нахождения функций ψ𝑖,1(𝑥1) и ψ𝑖,2(𝑥2) схлопываются
в единое условие (91):

3𝑖(0) = 0. (91)
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Так как уравнение второго порядка, необходимо также второе условие, в качестве которого
возьмём естественное граничное условие, получаемое при варьировании функционала на другом
конце отрезка интегрирования (92):

1

ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)
2ψ′𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︁
Φ(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)+

+ ψ′𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)3
′
𝑖(𝑧)

)︁
+ 2ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︁
Φ(1,0) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)+

+ ψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖(𝑧)ψ
′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧max

= 0.

(92)

Далее решать уравнения (87), (88), (90) будем с помощью итеративного подхода, описанного выше.

4.4. Результаты вычислительного эксперимента. Для подхода, использующего форму-
лировку Шпрехера, используем значения параметров алгоритма γ = 10, 𝑘 = 1, тогда 𝑎 = 1/90,
α1 = 1, α2 = 0.10100010000000001. На рис. 7, a представлен график определителя матрицы

Таблица. Сравнение методов обнаружения бифуркационных точек
для двумерной задачи Брату. Результаты для других методов взяты

из статьи [34]

Table. Comparison of methods for detecting bifurcation points
for a two-dimensional Bratu problem. The results for other

methods are taken from the article [34]

Метод γ

Метод конечных разностей 7.122
Метод коллокаций 6.808
Метод взвешенных остатков 6.780
Почти точное решение 7.028
Итерационный дифференциально-квадратурный метод 7.028
Наш подход 7.031

Фреше на последней итерации ме-
тода Ньютона для функции Φ(𝑧) в
зависимости от значений парамет-
ра γ, а на рис. 7, b 𝐿∞ — норма
решения в зависимости от значе-
ний параметра.

В результате вычислительно-
го эксперимента была найдена од-
на особая точка (предельная) при
значениях параметра γ ≈ 7.03, что
хорошо согласуется с известным
из литературы результатом [34]
(см. Таблицу). Для формулировок

Рис. 7. a — График определителя матрицы Фреше на последней итерации метода Ньютона для разных значений
параметра γ; кружок обозначает критическую точку. b — 𝐿∞ норма решения для различных значений параметра γ;
кружок обозначает критическую точку

Fig. 7. a — Graph of the determinant of the Fréchet matrix on the last iteration of the Newton method for different value of the
parameter γ; circle denotes critical point. b — 𝐿∞ norm of the solution for different values of the parameter γ; circle denotes
critical point

Громов В. А., Томащук К. К., Бесчастнов Ю. Н., Сидоренко А. А., Какурин В. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 459



Рис. 8. Срезы решения задачи Брату по 𝑥2 для γ = 1. Решение, полученное c помощью теоремы Колмогорова–Арнольда
(чёрная линия). Решение, полученное с помощью метода конечных разностей (оранжевые точки). Слева: срез 𝑥1 = 0.1;
в центре: срез 𝑥1 = 0.3, справа: срез 𝑥1 = 0.5. Верхние графики — левая ветвь решений. Нижние графики — правая
ветвь решений (цвет онлайн)

Fig. 8. 𝑥2 cross sections of the solution to the Bratu problem for γ = 1. The solution obtained using the Kolmogorov–Arnold
theorem (black line). The solution obtained using the finite difference method (orange dots). Left: cross section 𝑥1 = 0.1;
center: cross section 𝑥1 = 0.3; right: cross section 𝑥1 = 0.5. The upper graphs are the left branch of the solutions. The lower
graphs are the right branch of the solutions (color online)

Хедберга и Досса полученные результаты были неотличимы от результатов, полученных с по-
мощью формулировки Шпрехера. На рис. 8 изображены решения задачи Брату, полученные
с помощью предложенного в статье подхода (оранжевые), и решения, посчитанные методом
конечных разностей (чёрные). Подчеркнём, что полученные функции решения являются весьма
гладкими, несмотря на потенциальную негладкость, связанную со свойствами функций теоремы
Колмогорова–Арнольда.

Выводы

1. В работе представлен алгоритм построения полной бифуркационной картины (картины
ветвления) для краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных, дан-
ных своими вариационными постановками, опирающийся на суперпозиционную теорему
Колмогорова.

2. При этом суперпозиционная теорема Колмогорова в форме Шпрехера приводит к фор-
мулировке, где внутренние функции вычисляются с помощью специального алгоритма,
в форме Хедберга, где внутренние функции задаются пользователем, в форме Досса, где
внутренние функции отыскиваются с помощью итерационного алгоритма. Полученные
функции решения являются весьма гладкими, несмотря на потенциальную негладкость,
связанную со свойствами функций теоремы Колмогорова–Арнольда.

3. Все три варианта алгоритма были применены к уравнениям Брату и продемонстрировали
хорошее согласование с известными из литературы решениями как по форме решений, так
и по структуре бифуркационной картины.
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