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Аннотация. Цель настоящего исследования — с помощью численных методов рассмотреть задачу нелинейной ди-
намики кинков для уравнения 34 в модели с двумя одинаковыми протяженными «примесями» (или пространственной
неоднородностью потенциала). Методы. Для численного решения модели 34 с неоднородностями использовался
метод прямых для уравнений в частных производных. Кинк запускался в направлении неоднородностей с разными на-
чальными скоростями. Изменялось также расстояние между двумя примесями. Исследовалась траектория кинка после
взаимодействия с примесями. Для нахождения частот колебаний кинка после взаимодействия с пространственными
неоднородностями используется дискретное преобразование Фурье. Результаты. Описано взаимодействие между
кинком и двумя одинаковыми протяженными примесями, описываемыми функциями прямоугольного вида. Определены
возможные сценарии динамики кинка с учетом резонансных эффектов в зависимости от величины параметров системы
и начальных условий. Найдены критические и резонансные скорости движения кинка в зависимости от параметров
примеси и расстояния между ними. Значительные различия наблюдаются в динамике кинка при взаимодействии
с отталкивающими и притягивающими примесями. Установлено, что среди найденных сценариев динамики кинка для
случая протяженных примесей прямоугольного вида есть сценарии резонансной динамики кинка, полученные ранее для
случая одной протяженной примеси, например, квазитуннелирование и отталкивание от притягивающего потенциала.
Заключение. Проведен анализ влияния параметров системы и начальных условий на возможные сценарии динамики кин-
ка. Найдены критические и резонансные скорости кинка как функции от параметров примеси и расстояния между ними.
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Abstract. The purpose of this study is to use numerical methods to consider the problem of nonlinear kink dynamics for the
34 equation in a model with two identical extended “impurities” (or spatial inhomogeneity of the potential). Methods. The 34

model with inhomogeneities was numerically solved using the method of lines for partial differential equations. The kink was
launched in the direction of the inhomogeneities with different initial velocities. The distance between the two impurities was
also varied. The kink trajectory after interaction with the impurities was studied. The discrete Fourier transform was used to
find the oscillation frequencies of the kink after interaction with spatial inhomogeneities. Results. The interaction between
the kink and two identical extended impurities described by rectangular functions is described. Possible scenarios of kink
dynamics are determined, taking into account resonance effects, depending on the magnitude of the system parameters and
initial conditions. Critical and resonant velocities of the kink motion are found depending on the impurity parameters and
the distance between them. Significant differences are observed in the kink dynamics when interacting with repulsive and
attractive impurities. It is established that among the found scenarios of kink dynamics for the case of extended rectangular
impurities, there are scenarios of resonant kink dynamics obtained earlier for the case of one extended impurity, for example,
quasi-tunneling and repulsion from an attractive potential. Conclusion. An analysis of the influence of system parameters
and initial conditions on possible scenarios of kink dynamics is carried out. Critical and resonant kink velocities are found as
functions of the impurity parameters and the distance between them.
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Введение

Уравнение Клейна-Гордона и его модификации — одно из нелинейных дифференциальных
уравнений, часто исследуемых и используемых в различных приложениях. Уравнение 34, от-
носящееся к классу уравнений Клейна-Гордона [1], широко используется, например, во многих
областях физики: от космологии и физики элементарных частиц до биофизики и теории кон-
денсированного состояния [1–5]. Новый импульс к изучению этого уравнения в последние годы
придало использование его для описания физических процессов в графене [6, 7]. Кинк уравнения
34 отличается от кинка другого типа уравнения Клейна–Гордона — уравнения синус-Гордона
(УСГ) [8] — наличием внутренней моды колебаний [1]. Эта колебательная степень свободы может
накапливать энергию и периодически отдавать ее, что приводит к возникновению резонансов
во взаимодействиях кинк-антикинк [2, 9–11] и кинк-примесь [2, 12, 13], а также стимулировать
образование пары кинк-антикинк [14]. Кинк модели 34 с возбужденными внутренними модами
колебаний получил название воблинг-кинк [1, 15]. В уравнении 34 [16–20] кинки и антикинки
не могут просто проходить друг через друга. Численно было установлено, что при больших
скоростях кинк и антикинк неупруго отражаются друг от друга, теряя энергию. При более низких
скоростях кинк и антикинк связывались в долгоживущее колебательное состояние, напоминающее
бризер синус-Гордона, но медленно затухающее.

Для уравнения 34 пока не найдены локализованные в пространстве решения в виде солито-
нов и бризеров. Для аналитического нахождения бризера модели 34 были попытки использовать
разложение в ряд по малому параметру ε [14, 15]. Было обнаружено, что в континуальной теории
существуют только «наноптеронные» решения (осциллирующие решения с бесконечной энер-
гией, с осциллирующими хвостами малой амплитуды, уходящими в бесконечность). Считается
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в настоящее время [1], что бризер модели 34 — всего лишь один из примеров «слабо нелокаль-
ных» уединенных волн. «Нелокальный», потому что пространственная локализация, присущая
классическому определению «уединенной» волны, нарушается квазисинусоидальным излучением,
неограниченным по пространству. «Слабо», потому что амплитуда излучения очень мала. Суще-
ствует «ядро» бризера модели 34 — это центральная часть волны с большой амплитудой. Везде за
пределами ядра есть «крылья», в которых преобладают крошечные синусоидальные пульсации.
Причиной нелокальности такой волны, названной наноптероном [1, c. 166], является резонанс
между бризером и волновой модой линеаризованной безграничной системы [1]. Найдено так-
же [21] долгоживущее нелинейное метастабильное связанное состояние трех кинков — «тритон».
Этот объект является продуктом симметричного столкновения двух кинков и антикинка.

Для применения модели 34 в практических приложениях часто нужно модифицировать
уравнение, внося в него дополнительные слагаемые, или считать коэффициенты функциями от
координат и времени [1, 2, 22–27]. Например, часто рассматривают наличие примесей, то есть
неоднородности параметра перед потенциалом. Для УСГ эта задача разработана достаточно
хорошо. Рассмотрена динамика кинка и генерация локализованных волн для моделей с точечной
и протяженной примесями, одной и многими примесями, изучено влияние функции, описывающей
неоднородность параметра [8, 28–33]. Для модели 34 с примесями пока сделано намного меньше.
Было показано, что одиночные точечные примеси способны рассеивать или захватывать кинки,
а также генерировать локализованную примесную моду [1]. В [34] рассмотрена динамика кинков
для модели с одиночными протяженными примесями, имеющими пространственные профили
Гаусса или Лоренца. В [26] была подробно исследована структура динамического кинка и влияние
параметров примеси прямоугольного вида на резонансную скорость отражения от одиночной
притягивающей примеси. Показано не только качественное согласие полученных результатов со
случаем точечных примесей, но и существенное количественное влияние профиля примеси на
форму локализованной примесной моды и рассеяние кинков на примесях. В [27] рассмотрена
динамика солитонов на протяженной одиночной примеси прямоугольного вида. Для УСГ было
показано ранее [33,35], что наличие двух примесей приводит к появлению новых коллективных
эффектов и существенно влияет на динамику кинка. В данной работе рассмотрена динамика кинка
для модели 34 с двумя протяженными примесями прямоугольного вида и проведено сравнение
полученных результатов с уже известными для УСГ.

1. Основные уравнения и метод решения

Рассмотрим некоторое скалярное поле 𝑢(𝑥, 𝑡), для которого уравнение движения в одномер-
ном случае имеет вид

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 +𝐾(𝑥)(𝑢2 − 1)𝑢 = 0, (1)
где 𝐾(𝑥) — некоторая функция от координаты 𝑥, учитывающая наличие примеси в системе. При
𝐾(𝑥) = 1 уравнение (1) является уравнением модели 34 и имеет решение в виде кинка [1]:

𝑢(𝑥, 𝑡) = tanh
𝑥− 𝑣0𝑡√︀
2(1− 𝑣20)

, (2)

где 𝑣0 — начальная скорость кинка, 0 ⩽ 𝑣0 < 1, 𝑥0 — начальное положение кинка.
Для случая протяженных примесей и произвольного вида функции 𝐾(𝑥) уравнение (1)

можно решить только численно. Рассмотрим для определенности случай 𝐾(𝑥), хорошо иссле-
дованный для УСГ, в виде двух одинаковых протяженных примесей [26], который описывается
формулой:

𝐾 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑥 < −𝑊

2
,

𝑊

2
< 𝑥 < 𝑑− 𝑊

2
, 𝑥 > 𝑑+

𝑊

2
,

1− ∆𝐾, −𝑊

2
⩽ 𝑥 ⩽

𝑊

2
, −𝑊

2
+ 𝑑 ⩽ 𝑥 ⩽

𝑊

2
+ 𝑑,

(3)
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Рис. 1. Зависимость 𝐾(𝑥) вида (3)

Fig. 1. Dependence 𝐾(𝑥) of the form (3)

где 𝑑 — расстояние между примесями, 𝑊 —
ширина примесей, ∆𝐾 — глубина примесей
(см. рис. 1). Как показано для точечных при-
месей ранее [1], если ∆𝐾 > 0, то примесь яв-
ляется эффективной потенциальной ямой для
кинка, при ∆𝐾 < 0 — потенциальным барье-
ром (рис. 1).

Уравнение (1) c пространственной неод-
нородностью вида (3) решалось численно ме-
тодом линий [36] на интервале −60 ⩽ 𝑥 ⩽ 60,
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1000. Шаг по координате равен 0.025.
Шаг по времени автоматически выбирался про-
граммой расчета, чтобы обеспечить абсолют-
ную точность интегрирования получившейся
системы дифференциальных уравнений 10−8.
В качестве начального решения при 𝑡 = 0 брал-
ся кинк вида (2), имеющий координату 𝑥0 = −10. Он запускался с разными начальными скоростя-
ми 𝑣0 в направлении примеси, и наблюдалась его динамика. Использовались граничные условия
Неймана. На границах используемой численной схемы заложено сильное трение, позволяющее по
прошествии некоторого времени счета избавиться от излучения свободных волн, возникающих
при взаимодействии кинка с примесью и границами расчетной схемы.

2. Результаты

2.1. Случай потенциального барьера. Динамика кинка. Рассмотрим вначале случай
∆𝐾 < 0 при значениях параметров: 𝑑 = 5.0, ∆𝐾 = −0.5, 𝑊 = 1.0. В отличие от случая
одной протяженной примеси [26, 27], когда было найдено два возможных сценария динамики

Рис. 2. Различные сценарии динамики кинка: 1 — отражение
от барьеров, 𝑣0 = 0.4580; 2 — прохождение барьеров, 𝑣0 =
= 0.4615; 3 — отражение от второго барьера, 𝑣0 = 0.4610;
4 — колебания между барьерами, 𝑣0 = 0.4584 (цвет он-
лайн)

Fig. 2. Various scenarios of kink dynamics: 1 — reflection
from barriers, 𝑣0 = 0.4580; 2 — passing barriers, 𝑣0 =
= 0.4615; 3 — reflection from the second barrier, 𝑣0 = 0.4610;
4 — oscillations between barriers, 𝑣0 = 0.4584 (color online)

кинка, в данном случае получены четыре воз-
можных сценария движения кинка. Возмож-
ные сценарии движения кинка показаны на
рис. 2. Пунктирной линией на рис. 2 показаны
центры прямоугольных примесей (барьеров).
Кинк может отразиться от первого барьера и
возвратиться назад (кривая 1 на рис. 2). Это,
как правило, происходит при малых скоростях.
При превышении некоторого порога началь-
ной скорости кинка 𝑣0, обычно называемого
критической скоростью, кинк 𝑣𝑐𝑟 начинает про-
ходить оба барьера (кривая 2 на рис. 2). При
некотором узком диапазоне начальных скоро-
стей возможны два варианта динамики кинка:
кинк может пройти первый барьер, отразиться
от второго барьера и, пройдя еще раз первый
барьер, вернуться назад (кривая 3 на рис. 2),
либо кинк, пройдя первый барьер, начинает ко-
лебаться между двумя барьерами (кривая 4 на
рис. 2). Траектории 3 и 4 возникают в неболь-
шом диапазоне начальной скорости 𝑣0 ≈ 0.46.
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Рис. 3. Различные сценарии динамики кинка в зави-
симости от расстояния между барьерами и начальной
скорости: 1 — отражение от барьеров; 2 — прохождение
барьеров; 3 — отражение от второго барьера; 4 — колеба-
ния между барьерами (цвет онлайн)

Fig. 3. Different scenarios of kink dynamics depending on
the distance between barriers and initial speed: 1 — reflection
from barriers; 2 — passing barriers; 3 — reflection from
the second barrier; 4 — oscillations between barriers (color
online)

Рис. 4. Различные сценарии динамики кинка в зависимо-
сти от расстояния между барьерами и начальной скорости
в области критической скорости 𝑣0 ≈ 0.46: 1 — отражение
от барьеров; 2 — прохождение барьеров; 4 — колебания
между барьерами (цвет онлайн)

Fig. 4. Various scenarios of kink dynamics depending on
the distance between the barriers and the initial velocity in
the critical velocity region 𝑣0 ≈ 0.46: 1 — reflection from
barriers; 2 — passing barriers; 4 — oscillations between barriers
(color online)

Отметим, что это значение скорости совпадает с точностью до тысячных с минимальной скоро-
стью 𝑣𝑐𝑟 = 0.46, необходимой кинку для прохождения одной протяженной примеси [26]. Отметим,
что всегда после взаимодействия с примесью начальный кинк вида (2) превращается в вобблинг-
кинк (кинк с возбужденной внутренней модой колебаний), как и для случая одной примеси,
рассмотренный ранее [27].

Рис. 5. Увеличенная часть рис. 4 при 4 < 𝑑 < 10:
1 — отражение от барьеров; 2 — прохождение барьеров;
4 — колебания между барьерами (цвет онлайн)

Fig. 5. Enlarged part of fig. 4 for 4 < 𝑑 < 10: 1 — reflection
from barriers; 2 — passing barriers; 4 — oscillations between
barriers (color online)

Зависимость режима динамики кинков
от начальной скорости и расстояния между
центрами барьеров 𝑑 показана на рис. 3. Об-
ласти 1–4 соответствуют траекториям 1–4 на
рис. 2. При малых расстояниях между барье-
рами 𝑑 < 2 есть переходная зона от отражения
от барьеров к прохождению, при которой кинк
проходит первый барьер и отражается от вто-
рого (кривая 3, рис. 2). При увеличении рас-
стояния между барьерами в районе 𝑣0 = 0.46
кинк начинает колебаться между барьерами
(кривая 4, рис. 2). Рисунок получен с шагом
по начальной скорости 0.001 и шагом по 𝑑,
равным 0.05.

Области, в которых кинк колеблется меж-
ду барьерами, имеют довольно сложную струк-
туру, как показано на рис. 4 и рис. 5. Эти рисун-
ки получены с шагом по начальной скорости
0.0001 и шагом по 𝑑, равным 0.05.
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Рис. 6. Зависимость конечной скорости кинка 𝑣𝑓 от началь-
ной 𝑣0 после взаимодействия с потенциальными барьера-
ми. Пунктирными линиями построены прямые 𝑣𝑓 = 𝑣0,
𝑣𝑓 = −𝑣0

Fig. 6. Dependence of the final kink velocity 𝑣𝑓 on the initial
velocity 𝑣0 after interaction with potential barriers. The dotted
lines show the straight lines 𝑣𝑓 = 𝑣0, 𝑣𝑓 = −𝑣0

Зависимость конечной скорости кинка
𝑣𝑓 от начальной 𝑣0 после взаимодействия с по-
тенциальными барьерами имеет вид, представ-
ленный на рис. 6. Конечная скорость кинка
находилась следующим образом. После взаи-
модействия с примесями в виде потенциаль-
ных барьеров кинк движется практически все-
гда с постоянной скоростью, и его конечную
скорость 𝑣𝑓 можно найти линейной аппрокси-
мацией траектории 𝑋𝑐(𝑡) = 𝑋0 + 𝑣𝑓 𝑡. Изменяя
начальную скорость кинка, можно получить
𝑣𝑓 (𝑣0) — зависимость конечной скорости кин-
ка от начальной.

Видно, что для 𝑣0 < 𝑣𝑐𝑟 взаимодействие
кинка с примесью практически упругое, хотя
на кинке и возбуждается внутренняя мода ко-
лебаний. Заметное отличие величин начальных
и конечных скоростей возникает после про-
хождения кинком двух примесей только при
скоростях чуть больших 𝑣𝑐𝑟 и больших величинах параметра ∆𝐾. Это можно объяснить тем,
что в этом случае после столкновения с высоким барьером возбуждаются за счет кинетической
энергии кинка внутренние моды колебаний, и он начинает сильно излучать объёмные волны, что
заметно влияет на величину его скорости. При достаточно больших скоростях 𝑣0 > 0.7 взаимо-
действие кинка с примесью опять практически упругое, так как при такой большой скорости
кинк не успевает отдать много кинетической энергии на возбуждение внутренних мод колебаний.
В области примесей при этом колебаний не наблюдается.

Более подробно траектория координаты центра кинка, колеблющегося между барьерами,
показана на рис. 7 для параметров 𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.46. Эти колебания сопровождаются возбужде-
нием внутренних мод колебаний кинка и излучением кинком малоамплитудных волн. Частота
колебаний кинка между барьерами для данных параметров равна примерно 0.21 (см. рис. 8),
и видно, что существует только одна частота. Возбуждение локализованных на примеси колебаний
при пининге, отражении или прохождении кинка не наблюдалось.

Рис. 7. Зависимость координаты центра кинка от времени
(𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.46)

Fig. 7. Dependence of the kink center coordinates on time
(𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.46)

Рис. 8. Преобразование Фурье колебаний координаты цен-
тра кинка от времени (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.46)

Fig. 8. Fourier transform of oscillations of the kink center
coordinates versus time (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.46)
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2.2. Случай потенциальной ямы. Динамика кинка. Пусть теперь ∆𝐾 > 0, например,
∆𝐾 = 0.7, 𝑊 = 1.0. Рассмотрим возможные сценарии динамики кинка, изменяя расстояние 𝑑
между примесями и начальную скорость кинка (рис. 9). Главное отличие взаимодействия кинка
с примесью типа потенциальной ямы от примеси типа барьера, как и для случая уравнения
синус-Гордона [2, 8], заключается в том, что взаимодействие кинка с ямой — неупругое. Как и
для случая потенциального барьера, на кинке возбуждается внутренняя мода колебаний, то есть
образуется вобблинг-кинк. В центре примесей возникают локализованные колебания, которые
сильно влияют на динамику кинка.

Наблюдались следующие сценарии динамики кинка: колеблется между двумя примесями
(см. рис. 9 кривая 1 (𝑑 = 1.5, 𝑣0 = 0.2)); колеблется то в области первой примеси, то в области
второй, и может перескакивать между примесями (см. рис. 9 кривая 6 (𝑑 = 2.1, 𝑣0 = 0.06));
захватывается первой примесью (при малых начальных скоростях кинка см. кривая 2 рис. 9);
захватывается второй примесью (кривая 3 рис. 9); резонансно отражается от притягивающего
потенциала (кривая 4 рис. 9); проходит обе примеси (кривая 5 рис. 9).

Из рис. 9 следует, что конечная скорость кинка 𝑣𝑓 при данных параметрах примеси опре-
деляется величиной его начальной скорости. Так, если кинк двигается по траекториям 1, 2, 3, 6
рис. 9, то вследствие излучения он в конце концов остановится на первой или второй примеси,
и его конечная скорость будет 𝑣𝑓=0. Конечная скорость кинка при движении по траекториям 4
и 5 рис. 9 после взаимодействия с примесями в виде потенциальных ям находится аналогично
методике, описанной в параграфе 2.1.

При фиксированном расстоянии между примесями — 𝑑 = 5.1 и ∆𝐾 = 0.7, 𝑊 = 1.0, изменяя
начальную скорость кинка 𝑣0 с шагом 0.001, можно рассчитать зависимость конечной скорости

Рис. 9. Различные сценарии динамики кинка: 1 — колебания
между двумя примесями (𝑑 = 1.5, 𝑣0 = 0.2); 2 — захват на
первой примеси (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.18); 3 — захват на второй
примеси (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.24); 4 — резонансное отражение
(𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.4); 5 — прохождение примесей (𝑑 = 5.0,
𝑣0 = 0.42); 6 — перескоки между первой и второй приме-
сью (𝑑 = 2.1, 𝑣0 = 0.06) (цвет онлайн)

Fig. 9. Various kink dynamics scenarios: 1 — oscillations
between two impurities (𝑑 = 1.5, 𝑣0 = 0.2); 2 — capture
on the first impurity (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.18); 3 — capture on
the second impurity (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.24); 4 — resonant
reflection (𝑑 = 5.0, 𝑣0 = 0.4); 5 — passing impurities (𝑑 = 5.0,
𝑣0 = 0.42); 6 — jumps between the first and second impurity
(𝑑 = 2.1, 𝑣0 = 0.06) (color online)

кинка от начальной (рис. 10). Для других
параметров примеси, как показали числен-
ные расчеты, вид 𝑣𝑓 (𝑣0) будет аналогичным.
Из рис. 10 видно, что при малых скоростях
конечная скорость кинка равна нулю, так как
наблюдаем его пининг на первой или второй
примеси. Есть некоторая критическая величи-
на начальной скорости 𝑣𝑐𝑟, при превышении
величины которой кинк проходит обе приме-
си. При заданных параметрах неоднородности
𝑣𝑐𝑟 = 0.411. Имеется на рис. 10 значение отри-
цательной скорости (при 𝑣0 = 0.408), которое
соответствует резонансному отражению от при-
тягивающего потенциала, как и для рассмот-
ренного ранее случая одной примеси [1,13,26].
При данном сценарии после взаимодействия с
примесями кинк медленно движется в обрат-
ном направлении. Также в определенных диа-
пазонах начальной скорости возможно прохож-
дение кинком обеих примесей при скорости
ниже 𝑣𝑐𝑟. Найдено два таких диапазона началь-
ных скоростей. Аналогично работе [26] можно
назвать это явление квазитуннелированием.

В [1, 13, 26] для случая одной приме-
си было показано, что резонансное отраже-
ние проявляется в очень узком диапазоне
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Рис. 10. Зависимость конечной скорости кинка 𝑣𝑓 от на-
чальной 𝑣0 при шаге по начальной скорости 0.001

Fig. 10. Dependence of the final kink velocity 𝑣𝑓 on the initial
velocity 𝑣0 at an initial velocity step of 0.001

Рис. 11. Зависимость конечной скорости кинка 𝑣𝑓 от на-
чальной 𝑣0 при шаге по начальной скорости 0.0001. Об-
ласть поиска резонансного отражения 0.4-0.42

Fig. 11. Dependence of the final kink velocity 𝑣𝑓 on the initial
velocity 𝑣0 at an initial velocity step of 0.0001. Search area
for resonant reflection 0.4-0.42

скоростей и их количество увеличивается при приближении к величине критической ско-
рости. Для верификации результатов резонансного взаимодействия была построена зави-
симость конечной скорости кинка 𝑣𝑓 от начальной 𝑣0 при уменьшенном на порядок ша-
ге по начальной скорости — 0.0001 (см. рис. 11) вблизи области точки критической
скорости 𝑣𝑐𝑟. В этом случае на графике добавилось еще 5 диапазонов начальной скорости,
в которых возникает резонансное отражение.

Рис. 12. Зависимость конечной скорости кинка 𝑣𝑓 от на-
чальной 𝑣0 при шаге по начальной скорости 0.00001. Об-
ласть резонансного отражения 0.4067. Остальные окна еще
намного меньше и требуют еще более мелкого шага для
отрисовки

Fig. 12. Dependence of the final kink velocity 𝑣𝑓 on the initial
velocity 𝑣0 at a step of initial velocity of 0.00001. The resonant
reflection region is 0.4067. The remaining windows are still
much smaller and require even smaller steps to draw

Рассмотрим первое из новых значений
«резонансной» начальной скорости 𝑣0 = 0.4067
(см. рис. 11). Если взять и опять уменьшить
масштаб и рассмотреть начальные скорости
уже с шагом по 0.00001 вблизи 𝑣0 = 0.4067,
можно получить следующую зависимость (см.
рис. 12). Для остальных значений «резонанс-
ных» скоростей шага по начальной скорости,
равного 0.00001, уже не хватает, но можно
предположить, что зависимость будет также
иметь подобный вид при уменьшении шага.
В целом можно сделать вывод, что для двух
протяженных примесей, по сравнению со слу-
чаем одной примеси [26], области резонанс-
ного отражения намного меньше по величине
этих областей меньше, и для их нахождения
при расчетах требуется меньший шаг по на-
чальной скорости, что существенно затрудняет
их нахождение.

Критическая скорость 𝑣𝑐𝑟 кинка зави-
сит от параметров примеси и от расстояния 𝑑
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Рис. 13. Зависимость критической скорости кинка 𝑣𝑐𝑟 от
расстояния между примесями

Fig. 13. Dependence of the critical kink velocity 𝑣𝑐𝑟 on the
distance between impurities

Рис. 14. Диаграмма возможных режимов динамики кинка
в зависимости от начальной скорости кинка 𝑣0 и рас-
стояния 𝑑 между протяженными примесями. Черными
маркерами показаны значения критической скорости (цвет
онлайн)

Fig. 14. Diagram of possible regimes of kink dynamics
depending on the initial kink velocity 𝑣0 and the distance 𝑑
between extended impurities. Black markers show the critical
speed values (color online)

между примесями. Методом половинного де-
ления получена зависимость критической ско-
рости кинка от 𝑑. Она представлена на рис. 13.

Построим диаграмму возможных сцена-
риев динамики кинка в зависимости от началь-
ной скорости 𝑣0 и расстояния между приме-
сями 𝑑 (см. рис. 14). На этом рисунке цифра
1 — колебания кинка между двумя примесями,
2 — захват на первой примеси, 3 — захват
на второй примеси, 4 — резонансное отраже-
ние, 5 — прохождение кинка через примеси
при скорости ниже 𝑣𝑐𝑟 — квазитуннелирование,
6 — прохождение кинка через две примеси.
Диаграмма для областей параметров, опреде-
ляющих вид сценария динамики кинка, имеет
«лепестковый» вид. При одном и том же значе-
нии параметра 𝑑 при изменении начальной ско-
рости кинка могут иметь место как различные,
так и одинаковые сценарии его динамики. При
постоянной начальной скорости, только меняя
расстояние между примесями, также можно по-
лучить как разные, так и одинаковые сценарии
динамики кинка. Так, при небольшом значении
𝑑 кинк колеблется между примесями, при уве-
личении величины параметра 𝑑 (примерно от 2
до 4) кинк хаотично останавливается то на пер-
вой, то на второй примеси. При дальнейшем
увеличении 𝑑 > 4 уже видны четкие границы
разделения областей притяжения первой и вто-
рой ямы. Видно, что резонансное отражение
возникает на границах лепестков (получены
отдельные значения, найденные при шаге вы-
числения диаграммы ∆𝑑 = 0.01 и ∆𝑣0 = 0.01).
Можно предположить, что если бы мы могли
найти точную формулу лепестка 𝐹 (𝑣0, 𝑑) для
заданных параметров примесей, то все вели-
чины начальных скоростей для резонансного
отражения будут лежать на его границе. Можно
заметить также, что зависимость критической

скорости (рис. 13) хорошо ложится на диаграмму режимов динамики кинка (рис. 14). Черными
маркерами показаны значения критической скорости, взятые из рис. 13.

Заключение

Определены и описаны возможные сценарии динамики кинка с учетом резонансных эффек-
тов. Показано, что динамика кинка в (1+1)-мерной модели 34 с двумя протяженными примесями
содержит новые сценарии его динамики по сравнению со случаем одной протяженной примеси.
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В случае примесей, которые являются потенциальными барьерами для кинка, как и в случае УСГ,
он, в зависимости от начальной скорости, может либо отражаться от них, либо проходить че-
рез них, либо колебаться между ними. Его взаимодействие с примесями носит в этом случае
в основном упругий характер. Для примесей, являющихся потенциальными ямами для кинка,
в зависимости от начальной скорости, как и в случае УСГ, найдены следующие сценарии его
динамики: захват; резонансное отражение или прохождение при скоростях меньше критической;
прохождение при скоростях больше критической. Взаимодействие кинка с примесями носит
в этом случае неупругий характер, связанный с затратами его энергии на возбуждение локали-
зованных на примесях волн. Резонансное отражение и прохождение связано с возможностью
резонансного взаимодействия кинка с локализованными волнами, возбуждаемыми в области
примесей. Найдены зависимости критических и резонансных скоростей кинка в зависимости от
параметров примеси. Построена диаграмма возможных сценариев динамики кинка в зависимости
от начальной скорости и расстояния между примесями.
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