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Аннотация. Цель настоящего исследования — математическое описание ансамбля связанных общим дипольным
полем осцилляторов, моделирование и изучение синхронизации трёх рассматриваемых топологий — кольцо, решётка и
цепочка — с последующим выявлением приоритетной топологии, которая обеспечивала бы синхронизацию в большем
диапазоне начальных условий. Методы. Для упрощения численного моделирования и изучения синхронизации систем,
связанных общим дипольным полем антиферромагнитных осцилляторов, была использована модель Курамото для
фазовых осцилляторов, а также параметр порядка и его среднее значение. Результаты. Получена математическая
модель для связанных общим дипольным полем антиферромагнитных осцилляторов для трёх топологий: кольцо,
решётка и цепочка. На примере модели Курамото связанных осцилляторов и с помощью параметра порядка и его
среднего значения была изучена синхронизация рассматриваемых массивов и было выяснено, что решётка является
преимущественной топологией при одинаковых параметрах ансамбля. Заключение. В работе исследована задача
синхронизации ансамблей антиферромагнитных спин-Холл осцилляторов, объединенных в различные топологии:
кольцо, решётку и цепочку. Показано, что решётка является наиболее предпочтительной топологией для достижения
синхронизации при меньших значениях константы силы связи между осцилляторами. Для кольца и цепочки требуются
более высокие значения константы силы связи. Для достижения синхронизации в них требуется существенно повышать
силу связи.

Ключевые слова: синхронизация, антиферромагнитный спин-Холл осциллятор, модель Курамото, ансамбль, параметр
порядка.
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Abstract. The purpose the purpose of this study is to mathematically describe an ensemble of oscillators coupled by a common
dipole field, to model and study the synchronization of the three topologies under consideration: a ring, a grid, and a special
case of a lattice-chain, with subsequent identification of a priority topology that would ensure synchronization over a larger
range of initial conditions of the ensemble. Methods. To simplify the numerical modeling and study the synchronization
of systems of antiferromagnetic oscillators coupled by a common dipole field, the Kuramoto model for coupled oscillators,
as well as the order parameter and its average value, were used. Results. A mathematical model for antiferromagnetic oscillators
coupled by a common dipole field was obtained for three topologies: ring, grid, and chain. Using the Kuramoto model of
coupled oscillators and the order parameter and its average value, the synchronization of the considered arrays was studied,
and it was found that the lattice is the preferred topology for the same ensemble parameters. Conclusion. The paper studies
the problem of synchronization of ensembles of antiferromagnetic spin-Hall oscillators combined into different topologies:
ring, grid and chain. It is shown that the grid is the most preferable topology for achieving synchronization at lower values
of the coupling strength constant between the oscillators. The ring and chain require higher values of the coupling strength
constant, which is their disadvantage. Nevertheless, with a sufficiently strong coupling, synchronization is also possible in
these topologies.

Keywords: synchronization, antiferromagnetic spin-Hall oscillator, Kuramoto model, ensemble, order parameter.

Acknowledgements. This work was supported by Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation
(agreement No. 075-15-2024-538).

For citation: Samoylenko KD, Mitrofanova AYu, Safin AR, Nikitov SА. Influence of the topology of coupled antiferromagnetic
oscillators on their mutual synchronization. Izvestiya VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2025;33(3):307–321. DOI: 10.18500/
0869-6632-003154

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

Введение

Спинтроника является перспективным направлением развития науки и технологий.
В частности, особый научный интерес вызывают спин-трансферные и спин-Холл осцилляторы
(СТО и СХО соответственно), которые обладают потенциалом внедрения в СВЧ- и терагерцевой
электронике. Названные спинтронные осцилляторы (СТО) могут быть реализованы как на основе
ферромагнитных (ФМ) [1,2], так и антиферромагнитных (АФМ) [3–5] слоёв. Диапазон частот ФМ
СТО составляет десятки ГГц, в то время как для АФМ СТО возможно возбуждение колебаний
с частотами от единиц ГГц до десятков ТГц, что является преимуществом последних. В свою оче-
редь, СХО выигрывают у СТО в простоте изготовления, что делает АФМ СХО привлекательным
объектом исследования [6, 7]. Исследование АФМ СХО открывает перспективы их использования
в качестве источников, детекторов и спектроанализаторов ТГц-сигналов [8,9], а также логических
элементов [10] и элементов нейроморфных вычислений [11]. Тем не менее низкая выходная
мощность единичного АФМ СХО вызывает проблемы в практической реализации перечислен-
ных компонентов, которые могут быть решены посредством связи и взаимной синхронизации
единичных АФМ СХО в массиве [12, 13].
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В качестве механизма синхронизации можно использовать общее дипольное поле [14], обу-
словленное свойствами скошенных АФМ. Такой вид связи обеспечивает возможность построения
различных топологий связанных консервативно АФМ СХО путем простого их расположения в
пространстве вблизи друг друга. Таким образом, по-разному сгруппированные СХО на основе
скошенных АФМ позволяют создавать сложные магнитные структуры и контролировать взаимо-
действие их элементов друг с другом. Также объединение АФМ осцилляторов в топологические
конфигурации может обеспечить устойчивые и эффективные способы генерации и управления
спиновыми волнами, что расширяет возможности применения антиферромагнитных осцилляторов.
Некоторые топологии могут обеспечивать более сильную и стабильную связь и синхронизацию
между осцилляторами, что влияет на эффективность передачи информации или генерацию спино-
вых волн, а также на возможность улучшения параметров предполагаемых устройств на основе
АФМ СХО. В данной работе исследуется взаимная синхронизация связанных посредством общего
дипольного поля СХО на основе скошенных АФМ. Сравниваются 3 топологии: кольцо, решётка
и её частный случай — цепочка.

1. Физическая структура

Антиферромагнитный спин-Холл осциллятор — это двухслойная гетероструктура, которая
состоит из слоя немагнитного металла (например, платины) и расположенного на нем АФМ [15].
По немагнитному металлу протекает постоянный электрический ток jDC. Вследствие спино-
вого эффекта Холла [16–18] при многократном рассеянии электронов появляется поток спин-
поляризованных электронов с единичным вектором поляризации p, и из НМ в АФМ протекает
спиновый ток jSC в направлении, перпендикулярном электрическому току. Вместе с течением
спинового тока происходит перенос спинового момента из НМ в АФМ, в результате чего намаг-
ниченности АФМ возмущаются, при этом в зависимости от величины jDC и, соответственно,
от перенесенного в АФМ спинового момента происходят либо затухающие колебания намагни-
ченностей M1 и M2, либо их вращение в лёгкой плоскости (EP), то есть автоколебания [19].
Из-за обратного спинового эффекта Холла спиновый ток, протекающий из АФМ в НМ, преобразу-
ется в переменный электрический ток ТГц-диапазона, который протекает по слою НМ и является
выходным сигналом АФМ СХО.

Для увеличения мощности выходного сигнала АФМ СХО предлагается объединить несколь-
ко осцилляторов в ансамбль и синхронизировать их [20]. Связь антиферромагнитных осцилляторов
может быть осуществлена с помощью двух методов: посредством общей шины немагнитного
металла и общего дипольного поля. В данной работе рассматривается синхронизация АФМ СХО
в режиме автоколебаний, связанных посредством общего дипольного поля. Так как данный вид
связи обусловлен динамикой вектора ферромагнетизма, в данной работе в качестве активного
слоя СХО рассматривается скошенный АФМ (слабый ФМ), скос намагниченностей которого
объясняется взаимодействием Дзялошинского–Мория [21, 22]. Физическая структура единичного
АФМ СХО изображена на рис. 1, a. Лёгкая и трудная оси АФМ сонаправлены с осями 𝑂𝑦 и 𝑂𝑥
на рис. 1, a соответственно, их единичные орты обозначаются как ne и nh. В результате вращения
намагниченностей в лёгкой плоскости с терагерцевой частотой, пропорциональной вводимому
спиновому току и обменному полю АФМ, возникает дипольное излучение с той же частотой,
которое может приниматься как соседними, так и более удалёнными от данного осцилляторами
ансамбля.

Рассматриваемые топологии изображены на рис. 1, b и c. Цепочка считается частным
случаем решётки, продемонстрированной на рис. 1, c. Расстояние от центра системы координат
до 𝑗-го осциллятора обозначено как r𝑗 , при этом для записи последующих формул и реализации
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Рис. 1. Физическая структура единичного АФМ СХО и рассматриваемые варианты расположения элементов в масси-
вах: a — конструкция антиферромагнитного спин-Холл осциллятора с нижним слоем немагнитного металла (NM),
по которому протекает ток jDC, и верхним слоем антиферромагнетика (AFM), в котором из-за поляризации p спинов
электронов и течения спинового тока jSC происходит прецессия намагниченностей M1 и M2 в лёгкой плоскости
(easy plane-EP); топологии 𝑁 связанных АФМ СХО, для которых расстояние от центра системы координат до 𝑗-го
осциллятора r𝑗 , расстояние между двумя ближайшими осцилляторами 𝑑: b — кольцо, c — решётка, где 𝑞r

𝑗 и 𝑞c
𝑗 являются

индексами строки и столбца соответственно

Fig. 1. Physical structure of a single AFM SCHO and the considered variants of arrangement of elements in arrays; a — design
of an antiferromagnetic spin-Hall oscillator with a lower layer of non-magnetic metal (NM), through which current jDC flows
and an upper layer of antiferromagnet (AFM), in which, due to polarization p of electron spins and the flow of spin current
jSC, precession of magnetizations M1 and M2 occurs in the easy plane (EP); topologies of 𝑁 coupled AFM SCWs for which
the distance from the center of the coordinate system to the 𝑗-th oscillator r𝑗 , the distance between two nearest oscillators 𝑑:
b — ring, c — grid, where 𝑞r

𝑗 and 𝑞c
𝑗 are the row and column indices, respectively

вычислительных экспериментов индексы 𝑗-го осциллятора в решётке, которые отвечают за номера
строки и столбца, обозначаются в виде 𝑞r

𝑗 и 𝑞c
𝑗 . Так как результаты моделирования связанных

осцилляторов, расположенных в цепочке, не зависят от направления самой цепи, то в этом
случае нет необходимости уточнять номер строки и столбца, поэтому для 𝑗-го осциллятора
цепочки не принято никаких прочих обозначений. Во всех трёх топологиях расстояние между
двумя ближайшими осцилляторами одинаково и равно 𝑑. Нумерация осцилляторов начинается
с единицы, последний осциллятор имеет номер 𝑁 , то есть 𝑗 = 1, 𝑁 , при этом в решётке
количество строк и столбцов обозначено как 𝑁1 и 𝑁2 соответственно.

2. Математическая модель

Уравнение для вектора l𝑗 антиферромагнитного момента 𝑗-го осциллятора [15, 23–25]
имеет вид

l𝑗 ×
(︂
l̈𝑗 + αωexl̇𝑗 − 2γ[l̇𝑗 ×H𝑗 ] +

𝜕𝑊AFM𝑗

𝜕l𝑗
+ σ𝑗DC𝑗ωex[p× l𝑗 ]

)︂
= 0, 𝑗 = 1, 𝑁, (1)

где α — коэффициент затухания Гильберта, γ — гиромагнитное отношение, ωex = γ𝐻ex — частота
обменного поля 𝐻ex, σ = 2π · 4.32 рад · см2/(A · c) — коэффициент, характеризующий перенос
спинового момента из слоя НМ в АФМ, 𝑗DC𝑗 — плотность постоянного тока, протекающего
через 𝑗-й осциллятор. Расстояние между 𝑖-м и 𝑗-м осцилляторами r𝑗𝑖 = r𝑖 − r𝑗 , в матричном
виде для кольца r𝑗𝑖 = 𝑑 sinπ(𝑖− 𝑗)/𝑁 (− sinπ(𝑖+ 𝑗)/𝑁 cosπ(𝑖+ 𝑗)/𝑁 0)𝑇 , а для решётки
r𝑗𝑖 = 𝑑 (𝑞c

𝑖 − 𝑞c
𝑗 𝑞

r
𝑖 − 𝑞r

𝑗 0)
𝑇 . Поле взаимодействия между 𝑖-м и 𝑗-м осцилляторами с объёмом 𝑉0

H𝑖𝑗 =
𝑉0

𝑟3𝑖𝑗

(︃
3(m𝑖 · r𝑖𝑗)r𝑖𝑗

𝑟2𝑖𝑗
−m𝑖

)︃
. (2)
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В рассматриваемой модели магнитный момент 𝑖-го осциллятора

m𝑖 =
2𝑀0[HDMI × l𝑖]

𝐻ex
, (3)

где HDMI — поле взаимодействия Дзялошинского–Мория, 𝑀0 — намагниченность насыщения
подрешёток антиферромагнетика. Тогда суммарное поле для отдельно взятого осциллятора отно-
сительно остальных элементов системы выражается как

H𝑗 =

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

H𝑖𝑗 . (4)

Энергия, выражение для которой включает ωe,h = γ𝐻e,h — частоты полей 𝐻e и 𝐻h анизотропии
в плоскости и вне плоскости легкого намагничивания:

𝑊AFM𝑗 = −ωeωex

2
(l𝑗 · ne)

2 +
ωhωex

2
(l𝑗 · nh)

2 +
γ2

2
(H𝑗 · l𝑗)2 + γ2l𝑗 · [H𝑗 ×HDMI] . (5)

Так как вращение единичного вектора l𝑗 происходит в лёгкой плоскости, в сферической системе
координат его можно записать в виде l𝑗 = (cos3𝑗 sin3𝑗 0)𝑇 , θ𝑗 = π/2. Тогда итоговое уравнение
принимает вид

3̈𝑗 + αωex3̇𝑗 +
ωeωex

2
sin 23𝑗 +

3

2

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑘𝑖1 cos(3𝑖 + 3𝑗) +
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑘𝑖2 sin(3𝑖 − 3𝑗)+

+
3

2

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑘𝑖3 sin(3𝑖 + 3𝑗) = σ𝑗DC𝑗ωex,

(6)

а физические коэффициенты связи 𝑘𝑖1,𝑖2,𝑖3 для рассматриваемых топологий представлены в Таб-

лице, где 𝑎 =
(︁√︀

2 (1− cos 2π|𝑖− 𝑗|/𝑁)/2 |sinπ(𝑖− 𝑗)/𝑁 |
)︁3

, 𝑏 =
[︁
(𝑞r

𝑖 − 𝑞r
𝑗)

2 + (𝑞c
𝑖 − 𝑞c

𝑗)
2
]︁2/3

,

ζ = 2γ2𝑉0𝑀0𝐻
2
DMI/(𝑑

3𝐻ex).
В общем случае динамика связанных фазовых осцилляторов описывается моделью Кура-

мото [26–30]. С помощью различных методов возмущения [31] возможно перейти от исходных
уравнений связанных осцилляторов типа (6) к модели фазовых осцилляторов Курамото, как это
было сделано, например, в [32] для массивов джозефсоновских контактов, описываемых анало-
гичными дифференциальными уравнениями, посредством метода многих временных масштабов.
После этого соответствующие уравнения для фаз отдельных осцилляторов примут вид

3̇𝑗 = ω𝑗 +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑘𝑖𝑗 sin(3𝑖 − 3𝑗), 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑎𝑖𝑗 , (7)

Таблица. Физические коэффициенты связи для разных топологий

Table. Physical coupling coefficients for different topologies

𝑘𝑖1 𝑘𝑖2 𝑘𝑖3

Цепочка 0
ζ

|𝑖− 𝑗|3
ζ

|𝑖− 𝑗|3

Кольцо ζ𝑎 sin
2π(𝑖+ 𝑗)

𝑁
ζ𝑎 −ζ𝑎 cos 2π(𝑖+ 𝑗)

𝑁

Решётка 2ζ𝑏 ·
(𝑞r

𝑖 − 𝑞r
𝑗)(𝑞

c
𝑖 − 𝑞c

𝑗)

(𝑞r
𝑖 − 𝑞r

𝑗)
2 + (𝑞c

𝑖 − 𝑞c
𝑗)

2
ζ𝑏 ζ𝑏 ·

(𝑞c
𝑖 − 𝑞c

𝑗)
2 − (𝑞r

𝑖 − 𝑞r
𝑗)

2

(𝑞r
𝑖 − 𝑞r

𝑗)
2 + (𝑞c

𝑖 − 𝑞c
𝑗)

2
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где ω𝑗 = σ𝑗DC𝑗/α — собственная частота колебаний 𝑗-ого осциллятора, 𝑘𝑖𝑗 — коэффициент связи
модели Курамото, 𝑘 –– константа силы связи, которая подбирается эмпирически для достижения
синхронизации из-за условного перехода от модели антиферромагнитных осцилляторов к модели
Курамото, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑉0/𝑟𝑖𝑗

3 является элементом матрицы связи между осцилляторами. Коэффициенты
связи модели (1) определяются положением конкретно выбранных осцилляторов в ансамбле,
то есть геометрическим расположением элементов внутри системы, а значит, непосредственный
расчёт расстояний между выбранными осцилляторами не производится. Отметим, что фазы
осцилляторов 3(𝑡) в уравнении (7) не совпадают с полярными углами поворота вектора Нееля из
уравнений (6). Далее будем пользоваться обозначением для фаз осцилляторов 3(𝑡), предполагая,
что они удовлетворяют модели Курамото (7). В ней связь осцилляторов относительно друг друга
выражается через расстояние 𝑟𝑖𝑗 , которое определяет отдаление элементов системы между собой,
поэтому матрица связи 𝑎𝑖𝑗 представляет собой эквивалент коэффициентов связи, указанных
в Таблице исходной модели. Обратим внимание, что записанная модель Курамото является
безразмерной и производная здесь берётся от переменной времени, отличной от (6). Определить
факт установления синхронизации возможно с помощью параметра порядка, который показывает
степень синхронизации [33]

𝑟(𝑡) =
1

𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁∑︁
𝑖=1

exp{𝑖3𝑖(𝑡)}
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (8)

Значения параметра порядка принадлежат интервалу от 0 до 1. Чем ближе значение функции
𝑟(𝑡) к 1, тем выше степень синхронизации. Параметр порядка — функция, зависящая от време-
ни, а значит, для оценки факта установления синхронизации нужен визуальный контроль, что
достаточно времязатратно. Поэтому для оценки влияния количества осцилляторов в различных
топологиях на синхронизацию АФМ СХО мы будем использовать среднее значение параметра
порядка за время 𝑇 , которое разбивается на точки 𝑡1, . . . , 𝑡𝑝, которое записывается в виде

𝑟av =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑝=1

𝑟(𝑡𝑝). (9)

3. Результаты

В качестве скошенного антиферромагнетика рассматривается гематит α-Fe2O3 с физически-
ми параметрами α = 3.5 · 10−3, γ = 2π · 28 ГГц/Тл, 𝑀0 = 840 Тл, 𝐻ex = 900 Тл, 𝐻e = 0.06 Тл
𝐻DMI = 2.2 Тл; размеры осциллятора: 𝑉0 = 1571 нм3, 𝑟 = 10 нм; расстояние между соседними
осцилляторами ансамбля 𝑑0 = 100 нм. В работе для проведения численного моделирования
были выбраны типичные параметры антиферромагнитных структур [23]. Исследование влияния
разброса параметров на параметры синхронизации является, несомненно, важной задачей, но со-
ставляет предмет отдельного детального исследования и в работе не приводится. Рассмотрим
АФМ СХО, через которые должны протекать одинаковые токи, то есть идентичные осцилляторы.
Тем не менее технические особенности реализации АФМ СХО могут привести к незначительной
разнице между электрическими токами 𝑗DC𝑗 , протекающими по НМ разных СХО. Так как именно
𝑗DC𝑗 определяют собственную частоту 𝑗-го осциллятора ω𝑗 , мы считаем, что собственные частоты
разных осцилляторов также незначительно отличаются друг от друга. Собственные частоты ос-
цилляторов нормированы к коэффициенту затухания Гильберта и частоте поля 𝐻e, тогда формула
принимает вид ω𝑗 = σ𝑗DC𝑗/γ𝐻e, для плотности тока 𝑗DC𝑗 = 4 · 108 A/см2 частоты собственных
колебаний осцилляторов принимают значения ω𝑗 ≈ 1. На рис. 2 представлены результаты вычис-
лительного эксперимента над моделью Курамото (7) и соответствующие им зависимости 𝑟(𝑡) (8).
Для численного моделирования было выбрано 𝑁 = 16, начальные фазы 3𝑗(𝑡 = 0) = 30𝑗 были
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случайно распределены на интервале [0, 2π], при этом результаты на рис. 2, a, b, c соответству-
ют одинаковым начальным условиям. Время интегрирования (7) составило 𝑇 = 1000, однако,
так как начиная с 𝑡 = 50 состояние системы не меняется, графики на рис. 2 ограничиваются
именно этим временем. На рис. 2, a продемонстрирован пример установления синхронизации
с разностями фаз, близкими к нулевым, то есть в системе колебания АФМ осцилляторов про-
исходят с одинаковой фазой, константа силы связи между осцилляторами составляет 𝑘 = 100,
тогда нормированная на константу затухания Гильберта сила связи будет определяться выраже-
нием 𝑘 = α𝑘 = 0.35, равномерное распределение собственных частот колебаний осцилляторов
ω𝑗 ∈ [1, 1.1]. Данному случаю соответствует увеличение параметра порядка 𝑟(𝑡) до единицы.
Рис. 2, b иллюстрирует случай, когда в массиве колебания осцилляторов происходят с разными,
но постоянными фазами, 𝑘 = 0.35; равномерное распределение собственных частот колебаний
осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.5], здесь параметр порядка устанавливается постоянным значением,
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Рис. 2. Визуализация разностей фаз |31 − 3𝑗 | и графиков функции 𝑟(𝑡) для топологии решётка, состоящей
из 16 осцилляторов cо случайным разбросом фаз в начальный момент времени [0, 2π] для трёх случаев:
a — |31 − 3𝑗 | ≈ 0, сила связи с учетом затухания Гильберта 𝑘 = 0.35, равномерное распределение собствен-
ных частот колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.1], наблюдается синхронизация, функция 𝑟(𝑡) возрастает до единицы;
b — |31 − 3𝑗 | = const ̸= 0, сила связи с учетом затухания Гильберта 𝑘 = 0.35, равномерное распределение собствен-
ных частот колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.5], наблюдается синхронизация, функция 𝑟(𝑡) возрастает, но из-за
ненулевой постоянной разности фаз не достигает единицы: 𝑟 < 1 ≈ 0.8; c — |31 − 3𝑗 | ≠ const, сила связи с учетом
затухания Гильберта 𝑘 = 0.035, равномерное распределение собственных частот колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.5],
отсутствие синхронизации, значение функции 𝑟(𝑡) зависит от состояния ансамбля, может как убывать, так и возрастать
в зависимости от текущего значения разности фаз (цвет онлайн)

Fig. 2. Visualization of phase differences |31 − 3𝑗 | and graphs of function 𝑟(𝑡) for the grid topology consisting of 16
oscillators with random phase spread at the initial time [0, 2π] for three cases: a — |31 − 3𝑗 | ≈ 0, coupling strength taking
into account Hilbert damping 𝑘 = 0.35, uniform distribution of oscillator natural frequencies ω𝑗 ∈ [1, 1.1], synchronization is
observed, function 𝑟(𝑡) increases to unity; b — |31 − 3𝑗 | = const ̸= 0, coupling strength taking into account Hilbert damping
𝑘 = 0.35, uniform distribution of natural frequencies of oscillators ω𝑗 ∈ [1, 1.5], synchronization is observed, function 𝑟(𝑡)
increases, but, due to non-zero constant phase difference, does not reach unity: 𝑟 < 1 ≈ 0.8; c — |31 − 3𝑗 | ̸= const, coupling
strength taking into account Hilbert damping 𝑘 = 0.035, uniform distribution of oscillators’ natural frequencies ω𝑗 ∈ [1, 1.5],
no synchronization, the value of the function 𝑟(𝑡) depends on the state of the ensemble, can either decrease or increase
depending on the current value of the phase difference (color online)
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меньше единицы, 𝑟 ≈ 0.8. Таким образом, рис. 2, a, b демонстрируют наличие синхронизации,
что вызвано сильной связью между элементами ансамбля, которая компенсирует разброс собствен-
ных частот колебаний осцилляторов. Отметим, что оба описанных режима можно использовать
в приложениях. Так, массив синхронизированных АФМ осцилляторов (рис. 2, a) можно исполь-
зовать в качестве генератора ТГц-сигнала, так как параметр порядка равен одному и ансамбль
работает как единая система — большой осциллятор, при прохождении постоянного тока через
который на выходе имеем переменный ток ТГц-диапазона, в то время как случай массива на
рис. 2, b может найти применение в нейроморфных вычислениях. В данном примере частоты на
всех осцилляторах были различны, хоть и близки между собой, о чём говорит значение параметра
порядка. Таким образом, проводя разные токи через разные группы осцилляторов, можно добить-
ся того, чтобы на каких-то элементах частоты были одни, а на другой группе — другие. Тогда
если мы используем ансамбль в качестве нейроморфного решателя, то входные данные — это
значения токов или начальные условия, а выходные — частоты осцилляторов. Например, таким
нейроморфным решателем можно решить задачу восстановления зашумленного изображения,
ассоциируя разные цвета с разными выходными частотами. На рис. 2, c продемонстрировано
отсутствие синхронизации, что вызвано непостоянной разностью фаз и меньшим значением
константы силы связи между осцилляторами 𝑘 = 10 и 𝑘 = 0.035 в сравнении с предыдущими слу-
чаями при равномерном распределении собственных частот колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.5].
Соответствующий такой системе параметр порядка не постоянен, а зависит от состояния ансамбля
в конкретный момент времени 𝑡: может как убывать, так и возрастать в зависимости от характера
изменения значения разности фаз. Выбор величины константы связи для выбранного механизма
полевой связи существенно зависит от расстояния между соседними элементами и убывает
с расстоянием. Мы проводили численные исследования с моделью Курамото и такими значениями
коэффициентов связи, которые соответствуют как близкому расположению осцилляторов (сильная
связь), так и дальнему расположению осцилляторов (слабая связь).

В следующих сериях вычислительных экспериментов ω𝑗 и 30𝑗 распределены равномерно
на интервале [1, 1.1] и [0,π] соответственно. Теперь, когда мы продемонстрировали возможные
режимы системы связанных АФМ СХО и связанное с ними поведение параметра порядка, перей-
дем к сравнению топологий. Рассматривается зависимость среднего значения параметра порядка
𝑟av (9) от константы силы связи 𝑘, которая варьируется в диапазоне 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 2 · 104, тогда
сила связи, с учетом затухания Гильберта, принимает значения 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 70 для фиксированного
числа осцилляторов 𝑁 = 100. Использование большого количества осцилляторов позволяет
получить результаты, более близкие к реальным системам, где число взаимодействующих элемен-
тов, как правило, велико, а также явно демонстрирует особенности рассматриваемых топологий.
При этом уменьшались временные затраты на численное решение системы во время проведения
вычислительных экспериментов в сравнении с числом осцилляторов ансамбля порядка тысяч
элементов. Построенная зависимость представлена на рис. 3. Стоит отметить, что особый интерес
представляет выявление значения константы силы связи 𝑘, для которой характерно наступление
синхронизации, а конкретно 𝑟av ≈ 1 для каждой из рассматриваемых топологий. Так, для тополо-
гий решётка, кольцо и цепочка значения 𝑘, при которых 𝑟av ⩾ 0.999, составляют 2.1, 61.6 и 320.25
соответственно. Из-за большого разброса значений 𝑘 между рассматриваемыми топологиями
визуализация момента наступления синхронизации для каждого массива связанных осцилляторов
является затруднительной, поэтому отображение на рис. 3 ограничивается значением 𝑘 = 70.
Увеличение константы силы связи ансамбля 𝑘 приводит к обеспечению более сильной связи
между осцилляторами, благодаря чему система приближается к состоянию синхронизации. Для
наступления синхронизации в решётке требуется наименьшее значения константы силы связи 𝑘 по
сравнению с кольцом и цепочкой, так как вклад в среднее значение параметра порядка 𝑟av сосед-
них осцилляторов больше в силу особенности расположения осцилляторов в ансамбле, а именно:
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Рис. 3. Зависимость среднего значения параметра порядка 𝑟av для 𝑁 = 100 осцилляторов ансамбля от силы связи с уче-
том затухания Гильберта 𝑘, принимающей значения 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 70, для равномерного распределения частот собственных
колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.1] и фаз в начальный момент времени 30𝑗 ∈ [0,π]; все рассматриваемые топологии
стремятся к синхронизации, достижение среднего значения параметра порядка, близкого к единице 𝑟av ⩾ 0.999,
происходит в решётке при 𝑘 = 2.1, в кольце при 𝑘 = 61.6, в цепочке при 𝑘 = 320.25 (цвет онлайн)

Fig. 3. Dependence of the average value of the order parameter 𝑟av for 𝑁 = 100 oscillators of the ensemble on the coupling
strength taking into account the Hilbert damping 𝑘, taking the values 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 70, for a uniform distribution of the frequencies
of the oscillators’ natural oscillations ω𝑗 ∈ [1, 1.1] and the phases at the initial moment of time 30𝑗 ∈ [0,π]; all the topologies
under consideration tend to synchronization, the average value of the order parameter close to one 𝑟av ⩾ 0.999 is achieved in
the grid at 𝑘 = 2.1, in the ring: 𝑘 = 61.6, in the chain: 𝑘 = 320.25 (color online)

число соседних осцилляторов для каждого рассматриваемого элемента системы варьируется от 2
до 4 в зависимости от его расположения в решётке, в то время как для кольца и цепочки число
ближайших соседей не может превышать 2. Как видно из рис. 3, для цепочки среднее значение
параметра порядка 𝑟av меньше относительно других топологий из-за большого расстояния между
1-м и 𝑁 -м осциллятором ансамбля, поэтому достижение состояния синхронизации для данной то-
пологии затруднительно в сравнении с остальными топологиями. Нестабильный характер кольца
и цепочки представляет собой интересный вопрос для будущего исследования. Таким образом,
делаем вывод о том, что при обеспечении сильной связи в ансамбле, независимо от топологии,
система стремится к синхронизации.

В следующем вычислительном эксперименте рассматривается зависимость среднего зна-
чения параметра порядка 𝑟av (9) от числа осцилляторов 𝑁 , который увеличивается в диапазоне
𝑁 = 4, . . . , 100 для трёх различных значений константы силы связи 𝑘 = 50, 200, 500, то есть
для сил связи с учетом затухания Гильберта 𝑘 = 0.175, 0.7, 1.75. Результат представлен на рис. 4.
Увеличение 𝑘 приводит к обеспечению более сильной связи между осцилляторами и нахождению
системы в синхронизации для большего числа осцилляторов системы 𝑁 . На решётке увеличение
числа осцилляторов сказывается меньше из-за того, что расстояние, которое вносит вклад в ко-
эффициенты связи модели Курамото 𝑘𝑖𝑗 , увеличивается только между осцилляторами, которые
находятся на гранях решётки, поэтому синхронизация в решётке сохраняется для большого числа
осцилляторов. Для кольца увеличение числа 𝑁 приводит к увеличению диаметра кольца, в кото-
ром расположены осцилляторы, а значит, происходит увеличение расстояния между диаметрально
противоположными элементами ансамбля, что вносит значительный вклад в среднее значение
параметра порядка 𝑟av. Поэтому для кольца требуется большее значения константы силы связи
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Рис. 4. Зависимость среднего значения параметра порядка 𝑟av от количества осцилляторов в ансамбле для 𝑁 =
= 4, . . . , 100 и трёх значений силы связи с учетом затухания Гильберта 𝑘 = 0.175, 0.7, 1.75 при равномерных
распределениях частот собственных колебаний осцилляторов ω𝑗 ∈ [1, 1.1] и фаз в начальный момент времени
30𝑗 ∈ [0,π] для трёх рассматриваемых топологий: кольцо, решётка и цепочка (цвет онлайн)

Fig. 4. Dependence of the average value of the order parameter 𝑟av on the number of oscillators in the ensemble for
𝑁 = 4, . . . , 100 and three values of the coupling strength taking into account the Hilbert attenuation 𝑘 = 0.175, 0.7, 1.75
with uniform distributions of the frequencies of the oscillators’ natural oscillations ω𝑗 ∈ [1, 1.1] and phases at the initial time
30𝑗 ∈ [0,π] for the three topologies under consideration: ring, grid and chain (color online)

𝑘 для сохранения состояния синхронизации в сравнении с решёткой. Наибольшим количеством
отдалённых друг от друга осцилляторов в ансамбле характеризуется цепочка, на которую уве-
личение числа элементов сказывается наибольшим образом, а значит, достичь синхронизации
можно только при больших значениях константы силы связи 𝑘, что ярко выражено на рис. 4.

Заключение

В работе исследована задача синхронизации АФМ СХО, связанных общим дипольным
полем и объединенных в 3 разные топологии: кольцо, решётку и цепочку. Дифференциальное
уравнение (6), описывающее связь между попарно рассматриваемыми осцилляторами ансамбля,
в результате математического вывода оказалось общим для трёх рассматриваемых топологий.
Коэффициенты связи модели (1) определяются геометрическим расположением элементов внутри
системы, а не непосредственным расчётом расстояний между выбранными осцилляторами ан-
самбля в отличие от модели Курамото (7), которая является общим случаем описания динамики
связанных фазовых осцилляторов, где матрица связи представляет собой эквивалент коэффициен-
тов связи, указанных в Таблице исходной модели. На примере модели Курамото была рассмотрена
зависимость синхронизации различных ансамблей связанных осцилляторов от топологии, числа
осцилляторов и силы связи 𝑘. Оценка синхронизации осуществлялась с помощью построения
графиков параметра порядка 𝑟(𝑡) и его среднего значения 𝑟av. Численные эксперименты по изуче-
нию среднего значения параметра порядка от параметров рассматриваемых ансамблей показали,
что изучаемые осцилляторы синхронизируются при увеличении константы силы связи. Решётка
в данном эксперименте является преимущественной топологией в силу достижения синхро-
низации при наименьших значениях константы силы связи из трёх рассмотренных вариантов
расположения осцилляторов. В данной топологии число соседних осцилляторов для каждого
элемента варьируется от 2 до 4 в зависимости от расположения рассматриваемого осциллятора,
причем для большого числа 𝑁 превалирует именно 4, так как число осцилляторов, расположен-
ных на гранях решётки, становится меньше относительно общего числа элементов ансамбля.
Для такого же числа АФМ СХО, но расположенных в кольце или цепочке, число соседних
осцилляторов не может составлять больше 2, чем вызвана более слабая связь в данных ансамблях.
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Поэтому можем сделать вывод о том, что для кольца и цепочки значения константы силы связи
должны быть выше, чем для случая решётки, что является недостатками данных топологий
и связано с особенностями типа расположения осцилляторов в ансамбле. Тем не менее, если
существует необходимость объединения осцилляторов именно в кольцо или цепочку, добиться
синхронизации и функционирования массива как единой системы можно с помощью увеличения
константы силы связи ансамбля. Тогда даже в случае большого числа элементов системы при 𝑘,
обеспечивающем сильную связь ансамбля, синхронизация возможна.
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