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Аннотация. Целью работы является выявление и изучение особенностей движения вязкой жидкости, имеющей
свободную границу и испытывающей периодические по времени воздействия, которые характеризуются отсутствием
выделенного направления в пространстве. Методы. Использованы аналитические методы исследования нелинейных
задач, краевых задач для системы уравнений Навье–Стокса и неразрывности — метод возмущений (метод малого
параметра), метод Фурье (метод разделения переменных), усреднение, построение и изучение асимптотических
формул. Результаты. Поставлена и решена новая задача о движении вязкой жидкости. Построены и проанали-
зированы асимптотические представления найденного решения. Обнаружены новые гидромеханические эффекты.
Заключение. Работа выполнена в развитие перспективного направления в механике жидкости — изучения динамики
гидромеханических систем при периодических воздействиях. Полученные результаты могут использоваться, в част-
ности, в дальнейших исследованиях нетривиальной динамики гидромеханических систем, при разработке методов
управления гидромеханическими системами.
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Abstract. Purpose of the work is revealing and researching of peculiarities of a motion of a viscous liquid having a free
boundary and undergoing periodic in time influences which are characterized by the absence of a predominant direction in
space. Methods. The analytic investigation methods of non-linear problems, of boundary problems for the system of Navier–
Stokes and continuity equations are used that are the method of perturbations (the method of a small parameter) the method
of Fourier (the method of a separation of variables), an averaging, a construction and studying of asymptotic formulas.
Results. A new problem on the motion of a viscous liquid is formulated and solved. Asymptotic representations of the found
solution are constructed and explored. New hydromechanical effects are revealed. Conclusion. The work is fulfilled in the
development of a perspective direction in liquid mechanics that is of researching the dynamics of hydromechanical systems
under periodic influences. The obtained results can be used in particular in further investigations of a non-trivial dynamics of
hydromechanical systems, under working for the methods of a control of hydromechanical systems.

Keywords: viscous liquid, free boundary, periodic in time influences, predominant direction in space, stationary motion.

For citation: Sennitskii VL. Peculiarities of the dynamics of a viscous liquid with a free boundary under periodic influences.
Izvestiya VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2024;32(2):197–208. DOI: 10.18500/0869-6632-003091

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

Введение

Работами по теоретическому и экспериментальному изучению динамики гидромеханиче-
ских систем при периодических по времени воздействиях определяется одно из перспективных
направлений в механике жидкости. В данном направлении получен ряд нетривиальных резуль-
татов (см., например, работы [1–31], а также [32–38]). Проведенные исследования, в частности,
позволили доказать существование явления преимущественно однонаправленного движения сжи-
маемых включений в вибрирующей жидкости [1, 2, 9, 26, 38]; построить математическую модель
гидромеханического аналога «маятника Капицы» [17, 39]; обнаружить эффекты парадоксального
поведения твердого тела в вибрирующей жидкости [26, 32, 33, 35–37], «левитации» жидкости [31],
«самопроизвольного» перехода твердого включения в колеблющейся жидкости в положение
с заданной ориентацией в пространстве [23].

В настоящей работе рассматривается задача о движении вязкой жидкости, обусловленном
поступательным периодическим по времени движением плоской стенки и плоской пластины
с проницаемой для жидкости границей. Жидкость заполняет две области пространства. Движение
жидкости в данных областях происходит в существенно различных гидромеханических условиях:
жидкость в одной из областей имеет только твердые границы, в другой — твердую и свободную
границы. Обнаружены новые гидромеханические эффекты. В частности, установлено наличие
эффекта, состоящего в том, что (на фоне колебаний) жидкость в одной из областей покоится,
а в другой области совершает стационарное движение.
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1. Постановка задачи

 

Y = Hξ 

Y = L 

Y = H2  

Y = H1  

ξ 

η 

Ω1 

Γξ 

Γη1 

Γη2 

Γf 

Ω2 

X  

U 

Y 

Рис. 1. Гидромеханическая система

Fig. 1. Hydromechanical system

Имеется гидромеханическая система, со-
стоящая из несжимаемой вязкой жидкости, га-
за, абсолютно твердой пластины η и абсолют-
но твердой стенки ξ (рис. 1). Жидкость гра-
ничит с газом, пластиной и стенкой. Граница
пластины η проницаема для жидкости. Пла-
стина поступательно движется относительно
инерциальной прямоугольной системы коор-
динат 𝑋,𝑌, 𝑍 со скоростью U = {𝑈𝑋 , 0, 0}.
Скорость 𝑈𝑋 заданным образом периодиче-
ски, с периодом 𝑇 , изменяется со временем 𝑡

(𝑈𝑋 = ̃︀𝑈 sin(2π𝑡/𝑇 ); ̃︀𝑈 > 0 — постоянная).
Стенка ξ совершает заданное поступательное
движение вдоль оси 𝑌 . Граница Γξ стенки
ξ представляет собой плоскость 𝑌 = 𝐻ξ;
−∞ < 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞ (𝐻ξ =

= ̃︀𝐻 sin(2π𝑡/𝑇 +3); ̃︀𝐻 > 0, 3 — постоянные). Границу Γη1,Γη2 пластины η составляют плоскости
𝑌 = 𝐻1, 𝑌 = 𝐻2; −∞ < 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞ (𝐻2 > 𝐻1, 𝐻1 > ̃︀𝐻 — постоянные, разность
𝐻2 −𝐻1 — толщина пластины η). Свободная граница Γ𝑓 жидкости характеризуется соотношения-
ми 𝑌 = 𝐿; −∞ < 𝑋 <∞, −∞ < 𝑍 <∞ (𝐿 = ̂︀𝐿+𝐻ξ; ̂︀𝐿 > 𝐻2 + ̃︀𝐻 — постоянная). Области
Ω1 : 𝐻ξ < 𝑌 < 𝐻1 и Ω2 : 𝐻2 < 𝑌 < 𝐿 (−∞ < 𝑋 <∞, −∞ < 𝑍 <∞) заполнены жидкостью.

Требуется определить периодическое по времени плоское движение жидкости.
Пусть τ = 𝑡/𝑇 ; 𝑥 = 𝑋/̂︀𝐿; 𝑦 = 𝑌/̂︀𝐿; 𝑧 = 𝑍/̂︀𝐿; 𝜀 = ̃︀𝐻/̂︀𝐿; 𝑢 = 𝑇𝑈𝑋/̂︀𝐿 = ̃︀𝑢 sin(2πτ);

e𝑥 = {1, 0, 0}; e𝑦 = {0, 1, 0}; ρ и V — соответственно плотность и скорость жидкости;
v = 𝑇V/̂︀𝐿 = 𝑣𝑥(τ, 𝑦)e𝑥 + 𝑣𝑦(τ, 𝑦)e𝑦; 𝑃 — давление в жидкости; 𝑝 = 𝑇 2𝑃/(ρ̂︀𝐿2) = 𝑝(τ, 𝑦); 𝑃𝑔 —
давление газа на жидкость; 𝑝𝑔 = 𝑇 2𝑃𝑔/(ρ̂︀𝐿2) = 𝑝𝑔(τ); ℎξ = 𝐻ξ/̂︀𝐿 = 𝜀 sin(2πτ+ 3);ℎ1 = 𝐻1/̂︀𝐿;
ℎ2 = 𝐻2/̂︀𝐿;𝑅𝑒 = ̂︀𝐿2/(ν𝑇 ) — число Рейнольдса.

Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье–Стокса, уравнение неразрывно-
сти и условия на свободной и твердых границах жидкости:

𝜕v

𝜕τ
+ (v · ∇)v = −∇𝑝+ 1

𝑅𝑒
∆v в Ω1, Ω2; (1)

∇ · v = 0 в Ω1, Ω2; (2)

𝑣𝑦 =
𝑑ℎξ
𝑑τ

, 𝑝− 2

𝑅𝑒

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

= 𝑝𝑔,
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

= 0 на Γ𝑓 ; (3)

𝑣𝑥 = 0, 𝑣𝑦 =
𝑑ℎξ
𝑑τ

на Γξ; (4)

𝑣𝑥 = 𝑢, 𝑣𝑦 =
𝑑ℎξ
𝑑τ

на Γη1, Γη2. (5)
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2. Решение задачи

Согласно (2)–(5) имеем

𝑣𝑦 = 2π𝜀[cos(2πτ+ 3)] в Ω1, Ω2. (6)

Из (1), (3), (6) следует

𝑝 = 4π2𝜀[sin(2πτ+ 3)]𝑦 + 𝑝′ в Ω1,

𝑝 = 4π2𝜀[sin(2πτ+ 3)(𝑦 − 1− ℎξ) + 𝑝𝑔 в Ω2,
(7)

где 𝑝′ — функция τ.
Используя (1), (3)–(6), определим задачи

𝜕𝑣𝑥
𝜕τ

+ 2π𝜀[cos(2πτ+ 3)]
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦2

в Ω1, (8)

𝑣𝑥 = 0 при 𝑦 = ℎξ, (9)

𝑣𝑥 = 𝑢 при 𝑦 = ℎ1 (10)

и

𝜕𝑣𝑥
𝜕τ

+ 2π𝜀[cos(2πτ+ 3)]
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦2

в Ω2, (11)

𝑣𝑥 = 𝑢 при 𝑦 = ℎ2, (12)

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

= 0 при 𝑦 = 1 + ℎξ. (13)

Будем рассматривать задачи (8)–(10) и (11)–(13) при малых по сравнению с единицей
значениях 𝜀. Применим метод разложения по степеням малого параметра [40, 41]. Предположим,
что

𝑣𝑥 ∼ 𝑣0 + 𝜀𝑣1 при 𝜀→ 0. (14)

Используя (8)–(14), в 𝜀𝑁 -приближении (𝑁 = 0, 1) получим

𝜕𝑣𝑁
𝜕τ

+ 2𝑁π[cos(2πτ+ 3)]
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑦2

в Ω̄1, (15)

𝑣𝑁 = −𝑁 [sin(2πτ+ 3)]
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

при 𝑦 = 0, (16)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)𝑢 при 𝑦 = ℎ1, (17)

𝜕𝑣𝑁
𝜕τ

+ 2𝑁π[cos(2πτ+ 3)]
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑦2

в Ω̄2, (18)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)𝑢 при 𝑦 = ℎ2, (19)

𝜕𝑣𝑁
𝜕𝑦

= −𝑁 [sin(2πτ+ 3)]
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

при 𝑦 = 1, (20)

где Ω̄1 и Ω̄2 — области соответственно 0 < 𝑦 < ℎ1 и ℎ2 < 𝑦 < 1 (−∞ < 𝑥 <∞,−∞ < 𝑧 <∞).
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Пусть 𝑁 = 0. Задача (15)–(17) имеет решение

𝑣0 = ̃︀𝑢 Imag

(︂
sh 𝑞𝑦

sh 𝑞ℎ1
𝑒2π𝑖τ

)︂
для 0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1, (21)

задача (18)–(20) имеет решение

𝑣0 = ̃︀𝑢 Imag

[︂
ch 𝑞(1− 𝑦)

ch 𝑞(1− ℎ2)
𝑒2π𝑖τ

]︂
для ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, (22)

где 𝑞 = (1 + 𝑖)
√
π𝑅𝑒.

Пусть 𝑁 = 1. Произведем усреднение (15)–(20) по безразмерному времени τ. В результате
этого получим

2π

⟨
[cos(2πτ+ 3)]

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

⟩
=

1

𝑅𝑒

𝑑2𝑣

𝑑𝑦2
в Ω̄1, (23)

𝑣 = −
⟨
[sin(2πτ+ 3)]

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

⟩
при 𝑦 = 0, (24)

𝑣 = 0 при 𝑦 = ℎ1, (25)

2π
⟨
[cos(2πτ+ 3)]

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

⟩
=

1

𝑅𝑒

𝑑2𝑣

𝑑𝑦2
в Ω̄2, (26)

𝑣 = 0 при 𝑦 = ℎ2, (27)

𝑑𝑣

𝑑𝑦
= −

⟨
[sin(2πτ+ 3)]

𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

⟩
при 𝑦 = 1. (28)

Здесь ⟨...⟩ =
∫︀ τ+1
τ ... 𝑑τ′; 𝑣 = ⟨𝑣1⟩. Задача (15)–(17) имеет решение

𝑣1 = 𝑣 +Real[𝑣(1)𝑒4π𝑖τ] для 0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1, (29)

задача (18)–(20) имеет решение

𝑣1 = 𝑣 +Real[𝑣(2)𝑒4π𝑖τ] для ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, (30)

где 𝑣(1), 𝑣(2) — функции 𝑦.
Из (21)–(28) следует

𝑣 =

√︂
π
2
𝑅𝑒 ̃︀𝑢 Real

[︁(ch 𝑞ℎ1)𝑦 − ℎ1 ch 𝑞𝑦

ℎ1 sh 𝑞ℎ1
𝑒𝑖(

π
4
−3)
]︁

для 0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1, (31)

𝑣 =

√︂
π
2
𝑅𝑒 ̃︀𝑢 Real

[︁sh 𝑞(1− 𝑦)− sh 𝑞(1− ℎ2)

ch 𝑞(1− ℎ2)
𝑒𝑖(

π
4
−3)
]︁

для ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1. (32)

Формулами
𝑣𝑥 = 𝑣0 + 𝜀𝑣1 (33)

и (6), (7), (22), (23), (29)–(32) определяется приближенное решение задачи (1)–(5). Данное решение,
в частности, свидетельствует о наличии эффекта, состоящего в том, что (на фоне колебаний)
жидкость совершает стационарное движение.
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Рассмотрим вопрос о среднем по времени течении жидкости при малых по сравнению с
единицей значениях 𝑅𝑒. Используя (6), (21), (22), (29)–(33), получим

⟨v⟩ ∼ − 1

2
𝜀̃︀𝑢(cos3)ℎ1 − 𝑦

ℎ21
e𝑥 для 0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1, (34)

⟨v⟩ ∼ − π𝜀̃︀𝑢𝑅𝑒(sin3)(𝑦 − ℎ2) e𝑥 для ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1 (35)

при 𝑅𝑒→ 0.
Согласно (34), (35) (на фоне колебаний) имеет место следующее. В области Ω̄1 при cos3 > 0

жидкость движется в направлении, противоположном направлению оси 𝑋; при cos3 < 0 жидкость
движется в направлении, совпадающем с направлением оси 𝑋; при cos3 = 0 жидкость покоится.
В области Ω̄2 при sin3 > 0 жидкость движется в направлении, противоположном направлению
оси 𝑋; при sin3 < 0 жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением оси 𝑋; при
sin3 = 0 жидкость покоится. При (sin3) cos3 > 0 жидкость в областях Ω̄1, Ω̄2 движется (вдоль
оси 𝑋) в одинаковых направлениях; при (sin3) cos3 < 0 жидкость в областях Ω̄1, Ω̄2 движется
(вдоль оси 𝑋) во взаимно противоположных направлениях; при (sin3) cos3 = 0 жидкость в одной
из областей Ω̄1, Ω̄2 покоится, а в другой движется в направлении, совпадающем с направлением
оси 𝑋 или в направлении, противоположном направлению оси 𝑋 .

Используя (34), (35), найдем, что при (sin3) cos3 ̸= 0 выполняется соотношение

(cos3)
(︁ 1

1− ℎ2

1∫︁
ℎ2

⟨v⟩ 𝑑𝑦
)︁

= 2π𝑅𝑒(sin3)ℎ1(1− ℎ2)
(︁ 1

ℎ1

ℎ1∫︁
0

⟨v⟩ 𝑑𝑦
)︁
. (36)

Согласно (36) для малых значений 𝑅𝑒 (в (34), (35) 𝑅𝑒 → 0) и любых (допустимых) значений
ℎ1, 1− ℎ2 при движении жидкости в обеих областях Ω̄1, Ω̄2 жидкость в области Ω̄2, в среднем,
движется значительно медленнее, чем в области Ω̄1.

Рассмотрим вопрос о среднем по времени течении жидкости в областях Ω̄1, Ω̄2 при малых
по сравнению с единицей значениях ℎ1, 1 − ℎ2. Пусть σ1 = (ℎ1 − 𝑦)/ℎ1 (0 ⩽ σ1 ⩽ 1 при
0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1); σ2 = (𝑦 − ℎ2)/(1 − ℎ2) (0 ⩽ σ2 ⩽ 1 при ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1). Используя (6), (21), (22),
(29)–(33), получим

⟨v⟩ ∼ − 1

2
𝜀̃︀𝑢(cos3)σ1

ℎ1
e𝑥 для 0 ⩽ 𝑦 ⩽ ℎ1, (37)

⟨v⟩ ∼ − π𝜀̃︀𝑢𝑅𝑒(sin3)σ2(1− ℎ2) e𝑥 для ℎ2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1 (38)

при ℎ1 → 0, 1− ℎ2 → 0 (и фиксированных 𝑅𝑒, ̃︀𝑢,3).
Отметим, что выражения в правых частях (37), (38) совпадают с выражениями в правых

частях соответственно (34), (35), но, в отличие от формул (34), (35), пригодных при малых 𝑅𝑒 > 0

и любых (допустимых) ℎ1, 1− ℎ2, формулы (37), (38) пригодны при малых ℎ1, 1− ℎ2 и любом
(фиксированном) 𝑅𝑒 > 0.

Из (37), (38), в частности, следует соотношение, совпадающее с (36), согласно которому
для малых значений ℎ1, 1 − ℎ2 (в (37), (38) ℎ1 → 0, 1 − ℎ2 → 0) и любого значения 𝑅𝑒 > 0,
при движении жидкости в обеих областях Ω̄1, Ω̄2 жидкость в области Ω̄2 , в среднем, движется
значительно медленнее, чем в области Ω̄1.

Остановимся на вопросе о среднем по времени силовом воздействии со стороны жидкости
на пластину η в направлении оси 𝑋 , вдоль которой происходит движение пластины η. Пусть
∆η — тело, часть пластины η, в (произвольный) момент времени 𝑡 = 𝑡* занимающая область
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Ω∆η : 𝑋* < 𝑋 < 𝑋* + 𝐷𝑋 , 𝐻1 < 𝑌 < 𝐻2, 𝑍* < 𝑍 < 𝑍* + 𝐷𝑍 (𝑋*, 𝑍*, 𝐷𝑋 > 0, 𝐷𝑍 > 0 —
постоянные). Определим среднюю по времени силу 𝐹 , действующую со стороны жидкости на
тело ∆η в направлении оси 𝑋 . Используя (6), (21), (22), (29)–(33), найдем

𝐹 = 𝜀
ρ̂︀𝐿4

𝑅𝑒 𝑇 2

[︁
− (

𝑑𝑣

𝑑𝑦
)|𝑦=ℎ1

+ (
𝑑𝑣

𝑑𝑦
)|𝑦=ℎ2

]︁
𝑠 = −

√︂
π
2

𝜀√
𝑅𝑒

ρ̂︀𝐿4̃︀𝑢
𝑇 2ℎ1

Real
[︁
(cth 𝑞ℎ1)𝑒

𝑖( π
4
−3)
]︁
𝑠, (39)

где 𝑠 = 𝐷𝑋𝐷𝑍/𝐿
2.

Отметим, что согласно (39) среднее по времени силовое воздействие со стороны жидкости
на пластину η в направлении оси 𝑋 не зависит от «толщины» 1− ℎ2 области Ω̄2.

Из (39), в частности, следует

𝑓 =
𝐹𝑇 2

ρ̂︀𝐿4
∼ −

√︂
π
2

𝜀√
𝑅𝑒

̃︀𝑢
ℎ1

cos
(︁
3− π

4

)︁
(40)

при 𝑅𝑒→∞ (и фиксированных ℎ1, ̃︀𝑢,3).
Формулой (40) демонстрируется, что при больших по сравнению с единицей значениях

числа Рейнольдса (в рассматриваемом приближении), при cos(3− π/4) = 0 сила 𝐹 равна нулю,
какое-либо среднее по времени силовое воздействие в направлении оси 𝑋 со стороны жидкости
на пластину η не оказывается; для cos(3− π/4) ̸= 0 при возрастании 𝑅𝑒 модуль силы 𝐹 убывает
по закону 𝑅𝑒−1/2.

Заключение

Проведенное исследование привело к обнаружению новых эффектов необычного движения
жидкости при периодических по времени воздействиях. Рассмотрено поведение вязкой жид-
кости, обусловленное воздействиями, не имеющими выделенного направления в пространстве.
Из представленного в работе следует, что такие воздействия способны порождать качественные
изменения в движении жидкости. Причиной обнаруженных эффектов является согласованность
(друг с другом) оказываемых на жидкость воздействий. Гидромеханическая система, подвер-
гающаяся периодическим по времени воздействиям, не имеющим выделенного направления
в пространстве, производит отклики (реакции на воздействия), которые характеризуются на-
личием выделенного направления в пространстве и выражаются в том, что свободные части
системы (части системы, движение которых не задано) — например, жидкие слои — на фоне
колебаний совершают среднее движение. Это находится в непосредственной связи со следую-
щим обобщенным принципом среднего движения: основополагающей причиной того, что не
имеющими выделенного направления в пространстве периодическими по времени (колебатель-
ными, вибрационными) воздействиями на гидромеханическую систему порождается среднее по
времени движение свободных частей системы, является возможность совершения свободными
частями системы движения в различных направлениях в пространстве в неодинаковых условиях
(см. также [26]).

Изложенным в настоящей работе, в частности, демонстрируется, что «не имеющим направ-
ления» может создаваться «имеющее направление».

Полученные результаты могут использоваться при проведении направленных эксперимен-
тальных исследований нетривиальной динамики гидромеханических систем; при разработке
перспективных методов управления гидромеханическими системами; при создании гидромехани-
ческих систем, обладающих предписанными свойствами, например, систем, заданным образом
реагирующих на периодические по времени воздействия.
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