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Аннотация. Целью работы является изучение возможности синхронизации волновых процессов в распределенных
возбудимых системах посредством шумовой модуляции силы связи между ними. Методы. Простая модель сети нейро-
нов, представляющая собой два связанных слоя возбудимых осцилляторов ФитцХью–Нагумо с кольцевой топологией,
исследуется методами численного моделирования. Связь между слоями имеет случайную компоненту, задаваемую для
каждой пары связанных осцилляторов независимыми источниками цветного гауссова шума. Результаты. Показано,
что при определенных параметрах шума связи (интенсивности и времени корреляции) возможно получить режим,
близкий к полной (синфазной) синхронизации бегущих волн в случае идентичных взаимодействующих слоев и
режим синхронизации скоростей распространения волн в случае неидентичных слоев, отличающихся значениями
коэффициентов внутрислойной связи. Заключение. Эффектами синхронизации фаз и скоростей распространения волн
возбуждения в ансамблях нейронов можно управлять с помощью случайных процессов взаимодействия возбудимых
осцилляторов, задаваемых статистически независимыми источниками шума. Управляющими параметрами при этом
могут служить как интенсивность шума, так и его время корреляции. Полученные на простой модели результаты могут
носить достаточно общий характер.

Ключевые слова: сети осцилляторов, нелинейные системы, модель ФитцХью–Нагумо, нелинейная связь, цветной
шум, модуляция шума, синхронизация.
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Abstract. The purpose of this work is to study the possibility of synchronization of wave processes in distributed excitable
systems by means of noise modulation of the coupling strength between them. Methods. A simple model of a neural network,
which consists of two coupled layers of excitable FitzHugh–Nagumo oscillators with a ring topology, is studied by numerical
simulation methods. The connection between the layers has a random component, which is set for each pair of coupled
oscillators by independent sources of colored Gaussian noise. Results. The possibility to obtain a regime close to full (in-phase)
synchronization of traveling waves in the case of identical interacting layers and a regime of synchronization of wave
propagation velocities in the case of non-identical layers differing in the values of the coefficients of intra-layer coupling is
shown for certain values of parameters of coupling noise (intensity and correlation time). Conclusion. It is shown that the
effects of synchronization of phases and propagation velocities of excitation waves in ensembles of neurons can be controlled
using random processes of interaction of excitable oscillators set by statistically independent noise sources. In this case, both
the noise intensity and its correlation time can serve as control parameters. The results obtained on a simple model can be
quite general.
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Введение

Источники внутреннего и внешнего шума оказывают влияние на все объекты и системы
живой природы и техники. Они могут существенно изменить поведение системы [1–9], что
необходимо учитывать при моделировании и прогнозировании различных возможных эффектов.
Влияние шума может быть очень разнообразно в зависимости от характеристик шума и от
динамики самой системы. В условиях сильной нелинейности и сложной динамики теоретические
методы исследования не всегда могут быть применимы. В этом случае важную роль приобретает
численное моделирование.

Далеко не все эффекты, связанные с воздействием шумов на нелинейные системы, в
настоящее время в достаточной степени изучены. Особенно это касается многокомпонентных
ансамблей и распределенных систем. Исследованию влияния шумов на динамику ансамблей и
распределенных систем посвящен ряд работ (например, [10–15]), в которых рассматриваются
индуцированные шумом фазовые переходы, а также эффекты стохастического и когерентного ре-
зонансов в сложных многокомпонентных системах. Одним из важных вопросов является влияние
шума на синхронизацию колебаний, поскольку фундаментальное явление синхронизации играет
важнейшую роль в поведении различных нелинейных систем в живой природе и технике и лежит
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в основе формирования пространственных структур. Известно, что наличие источников шума в ав-
тогенераторе приводит к тому, что фазовый захват не является строгим и наблюдается на конечном
времени (так называемая «эффективная синхронизация» [16]). В то же время, воздействие общего
шума на невзаимодействующие или слабо взаимодействующие автоколебательные и возбудимые
системы приводит к их частотно-фазовой синхронизации [17–22]. Более того, было показано,
что стохастические колебания, возникающие в бистабильных и возбудимых осцилляторах под
действием шума, также могут быть, в некотором смысле, синхронизованы [23–29]. В ансамблях
возбудимых систем синхронизация стохастических колебаний при определенных параметрах шу-
ма приводит к возникновению сложных кластерных структур, таких как когерентно-резонансная
химера [30]. Недавно было показано, что параметрический шум, модулирующий параметр связи,
может вызывать частичную синхронизацию сложной пространственно-временной динамики в
связанных слоях хаотических отображений [31, 32] и позволяет управлять поведением ансамбля,
демонстрирующего химерные состояния [33].

Шум играет принципиальную роль в моделях нейродинамики, поскольку нейроны, в боль-
шинстве случаев, являются возбудимыми осцилляторами и их поведение во многом определяется
уровнем и параметрами шума в системе [34–42]. Может также быть поставлен вопрос о воз-
можном влиянии на динамику нейронных ансамблей шума, присутствующего в цепочках связи.
В настоящей работе мы рассматриваем простейшую модель нейронной системы, представляющую
собой двухслойную сеть возбудимых осцилляторов ФитцХью–Нагумо с кольцевой топологией.
В пределах одного слоя (кольца) осцилляторы соединены локальными диссипативными связями
и, таким образом, в каждом из слоев может быть реализован режим бегущей волны возбуждения.
При этом источники шума внутри слоев не рассматриваются. Связь между слоями также является
локальной и диссипативной, однако сила взаимодействия осцилляторов носит случайный характер
и определяется независимыми источниками шума. Данная модель, разумеется, не является реали-
стичной моделью какой-либо нейронной системы, однако она позволяет выявить ряд эффектов,
вызванных шумовой модуляцией параметра связи, которые могут носить достаточно общий
характер. В работе показано, как параметры случайной компоненты связи между слоями могут
влиять на режим синхронизации наблюдающихся в них волн возбуждения.

1. Исследуемая модель и методы численного анализа

Как отмечено во введении, в работе исследуется модель возбудимой нейронной системы,
представляющая собой ансамбль из двух слоев (колец) осцилляторов ФитцХью–Нагумо (ФХН)
[43, 44] с локальным взаимодействием и коэффициентом межслойной связи, имеющим шумовую
компоненту. Уравнения системы могут быть записаны в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�𝑗,1 =
1

𝜀

(︁
𝑥𝑗,1 − 𝑦𝑗,1 − α𝑥3𝑗,1

)︁
+ σ1 (𝑥𝑗−1,1 + 𝑥𝑗+1,1 − 2𝑥𝑗,1) + (𝑘0 + 𝑘𝑧𝑗) [𝑥𝑗,2 − 𝑥𝑗,1],

�̇�𝑗,1 = γ𝑥𝑗,1 − 𝑦𝑗,1 + β,

�̇�𝑗,2 =
1

𝜀

(︁
𝑥𝑗,2 − 𝑦𝑗,2 − α𝑥3𝑗,2

)︁
+ σ2 (𝑥𝑗−1,2 + 𝑥𝑗+1,2 − 2𝑥𝑗,2) + (𝑘0 + 𝑘𝑧𝑗) [𝑥𝑗,1 − 𝑥𝑗,2],

�̇�𝑗,2 = γ𝑥𝑗,2 − 𝑦𝑗,2 + β,

�̇�𝑗 = −µ𝑧𝑗 +
√
2µ𝑛𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;

граничные условия: 𝑥𝑗±𝑁,𝑖(𝑡) = 𝑥𝑗,𝑖(𝑡), 𝑦𝑗±𝑁,𝑖(𝑡) = 𝑦𝑗,𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2.

(1)

Здесь 𝑗 — номер элемента в слое, 𝑖 — номер слоя. Слои состоят из идентичных осцилляторов
ФХН с диссипативной локальной связью внутри колец. Коэффициенты внутренней связи σ1
и σ2 для двух колец могут различаться. Все остальные параметры одинаковы. Осцилляторы
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с одинаковыми номерами 𝑗, принадлежащие разным слоям, локально связаны. Сила межслойной
связи характеризуется одним и тем же постоянным значением коэффициента связи 𝑘0, к которому
добавляются случайные компоненты 𝑘𝑧𝑗(𝑡). В проведенных исследованиях полагается, что 𝑘0 = 0,
то есть постоянная компонента связи отсутствует. Случайные переменные 𝑧𝑗(𝑡) описываются
одномерными процессами Орнштейна–Уленбека с одинаковыми статистическими характери-
стиками, порождаемыми независимыми источниками гауссова белого шума 𝑛𝑗(𝑡). Независимые
процессы 𝑧𝑗(𝑡) имеют гауссово распределение со стационарным средним ⟨𝑧𝑗(𝑡)⟩ ≡ 0. Таким
образом, коэффициент связи, определяемый шумом, со временем меняет знак, становясь то
положительным (притягивающая связь), то отрицательным (отталкивающая связь). Дисперсия
процессов 𝑧𝑗(𝑡) в стационарном режиме равна единице: 𝐷(𝑧𝑗) ≡ 1, а корреляционная функция
описывается спадающей экспонентой:

Ψ𝑧𝑗 (τ) = 𝑒−µ|τ|, τ = 𝑡2 − 𝑡1. (2)

Соответственно, спектральная плотность мощности этих процессов имеет форму лоренциана

𝑊𝑧𝑗 (ω) =
4µ

µ2 + ω2
, ω > 0. (3)

Время корреляции и ширина спектра на уровне половинной мощности определяются парамет-
ром µ: τcor = µ−1; ∆ω1/2 = µ. Важно отметить следующую особенность рассматриваемой модели
цветного шума. Дисперсия всех нормированных источников равна единице, а с учетом множите-
ля 𝑘 она равна 𝑘2. Так как дисперсия пропорциональна интегралу от спектральной плотности,
то фиксированное значение дисперсии означает постоянство интегральной мощности шума вне
зависимости от ширины спектра мощности. С ростом ширины спектра (с ростом параметра µ)
интегральная мощность источников шума распределяется на все более широкий диапазон час-
тот, и спектральная плотность в точке максимума в нуле и на других частотах уменьшается.
При µ→ ∞ спектральная плотность стремится к нулю, что не позволяет рассмотреть предельный
переход к белому шуму с конечной спектральной плотностью.

При проведении численного моделирования были зафиксированы следующие параметры
системы (1): 𝑁 = 100 (количество элементов в слое ансамбля); α = 1/3, β = 0.2, γ = 0.8, 𝜀 = 0.01
(параметры осцилляторов, соответствующие возбудимому режиму); σ1 = 4.5 (коэффициент связи
в первом слое); σ2 = 4.5 или σ2 = 5.5 (коэффициент связи во втором слое); 𝑘0 = 0 (постоянная
составляющая коэффициента межслойной связи). Интенсивность шумовой компоненты межслой-
ной связи 𝑘 и параметр µ, управляющий шириной спектра источников шума, рассматриваются
как управляющие и меняются в ходе исследований.

Для установления исходных режимов в двух невзаимодействующих кольцах начальные
условия задавались следующим образом:

𝑥𝑗,1(0) = 2 sin(2π𝑗/𝑁), 𝑦𝑗,1(0) = 2 cos(2π𝑗/𝑁),

𝑥𝑗,2(0) = 2 sin(2π𝑗/𝑁 + 3), 𝑦𝑗,2(0) = 2 cos(2π𝑗/𝑁 + 3), 𝑧𝑗(0) = 0.
(4)

Начальные условия (4) обеспечивают в обоих кольцах режим бегущей волны с длиной волны,
равной длине системы (основная волновая мода). Параметр 3 определяет фазовый сдвиг двух волн.
При получении установившегося режима бегущих волн в двух невзаимодействующих кольцах
параметр 𝑘 полагается равным нулю. При этом шумовые переменные 𝑧𝑗 не влияют на волновые
процессы, однако интегрирование на времени установления волновых режимов обеспечивает
также установление статистических характеристик источников шума. Мгновенные состояния
осцилляторов и переменных шума в установившемся режиме при отсутствии связи между
кольцами запоминались и затем использовались в качестве начальных условий при исследовании
взаимодействия колец.
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В работе исследуется эффект фазовой синхронизации волн возбуждения в двух идентич-
ных слоях, а также эффективной частотно-фазовой синхронизации при внесении расстройки
параметров внутрислойной связи. Для диагностики синхронизации волн в идентичных слоях рас-
считывается величина, характеризующая степень идентичности (синфазности) пространственных
структур, которую мы будем называть погрешностью синфазной синхронизации. Мгновенное
значение погрешности синхронизации определяется, как

δ𝑡 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(︁
[𝑥𝑗,2(𝑡)− 𝑥𝑗,1(𝑡)]

2 + [𝑦𝑗,2(𝑡)− 𝑦𝑗,1(𝑡)]
2
)︁
. (5)

Так как δ𝑡 может меняться во времени, рассчитывалось ее среднее значение

δ = ⟨δ𝑡⟩ , (6)

где скобки ⟨. . .⟩ означают усреднение по времени.
Для диагностики синхронизации частот колебаний (фазовых скоростей) рассчитываются

средние периоды (межспайковые интервалы) колебаний осцилляторов (для всех осцилляторов
в одном слое они одинаковы). Мгновенный период τ𝑛 есть время между двумя последователь-
ными пересечениями в одном направлении значением переменной 𝑥 уровня, принятого за порог
зажигания (при расчетах выбиралось значение 𝑥th = 1.5). Средний период есть

𝑇 = lim
𝑀→∞

1

𝑀

𝑀∑︁
𝑛=1

τ𝑛, (7)

где 𝑀 — число последовательных пересечений в одном направлении уровня 𝑥th на времени
наблюдения. Средняя частота колебаний 𝑓 есть величина, обратная среднему периоду. Даже
если колебания являются периодическими, значения τ𝑛 могут различаться для различных 𝑛,
поэтому применяется усреднение. Для диагностики синхронизации средних периодов и частот
рассчитывалось отношение

θ =
𝑇2

𝑇1
=

𝑓1
𝑓2

, (8)

где индексы указывают номер слоя.

2. Синхронизация фаз бегущих волн в двух идентичных слоях

В двух невзаимодействующих слоях (𝑘 = 𝑘0 = 0) при выбранных значениях параметров
и начальных условиях (4) устанавливались режимы бегущих волн. Скорости распространения
волн (и, соответственно, частоты колебаний) были строго одинаковыми, но между волнами
существовал постоянный сдвиг фаз. Установившиеся состояния двух невзаимодействующих слоев
фиксировались и использовались в качестве начальных условий для дальнейших исследований.
При исследовании межслойного взаимодействия система уравнений (1) сначала интегрировалась
с выбранными начальными условиями (при 𝑘 = 𝑘0 = 0) на времени 𝑡σ. Затем между слоями
вводилась связь, которая в проведенных расчетах была полностью случайной (шумовой), то
есть полагалось, что 𝑘0 = 0, 𝑘 ̸= 0. Система интегрировалась при наличии связи на времени
установления 𝑡𝑘. Затем, при необходимости, производился рассчет среднего значения погрешности
синхронизации δ на времени 𝑡δ. Времена установления 𝑡σ и 𝑡𝑘 составляли, как правило, не менее
5000 единиц безразмерного времени системы (то есть 5 · 106 шагов интегрирования). Время
усреднения выбиралось равным 4000 безразмерных единиц.
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Рис. 1. Мгновенные профили бегущих волн (левый столбец) и колебания осцилляторов 𝑥0,𝑖 (правый столбец) в двух
идентичных слоях σ1 = σ2 = 4.5: a — при отсутствии межслойной связи 𝑘 = 0; b — при случайной связи 𝑘 = 0.35,
µ = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 1. Snapshots of traveling waves (left column) and oscillations 𝑥0,𝑖 (right column) in two identical rings σ1 = σ2 = 4.5:
a — in the absence of interlayer coupling 𝑘 = 0; b — in case of random coupling 𝑘 = 0.35, µ = 0.01 (color online)

Мгновенные профили волн и колебания осцилляторов с одинаковым номером 𝑗 = 0 в
кольцах в установившемся режиме при отсутствии взаимодействия приведены на рис. 1, a.
Хорошо виден фазовый сдвиг колебаний и волновых профилей. При введении межслойной
шумовой связи с интенсивностью 𝑘 = 0.35 и параметром µ = 0.01 после периода установления
𝑡𝑘 наблюдается синхронизация мгновенных профилей волн и фаз колебаний всех осцилляторов с
одинаковыми номерами в двух слоях. Соответствующий режим иллюстрирует рис. 1, b.

Более детальное исследование поведения двух слоев с шумовой связью показывает, что
периодические колебания с постоянным сдвигом фазы между слоями, как правило, не уста-
навливаются, а наблюдаемый эффект синхронизации сильно зависит от времени наблюдения и
реализации случайных процессов, обеспечивающих межслойную связь. Также существенную роль
играет значение параметра µ, определяющего спектрально-корреляционные свойства источников
шума. Эти свойства шумовой синхронизации идентичных слоев проиллюстрированы на рис. 2.

На рис. 2, a, b приведены зависимости мгновенного значения погрешности синхронизации
(величина δ𝑡) от времени, полученные при 𝑘 = 0.35, µ = 0.01 для двух разных реализаций шума,
обозначенных как noise 1 и noise 2. Необходимо пояснить, что при интегрировании стохасти-
ческих дифференциальных уравнений (1) приращения состояний всех случайных источников
шума 𝑛𝑗(𝑡) на шаге интегрирования задаются с помощью последовательности случайных чисел,
генерируемых специальной программой — генератором некоррелированных случайных чисел со
стандартным гауссовым распределением. Та или иная реализация шума (точнее, набор реализаций
всех источников 𝑛𝑗(𝑡)) определяется некоторым входным параметром этой программы (инициали-
зирующей переменной). Источники шума при µ = 0.01 являются узкополосными низкочастотными
и процессы взаимодействия элементов двух слоев будут «медленными». Приведенные графики
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Рис. 2. Поведение погрешности синхронизации при различном выборе реализации шума: a, b — зависимости мгно-
венного значения погрешности синхронизации δ𝑡 от времени при 𝑘 = 0.35, µ = 0.01; c, d — зависимости δ𝑡 от
времени при 𝑘 = 0.35, µ = 1.0; e — зависимости средней погрешности синхронизации δ от времени усреднения
при µ = 0.01, µ = 1.0 и фиксированном значении параметра 𝑘 = 0.35; f — зависимости величины δ от параметра
шумового взаимодействия 𝑘, полученные для двух реализаций шума при µ = 0.01, µ = 1.0 и фиксированных временах
установления и усреднения (указаны на графиках) (цвет онлайн)

Fig. 2. Behavior of the synchronization error with different choice of noise realizations: a, b — dependences of the instantaneous
value of the synchronization error δ𝑡 on time at 𝑘 = 0.35, µ = 0.01; c, d — time dependences of δ𝑡 at 𝑘 = 0.35, µ = 1.0;
e — dependences of the average synchronization error δ on the averaging time at µ = 0.01, µ = 1.0 and a fixed coupling
parameter 𝑘 = 0.35; f — dependences of δ on the coupling parameter 𝑘 obtained for two noise realizations at µ = 0.01,
µ = 1.0 and fixed settling and averaging times (shown on the graphs) (color online)

свидетельствуют о том, что постоянный сдвиг фаз между волнами в двух слоях на рассматривае-
мом времени наблюдения не устанавливается. Зависимости δ𝑡 от времени имеют вид процесса
перемежаемости, что свидетельствует о сложном характере колебаний осцилляторов в двух слоях,
вызванном действием шума. При этом могут наблюдаться длительные интервалы полностью
синхронного поведения. Они сменяются интервалами, на которых δ𝑡 принимает большие значения.
Конкретная последовательность состояний зависит от реализации шума. В силу длительности
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интервалов с различным поведением, не удается получить установившееся среднее значение
погрешности синхронизации на приемлемых для численного исследования временах. Соответ-
ствующие графики зависимости δ от времени усреднения приведены на рис. 2, e (кривые 1, 2).
Время усреднения варьировалось от нуля и до 5000 безразмерных единиц. Для реализации шума
noise 2 в любой интервал усреднения в этом диапазоне после времени установления (𝑡𝑘 = 5000)
не попадают отличные от нуля значения мгнвенной погрешности синхронизации (см. рис. 2, b) и
средняя погрешность строго равна нулю. Однако вывод о полной синхронизации может оказаться
преждевременным. Возможно, с увеличением времени интегрирования сбой синхронизации снова
появится. Аналогичные зависимости δ𝑡 от времени при том же значении параметра связи 𝑘 = 0.35,
тех же реализациях шума, но при более широкополосном шуме с параметром µ = 1.0 приведены
на рис. 2, c, d. Эти зависимости, так же как в предыдущем случае, показывают отсутствие
установившегося режима с постоянным фазовым сдвигом волн. В отличие от узкополосного
шума, при µ = 1.0 не наблюдаются длительные интервалы полной синхронизации слоев, однако
сами значения δ𝑡 становятся существенно меньше. Усреднение погрешности синхронизации на
временах порядка 4000...5000 безразмерных единиц дает практически установившееся и близкое
для обеих реализаций шума значение δ (кривые 3, 4 на рис. 2, e).

На рис. 2, f сравниваются зависимости значений средней погрешности δ от интенсивности
шумового взаимодействия 𝑘, полученные для двух реализаций шума при µ = 0.01 и µ = 1.0.
Время усреднения погрешности синхронизации выбрано равным 𝑡δ = 4000 безразмерных единиц.
По графикам можно примерно установить порог синхронизации. Он соответствует значению
параметра 𝑘, при котором наблюдается резкое уменьшение величины δ. Величина δ может при-
нимать нулевые значения (полная синхронизация) или выходить на уровень достаточно малых
значений (частичная синхронизация). Для шума с параметром µ = 1.0 зависимости δ(𝑘), получен-
ные для двух реализаций шума, ведут себя сходным образом и пороговые значения 𝑘 примерно
совпадают (кривые 3, 4). Для узкополосного низкочастотного шума с µ = 0.01 зависимости δ(𝑘),
полученные для двух реализаций шума, сильно различаются (кривые 1, 2), причем, в случае
реализации noise 1, погрешность синхронизации убывает с ростом 𝑘 постепенно (кривая 1) и
возникает сложность с определением порога синхронизации. Если же рассматривать полную
синхронизацию и определять порог условием δ𝑚 = 0, то при µ = 1.0 полная синхронизация не
наблюдается, а при µ = 0.01 порог существенно зависит от реализации шума.

Проблемы в определении порога синхронизации связаны с недостаточно большим временем
усреднения 𝑡δ, однако медленный характер процессов (особенно при низкочастотном шуме) и
большие затраты времени на интегрирование уравнений (1) не позволяют произвести усреднение
на времени, достаточном для установления величины δ. Тем не менее полученные графики δ(𝑘)
показывают наличие эффекта синхронизации слоев (хотя бы частичной) и зависимость порога
синхронизации от спектрально-корреляционных свойств цветного шума, задающего межслойную
связь. На рис. 3, a приведены зависимости величины δ от интенсивности шумовой модуляции
связи 𝑘. При расчетах использовались одни и те же реализации источников шума 𝑧𝑗(𝑡) (noise 1) и
одни и те же времена установления режима и усреднения погрешности синхронизации. Можно
заметить, что с ростом ширины спектра шума (параметра µ) сначала наблюдается некоторое
уменьшение порога синхронизации, но затем, при очень широком спектре шума, порог растет
и при µ = 100 синхронизация перестает наблюдаться в пределах изменения параметра 𝑘 ⩽ 1

(на графиках поведение при 0.5 ⩽ 𝑘 ⩽ 1 не отражено). Причина зависимости порога синхрониза-
ции от ширины спектра шума поясняется на рис. 3, b). На нем приведены графики спектральной
плотности источников шума 𝑧𝑗(𝑡), рассчитанные по формуле (3), для различных значений пара-
метра µ. Вертикальными пунктирными линиями показаны спектральные компоненты в спектре
мощности колебаний осцилляторов в слоях без связи. Поскольку эти колебания периодические
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Рис. 3. Эффект синхронизации при различных значениях ширины спектра шума связи: a — зависимости погрешности
синхронизации δ бегущих волн от интенсивности шума связи 𝑘 в двух идентичных кольцах σ1 = σ2 = 4.5 при
различных значениях параметра шума µ; b — графики спектральной плотности шума для различных значений параметра
µ, расчитанные по формуле (3). При расчете всех зависимостей δ(𝑘) использовалась реализация шума noise 1. Времена
установления и усреднения указаны на рисунке. Вертикальные пунктирные линии на панели (b) отмечают спектральные
линии в спектре колебаний осцилляторов в режиме, проиллюстрированном на рис. 1 при 𝑘 = 0 (цвет онлайн)

Fig. 3. The effect of synchronization at different values of the spectrum width of the noise coupling: a — dependencies of
the synchronization error δ of travelling waves on the noise coupling intensity 𝑘 in two identical rings σ1 = σ2 = 4.5 at
different values of noise parameter µ; b — graphs of noise spectral density for different values of parameter µ calculated by the
formula (3). When calculating all dependences δ(𝑘), the noise 1 realization was used. The settling and averaging times are
shown in the figure. The vertical dotted lines in panel (b) mark the spectral lines in the spectrum of oscillations of oscillators
in the regime illustrated in fig. 1 at 𝑘 = 0 (color online)

(см. рис. 1, a), то их спектр является дискретным и спектральная плотность состоит из δ-пиков
на основной частоте ω0 = 1.23± 0.001 и её гармониках, а также на нулевой частоте, поскольку
среднее значение колебаний отлично от нуля. При µ = 0.01 спектр шума сосредоточен на низких
частотах, а в области основной частоты колебаний спектральная плотность шума очень мала.
С ростом параметра µ спектр шума становится более широким и спектральная плотность на
частоте ω0 несколько возрастает. Это приводит к более эффективному влиянию шумовой свя-
зи на поведение слоев. При дальнейшем увеличении параметра µ увеличивается спектральная
плотность шума на гармониках основной частоты ω0, но уменьшается на основной частоте и на
более низких частотах. Это, по-видимому, приводит к росту порога синхронизации, и далее, при
больших значениях µ, синхронизация не возникает.

3. Синхронизация скоростей бегущих волн в двух кольцах
с различными значениями коэффициентов связи элементов в кольце

Скорость бегущей волны возбуждения в кольце осцилляторов ФХН существенно зависит
от коэффициента связи элементов кольца. Таким образом, задав во втором слое значение σ2 ̸= σ1
можно получить в каждом из слоев (при отсутствии взаимодействия между ними) бегущие волны,
отличающиеся не только начальными фазами, но и скоростями. Соответственно, осцилляторы в
двух слоях будут колебаться с различной частотой. В проведенных исследованиях выбирались
значения σ1 = 4.5 или σ2 = 5.5, что обеспечивало разность скоростей волновых процессов
при отсутствии связи между слоями. При введении случайной связи наблюдался захват средних
интерспайковых интервалов (и, соответственно, средних частот) колебаний осцилляторов. Было
исследовано поведение средних интерспайковых интервалов (средних периодов колебаний) в
двух слоях и их отношения θ = 𝑇2/𝑇1 и погрешности синхронизации δ𝑚. Как и прежде, связь
осуществлялась только через случайные переменные (𝑘0 = 0).
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Рис. 4. Процесс установления усредненных характеристик синхронизации в неидентичных слоях с коэффициентами
внутрислойной связи σ1 = 4.5, σ2 = 5.5 при значении параметров межслойной связи 𝑘 = 0.35, µ = 0.01 и двух
различных реализациях шума: a — зависимости от времени усреднения 𝑡δ отношения средних периодов θ = 𝑇2/𝑇1 и
b — средней погрешности синхронизации δ. Времена установления указаны на графиках (цвет онлайн)

Fig. 4. The process of establishing the average synchronization characteristics in non-identical layers with intralayer coupling
coefficients σ1 = 4.5, σ2 = 5.5 for interlayer coupling parameters 𝑘 = 0.35, µ = 0.01 and two different noise realizations:
a — dependence on averaging time 𝑡δ for the ratio of the average periods θ = 𝑇2/𝑇1 and b — the average synchronization
error δ. Settling times are indicated on the graphs (color online)

На рис. 4 приведены примеры зависимостей отношения средних периодов колебаний
θ = 𝑇2/𝑇1 и погрешности синхронизации δ от времени усреднения 𝑡δ для двух реализаций
шума при фиксированных параметрах 𝑘 = 0.35 и µ = 0.01. Можно видеть, что в данном случае
установление средних значений даже при низкочастотном шуме связи происходит быстрее, чем
в идентичных слоях. При 𝑡δ усредненные характеристики θ и δ можно считать практически
установившимися, причем их стационарные значения в пределах точности расчетов не зависят от
реализации шума.

Зависимости отношения средних периодов колебаний в двух слоях θ = 𝑇2/𝑇1 и погрешно-
сти синхронизации δ от интенсивности шума связи 𝑘, полученные для трех значений параметра
µ, приведены на рис. 5. Можно видеть, что при определенном (пороговом) значении интенсивно-
сти случайной связи 𝑘 отношение средних периодов становится близким к единице (рис. 5, a).

a b

Рис. 5. Характеристики синхронизации в двух неидентичных слоях σ1 = 4.5, σ2 = 5.5 при различных значени-
ях параметра шума µ = 0.01, 10, 100: a — зависимости отношения средних периодов колебаний θ = 𝑇2/𝑇1 и
b — погрешности синхронизации δ от коэффициента межслойной связи 𝑘. При расчетах использовалась одна реализа-
ция шума (noise 1). Времена установления и усреднения указаны на рисунке (цвет онлайн)

Fig. 5. Synchronization characteristics in two non-identical rings σ1 = 4.5, σ2 = 5.5 at different values of noise parameter
µ = 0.01, 10, 100: a — dependencies of the ratio of average oscillation periods 𝑇2/𝑇1 and b — synchronization errors δ on the
interlayer coupling coefficient 𝑘. In the calculations, one realization of noise (noise 1) was used. The settling and averaging
times are shown in the figure (color online)
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В целом, расчеты показывают, что синхронизация скоростей волн, средних периодов/средних
частот колебаний наблюдается в достаточно широком диапазоне значений µ. Можно отметить,
что пороги синхронизации при µ = 0.01 и µ = 10 практически совпадают. Однако, если шум
становится очень широкополосным (µ = 100), то синхронизация не наблюдается. Исчезновение
эффекта синхронизации частот в случае широкополосного шума (так же как исчезновение син-
хронизации фаз волн в идентичных слоях) объясняется уменьшением спектральной плотности
шума при расширении частотного диапазона и фиксированном значении дисперсии. Зависимости
погрешности синхронизации δ от интенсивности шума связи 𝑘 показывают, что в случае частот-
ной синхронизации величина δ заметно уменьшается, но остается далекой от нуля (рис. 5, b).
Таким образом, в исследованном диапазоне значений параметра 𝑘 ⩽ 0.5 в области синхронизации
частот синфазная или близкая к ней синхронизация не наблюдается. Однако, возможно, она имеет
место (хотя бы частично) при большей интенсивности случайной связи. На рис. 6, a приведены
мгновенные профили волн и колебания осцилляторов с одинаковым номером 𝑗 = 0 в двух
слоях в установившемся режиме при отсутствии взаимодействия. Несинхронность колебаний
осцилляторов в двух слоях хорошо заметна на реализациях переменных 𝑥0,1(𝑡) и 𝑥0,2(𝑡) (правый
столбец). При введении шумовой связи между слоями наблюдается синхронизация волновых
скоростей и частот колебаний (рис. 6, b). При этом следует отметить, что колебания перестают
быть строго периодическими и мгновенные интерспайковые интервалы в двух кольцах не вполне
совпадают, что можно видеть на реализациях, приведенных справа. Синхронизация волновых
скоростей, частот и интерспайковых интервалов колебаний наблюдается только в среднем и не
зависит от выбора времени установления источников шума или инициализирующих переменных,
задающих реализации шума.

a

b

Рис. 6. Мгновенные профили бегущих волн (левый столбец) и колебания осцилляторов 𝑥0,𝑖 (правый столбец) в двух
неидентичных кольцах σ1 = 4.5, σ2 = 5.5: a — при отсутствии межслойной связи 𝑘 = 0; b — при случайной связи
𝑘 = 0.35, µ = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 6. Snapshots of traveling waves (left column) and oscillations 𝑥0,𝑖 (right column) in two non-identical rings σ1 = 4.5,
σ2 = 5.5: a — in the absence of interlayer coupling 𝑘 = 0; b — in case of noisy coupling 𝑘 = 0.35, µ = 0.01 (color online)
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Заключение

Проведенные исследования позволяют сделать вывод о наличии эффектов частотной и
фазовой (полной и частичной) синхронизации слоев в сети возбудимых осцилляторов ФитцХью–
Нагумо в режиме бегущих волн при случайном характере интенсивностей межслойных взаимо-
действий осцилляторов, задаваемых независимыми источниками цветного гауссова шума. Важно
отметить, что среднее значение шума связи для каждой пары взаимодействующих осцилляторов
в установившемся режиме было выбрано равным нулю, то есть постоянная компонента связи
отсутствовала. Тем не менее эффекты синхронизации слоев наблюдались как в случае идентичных
слоев, так и при наличии различия в параметрах слоев. Кроме того, было показано, что при фик-
сированной интегральной мощности источников шума изменение спектрально-корреляционных
свойств шума значительно влияет на эффекты синхронизации, которая перестает наблюдаться
с увеличением ширины спектра шума. Такой эффект объясняется уменьшением спектральной
плотности шума с расширением спектра. По-видимому, в случае модуляции межслойной связи
белым шумом с определенной спектральной плотностью (интенсивностью) синхронизация также
будет наблюдаться.

Был исследован процесс установления режима синхронизации в идентичных и неидентич-
ных слоях. Показано, что этот процесс может быть очень длительным и иметь характер случайной
перемежаемости, что особенно заметно в случае узкополосного низкочастотного шума связи.
Постоянная разность фаз бегущих волн даже в идентичных слоях при этом не устанавливается, а
стоационарное значение средней ошибки синхронизации не достигается даже при очень больших
временах усреднения. Такое поведение системы препятствует определению порога синхрониза-
ции, который оказывается зависящим от времен установления и усреднения, а также от выбора
реализации шума. Однако эти эффекты уменьшаются с ростом ширины спектра шума и слабо
проявляются в случае неидентичности взаимодействующих слоев.
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