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Аннотация. Основная цель настоящего исследования триедина и состоит, во-первых, в построении косвенного
вариационного принципа Гамильтона для задачи о движении маятника с точкой подвеса, совершающей малые ко-
лебания вдоль прямой, составляющей малый угол наклона с вертикалью. Во-вторых, в построении на его основе
соответствующей разностной схемы. В-третьих, в ее исследовании методами численного анализа. Методы. Задача
о движении указанного маятника рассматривается как частный случай исходной краевой задачи для нелинейного
дифференциального уравнения второго порядка. Для решения вопроса о ее вариационной формулировке использован
критерий потенциальности операторов – симметричность производной Гато нелинейного оператора, определяемого
поставленной задачей. Этот же критерий использован для построения вариационного множителя и построения соответ-
ствующего косвенного вариационного принципа Гамильтона. На его основе построен и исследован дискретный аналог
исходной краевой задачи и задачи о движении маятника. Результаты. Доказано, что оператор исходной краевой задачи
не является потенциальным относительно классической билинейной формы. Найден соответствующий вариационный
множитель и построен косвенный вариационный принцип Гамильтона. На его основе получен дискретный аналог ис-
ходной краевой задачи и построено ее решение. Отсюда как частные случаи получаются соответствующие утверждения
для указанной задачи о движении маятника. Проведен ряд численных экспериментов, характеризующих зависимость
решений задачи о движении маятника от изменения параметров. Заключение. Представлен вариационный подход к
построению двух различных разностных схем для задачи о движении маятника с точкой подвеса, совершающей малые
колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью. Приведены результаты численного моделирования
при различных параметрах задачи. Численные решения показывают, что при достаточно малой амплитуде колебаний и
достаточно большой частоте колебаний точки подвеса маятник совершает периодическое движение.

Ключевые слова: перевернутый маятник, косвенная вариационная формулировка, уравнения Гамильтона, разностная
схема.
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Abstract. The main purpose of this work is, first, a construction of the indirect Hamilton’s variational principle for the problem
of motion of a pendulum with a vibration suspension with friction, oscillating along a straight line making a small angle with
the vertical line. Second, the construction on its basis of the difference scheme. Third, to carry out its investigation by methods
of numerical analysis. Methods. The problem of motion of the indicated pendulum is considering as a particular case of the
given boundary problem for a nonlinear second order differential equations. For the solution of problem of its variational
formulation there is used the criterion of potentiality of operators — the symmetry of the Gâteaux derivative of nonlinear
operator of the given problem. This criterion is also used for the construction of variational multiplier and the corresponding
Hamilton’s variational principle. On its basis there is constructed and investigated a discrete analog of the given boundary
problem and a problem of motion of the pendulum. Results. It is proved that the operator of the given boundary problem is not
potential with respect to the classical bilinear form. There is found a variational multiplier and constructed the corresponding
indirect Hamilton’s variational principle. On its basis there is obtained a discrete analog of the given boundary problem and its
solution is found. As particular cases one can deduce from that the corresponding results for the problem of motion of the
pendulum. There are performed numerical experiments, establishing the dependence of solutions of the problem of motion
of the pendulum on the change of parameters. Conclusion. There is worked out a variational approach to the construction
of two difference schemes for the problem of a pendulum with a suspension with friction, oscillating along a straight line
making a small angle with the vertical line. There are presented results of numerical simulation under different parameters of
the problem. Numerical results show that under sufficiently small amplitude and sufficiently big frequency of the oscillations
of the point of suspension the pendulum realizes a periodical motion.
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Введение

Настоящая работа восходит к статьям [1–3] и имеет целью построение и исследование
дискретной модели движения маятника с вибрационным подвесом с трением на основе косвенного
вариационного принципа Гамильтона. Математическая модель с непрерывным временем движения
такого маятника после работ П. Л. Капицы, Н. Н. Боголюбова стала базовой в нелинейной механике.
Выявлена её взаимосвязь с некоторыми задачами физики (см. обзор литературы в [4, 5]).

При этом исследованы далеко не все свойства базовой нелинейной модели. Дополнительные
возможности открываются с применением конечно-разностных методов [6]. При переходе от
динамической системы с непрерывным временем к разностной схеме важно, чтобы обе модели
сохраняли качественные характеристики одного и того же явления.

Как отмечено в работе [7], для математического описания ряда физических явлений и
процессов целесообразно использовать вариационные принципы.
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Авторам настоящей статьи не известны работы, в которых бы был развит вариационный
подход к построению двух различных разностных схем для задачи о движении маятника с точкой
подвеса, совершающей малые колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью.

1. Построение косвенного вариационного принципа
для одной краевой задачи для дифференциального уравнения

второго порядка

Рассмотрим следующую краевую задачу:

𝑁 (𝑢) ≡ 𝑢̈+ 𝑘 (𝑡) 𝑢̇+ 3 (𝑡) sin𝑢+ ψ (𝑡) cos𝑢 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑙) , (1)

𝐷 (𝑁) =
{︀
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶2 [0, 𝑙] : 𝑢|𝑡=0 = 𝑎0, 𝑢|𝑡=𝑙 = 𝑎1

}︀
. (2)

Здесь 𝑢 (𝑡) — неизвестная функция; 𝑘 ∈ 𝐶2 [0, 𝑙], 3, ψ ∈ 𝐶 [0, 𝑙] — заданные функции; 𝑎0, 𝑎1 —

заданные числа; 𝑢̇ =
𝑑𝑢 (𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑢̈ =

𝑑2𝑢 (𝑡)

𝑑𝑡2
.

Уравнения, изученные в работах [1–3], являются частными случаями (1).
Обозначим 𝑉 = 𝐶 [0, 𝑙]. Зададим билинейную форму ⟨·, ·⟩ : 𝑉 × 𝑈 → R вида

⟨𝑣, 𝑔⟩ =
∫︁ 𝑙

0
𝑣 (𝑡) 𝑔 (𝑡) 𝑑𝑡. (3)

Будем говорить, что задача (1), (2) допускает прямую вариационную формулировку относи-
тельно (3), если существует дифференцируемый по Гато функционал 𝐹𝑁 : 𝐷 (𝑁) → R такой, что
его дифференциал

δ𝐹𝑁 [𝑢, ℎ] = ⟨𝑁 (𝑢) , ℎ⟩ , ∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) ,∀ℎ ∈ 𝐷
(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
.

Здесь 𝐷 (𝑁 ′
𝑢) — область определения производной Гато 𝑁 ′

𝑢 оператора 𝑁 в точке 𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁). При
этом говорят также, что оператор 𝑁 является потенциальным на 𝐷 (𝑁) относительно билинейной
формы (3).

Критерий потенциальности 𝑁 на выпуклом множестве 𝐷 (𝑁) — это условие симметрично-
сти вида [8, c. 18], [9, c. 23]⟨︀

𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔

⟩︀
=
⟨︀
𝑁 ′

𝑢𝑔, ℎ
⟩︀
, ∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) , ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷

(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
. (4)

При его выполнении искомый функционал 𝐹𝑁 — действие по Гамильтону — может быть найден
по формуле

𝐹𝑁 [𝑢] =

∫︁ 1

0

⟨
𝑁
(︁̃︀𝑢+ λ (𝑢− ̃︀𝑢))︁, 𝑢− ̃︀𝑢⟩ 𝑑λ+ const, (5)

где ̃︀𝑢 — произвольный фиксированный элемент из 𝐷 (𝑁).

Теорема 1. При 𝑘(𝑡) ̸= 0 задача (1), (2) не допускает прямой вариационной формулировки
относительно билинейной формы (3).
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Доказательство. Убедимся, что заданный оператор вида (1) не удовлетворяет условию (4). Имеем

𝑁 ′
𝑢ℎ = ℎ̈+ 𝑘 (𝑡) ℎ̇+ 3 (𝑡)ℎ cos𝑢− ψ (𝑡)ℎ sin𝑢,⟨︀

𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔

⟩︀
=

∫︁ 𝑙

0

[︁
ℎ̈+ 𝑘 (𝑡) ℎ̇+ 3 (𝑡)ℎ cos𝑢− ψ (𝑡)ℎ sin𝑢

]︁
𝑔 𝑑𝑡, (6)

∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) ,∀𝑔, ℎ ∈ 𝐷
(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
.

Интегрируя по частям и учитывая, что

ℎ|𝑡=0 = 𝑔|𝑡=0 = ℎ|𝑡=𝑙 = 𝑔|𝑡=𝑙 = 0, ∀ℎ, 𝑔 ∈
(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
, (7)

из (6) получаем

⟨︀
𝑁 ′

𝑢ℎ, 𝑔
⟩︀
=

∫︁ 𝑙

0
[𝑔 − 𝑘 (𝑡) 𝑔̇ + 3 (𝑡) 𝑔 cos𝑢− ψ (𝑡) 𝑔 sin𝑢]ℎ 𝑑𝑡 ̸≡

̸≡
⟨︀
𝑁 ′

𝑢𝑔, ℎ
⟩︀
=

∫︁ 𝑙

0
[𝑔 + 𝑘 (𝑡) 𝑔̇ + 3 (𝑡) 𝑔 cos𝑢− ψ (𝑡) 𝑔 sin𝑢]ℎ 𝑑𝑡

при 𝑘 (𝑡) ̸= 0.
Теорема доказана. □
Обозначим ̃︀𝑁 (𝑢) = 𝑀 (𝑡)𝑁 (𝑢), 𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁), где 𝑀 (𝑡) ̸= 0 на [0, 𝑙] — искомый вари-

ационный множитель, определяемый из условия, чтобы оператор ̃︀𝑁 был потенциальным на
𝐷
(︀ ̃︀𝑁)︀ = 𝐷 (𝑁) относительно билинейной формы (3).

Теорема 2. Для задачи (1), (2) существует вариационный множитель вида 𝑀 (𝑡) = 𝑒
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡.

Доказательство. Обозначим

𝑄 (𝑢, ℎ, 𝑔) =
⟨ ̃︀𝑁 ′

𝑢ℎ, 𝑔
⟩
−
⟨ ̃︀𝑁 ′

𝑢𝑔, ℎ
⟩
, ∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) ,∀𝑔, ℎ ∈ 𝐷

(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
.

Имеем ̃︀𝑁 ′
𝑢ℎ = 𝑀 (𝑡)𝑁 ′

𝑢ℎ,⟨ ̃︀𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔

⟩
=

∫︁ 𝑙

0
𝑀 (𝑡)𝑁 ′

𝑢ℎ · 𝑔 𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑙

0
𝑀 (𝑡)

[︁
ℎ̈𝑔 + 𝑘 (𝑡) ℎ̇𝑔 + 3 (𝑡)ℎ𝑔 cos𝑢− ψ (𝑡)ℎ𝑔 sin𝑢

]︁
𝑑𝑡,

⟨ ̃︀𝑁 ′
𝑢𝑔, ℎ

⟩
=

∫︁ 𝑙

0
𝑀 (𝑡) [𝑔ℎ+ 𝑘 (𝑡) 𝑔̇ℎ+ 3 (𝑡)ℎ𝑔 cos𝑢− ψ (𝑡)ℎ𝑔 sin𝑢] 𝑑𝑡.

С учётом этого получаем

𝑄 (𝑢, ℎ, 𝑔) =

∫︁ 𝑙

0

[︁
𝑀 (𝑡) ℎ̈𝑔 +𝑀 (𝑡) 𝑘 (𝑡) ℎ̇𝑔 −𝑀 (𝑡) 𝑔ℎ−𝑀 (𝑡) 𝑘 (𝑡) 𝑔̇ℎ

]︁
𝑑𝑡.

Интегрируя по частям и учитывая условия (7), отсюда находим

𝑄 (𝑢, ℎ, 𝑔) =

∫︁ 𝑙

0

{︂
2

[︂
𝑑𝑀

𝑑𝑡
−𝑀𝑘

]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑡
+

[︂
𝑑2𝑀

𝑑𝑡2
− 𝑑 (𝑀𝑘)

𝑑𝑡

]︂
𝑔

}︂
ℎ 𝑑𝑡, (8)

∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) ,∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷
(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
.
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Для выполнения условия

𝑄 (𝑢, ℎ, 𝑔) = 0, ∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) , ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐷
(︀
𝑁 ′

𝑢

)︀
необходимо и достаточно, чтобы

𝑑𝑀

𝑑𝑡
−𝑀𝑘 = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑙] , (9)

𝑑2𝑀

𝑑𝑡2
− 𝑑 (𝑀𝑘)

𝑑𝑡
= 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑙] . (10)

Условие (10) является следствием (9). Таким образом, вариационный множитель 𝑀 (𝑡)

является решением уравнения (9) и имеет вид

𝑀 (𝑡) = 𝑒
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡. (11)

Теорема доказана. □

Теорема 3. Уравнение ̃︀𝑁 (𝑢) ≡ 𝑒
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡𝑁 (𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁), (12)

где 𝑁 имеет вид (1), представимо в форме уравнений Гамильтона

𝑢̇ = −𝑒−
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡𝑝,

𝑝̇ = 𝑒
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡 (3 sin𝑢+ ψ cos𝑢) .

(13)

Доказательство. Используя формулу (5), находим действие по Гамильтону для (12) в виде

𝐹 ̃︀𝑁 [𝑢] =

∫︁ 𝑙

0
𝑀

(︂
−1

2
𝑢̇2 − 3 cos𝑢+ ψ sin𝑢+ 3

)︂
𝑑𝑡. (14)

Таким образом, лагранжиан уравнения (12) равен

ℒ = 𝑒
∫︀
𝑘(𝑡)𝑑𝑡

(︂
−1

2
𝑢̇2 − 3 cos𝑢+ ψ sin𝑢+ 3

)︂
. (15)

Введя обобщённый импульс

𝑝 =
𝜕ℒ
𝜕𝑢̇

= −𝑀𝑢̇,

получаем, что лагранжиану (15) соответствует гамильтониан

𝐻 (𝑡, 𝑝, 𝑢) = − 𝑝2

2𝑀
+𝑀3 cos𝑢−𝑀ψ sin𝑢−𝑀3.

Отсюда находим

𝜕𝐻

𝜕𝑝
= − 𝑝

𝑀
,

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= −𝑀3 sin𝑢−𝑀ψ cos𝑢

и, следовательно, получаем уравнения Гамильтона (13).
Теорема доказана. □
Уравнения (13) могут быть получены из вариационного принципа Гамильтона с действием

𝐽 [𝑝, 𝑢] =

∫︁ 𝑙

0
[𝑝𝑢̇−𝐻 (𝑡, 𝑝, 𝑢)] 𝑑𝑡. (16)
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2. Построение и исследование дискретного аналога задачи (1), (2)
на основе функционала (14)

Разобьем отрезок [0, 𝑙] на 𝑚 равных частей узлами 𝑡𝑖 = 𝑖τ (𝑖 = 0,𝑚), где τ = 𝑚−1𝑙. Введем
операторы сужения

𝑇𝑟𝑢 (𝑡) = 𝑢𝑟 = (𝑢 (𝑡0) , 𝑢 (𝑡1) , 𝑢 (𝑡2) , . . . , 𝑢 (𝑡𝑚−1) , 𝑢 (𝑡𝑚))𝑇

(столбец высотой 𝑟 = 𝑚+ 1). Такие столбцы образуют линейное пространство, которое будем
обозначать 𝑈 𝑟. Для удобства напишем 𝑢𝑖 = 𝑢 (𝑡𝑖).

Обозначим 𝑁𝐹 — оператор дискретного аналога задачи (1), (2) на основе функционала (14).
Положим 𝐷(𝑁𝐹 ) =

{︀
𝑢𝑟 ∈ 𝑈 𝑟 : 𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1

}︀
и 𝐷(𝑁

′
𝐹 ) =

{︀
ℎ𝑟 ∈ 𝑈 𝑟 : ℎ0 = ℎ𝑚 = 0

}︀
.

Запишем (14) в виде

𝐹 ̃︀𝑁 [𝑢] =

𝑚−1∑︁
𝑖=0

∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝑀

(︂
−1

2
𝑢̇2 − 3 cos𝑢+ ψ sin𝑢+ 3

)︂
𝑑𝑡.

Далее аппроксимируем интегралы∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝑀

(︂
−1

2
𝑢̇2 − 3 cos𝑢+ ψ sin𝑢+ 3

)︂
𝑑𝑡 ≈

≈ 𝑙

𝑚
𝑀 𝑖

[︃
−1

2

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂2

− 3𝑖 cos𝑢𝑖 + ψ𝑖 sin𝑢𝑖 + 3𝑖
]︃
,

где 𝑀 𝑖 = 𝑀 (𝑡𝑖), 3𝑖 = 3 (𝑡𝑖) и ψ𝑖 = ψ (𝑡𝑖).
Функционал (14) заменяем разностным действием по Гамильтону

𝐹 [𝑢𝑟] =
𝑙

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑀 𝑖

[︃
−1

2

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂2

− 3𝑖 cos𝑢𝑖 + ψ𝑖 sin𝑢𝑖 + 3𝑖
]︃
.

Приравнивая нулю частные производные

𝜕𝐹 [𝑢𝑟]

𝜕𝑢𝑖
=

𝑙

𝑚

(︂
𝑀 𝑖𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

τ2
−𝑀 𝑖−1𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

τ2
+𝑀 𝑖3𝑖 sin𝑢𝑖 +𝑀 𝑖ψ𝑖 cos𝑢𝑖

)︂
,

𝑖 = 1,𝑚− 1,

получаем систему разностных уравнений

𝑁
𝑖
𝐹 (𝑢𝑟) ≡ 𝑀 𝑖𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

τ2
−𝑀 𝑖−1𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

τ2
+

+𝑀 𝑖3𝑖 sin𝑢𝑖 +𝑀 𝑖ψ𝑖 cos𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 1,𝑚− 1. (17)

Отсюда находим решение этой системы

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝑀 𝑖−1

𝑀 𝑖
(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)− τ23𝑖 sin𝑢𝑖 − τ2ψ𝑖 cos𝑢𝑖, 𝑖 = 1,𝑚− 1,

𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1.
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Перейдем к следующему частному случаю уравнения (1). Рассмотрим уравнение движе-
ния маятника, точка подвеса которого осциллирует по синусоидальному закону вдоль прямой,
наклоненной к вертикальной оси 𝑂𝑌 под углом α [10]

𝑁1(𝑢) ≡ 𝑢̈+ σ𝑢̇+
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα

𝑑
sin𝑢− 𝐴ω2 sin (ω𝑡) sinα

𝑑
cos𝑢 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑙) , (18)

𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1, (19)

где 𝑢 — угол отклонения маятника от нижнего вертикального положения равновесия, σ — коэффи-
циент затухания, 𝑑 — длина маятника, 𝑔 — ускорение свободного падения, ω — частота колебаний
точки подвеса, 𝐴 — амплитуда колебаний точки подвеса.

В силу теорем 1, 2 при σ ̸= 0 оператор 𝑁1 (18) является непотенциальным относительно
билинейной формы (3) и для задачи (18)–(19) существует вариационный множитель вида 𝑒σ𝑡.
Обозначим ̃︀𝑁1 (𝑢) ≡ 𝑒σ𝑡𝑁1 (𝑢) = 0. (20)

Согласно формуле (14), имеем действие по Гамильтону для (20):

𝐹 ̃︀𝑁1
[𝑢] =

∫︁ 𝑙

0
𝑒σ𝑡
(︂
− 1

2
𝑢̇2 − 𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα

𝑑
cos𝑢− 𝐴ω2 sin (ω𝑡) sinα

𝑑
sin𝑢+

+
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα

𝑑

)︂
𝑑𝑡,

(21)

а соответствующий конечно-разностный функционал имеет вид

𝐹 ̃︀𝑁1
[𝑢𝑟] =

𝑙

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑒σ𝑡𝑖

[︃
− 1

2

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂2

− 𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) cosα
𝑑

cos𝑢𝑖+

+

(︂
−𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) sinα

𝑑

)︂
sin𝑢𝑖 +

𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) cosα
𝑑

]︃
.

С помощью (17) запишем дискретный аналог задачи (18)–(19) на основе функционала (21)

𝑁
𝑖
1,𝐹 (𝑢𝑟) ≡ 𝑒σ𝑡𝑖

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ2

− 𝑒σ𝑡𝑖−1
𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

τ2
+ 𝑒σ𝑡𝑖

𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) cosα
𝑑

sin𝑢𝑖+

+ 𝑒σ𝑡𝑖
(︂
−𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) sinα

𝑑

)︂
cos𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 1,𝑚− 1,

𝑢(0) = 𝑎0, 𝑢(𝑙) = 𝑎1.

Решение этой системы находится по формулам

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝑒−στ (𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)− τ2
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) cosα

𝑑
sin𝑢𝑖+

+ τ2
𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖) sinα

𝑑
cos𝑢𝑖, 𝑖 = 1,𝑚− 1,

𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1.

(22)
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Для проведения численных экспериментов положим:

� коэффициент затухания σ = −0.01 с−1,
� ускорение свободного падения 𝑔 = 9.8 м/с2,
� длина 𝑑 = 1 м,
� малый параметр γ (γ = 0.3, 0.1, см. ниже),
� амплитуда колебаний точки подвеса 𝐴 = γ𝐴0, 𝐴0 = 1 м,
� угол α = γ2α0, α0 = π/6,
� частота колебаний точки подвеса ω = ω0/γ, ω0 = 5 Гц,
� 𝑙 = 5𝑇 , 𝑇 = 2π/ω0 с количеством узлов 𝑚 = 400, значения функции в конечных точках

𝑢0 = 𝑢𝑚 = 0.

На рис. 1 изображены решения (22) при различных указанных значениях γ.
Следует отметить, что, поскольку (1), (2) — краевая задача, то для построения приведенных

в работе графиков дополнительно использован известный метод стрельбы. Он позволяет учесть

u(t )

0.05

0

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20
0 1 2 3 4 5 6 t

u
uRK4

� = 0.3

u(t) × 10-3

0

-5

-10

-15
0 1 2 3 4 5 6

= 0.1�

u
uRK4

t
Рис. 1. 𝑢 — решение (22), 𝑢RK4 — решение по методу Рунге–Кутты

Fig. 1. 𝑢 — solution (22), 𝑢RK4 — solution by the Runge–Kutta method
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Рис. 2. Портрет системы на плоскости 𝑂𝑋𝑌 для маятника при большой амплитуде вынуждающих колебаний.
Параметры маятника приведены в тексте

Fig. 2. Portrait of the system on the plane 𝑂𝑋𝑌 for a pendulum with large amplitude of forcing oscillations. The parameters
of the pendulum are given in the text

значение решения на правом конце отрезка. В этой связи выбран метод Рунге–Кутты из-за его
простоты и эффективности для проверки правильности найденного решения (22).

Легко видеть, что когда 𝐴0ω0 >
√
2𝑔𝑑 и γ достаточно мало (γ = 0.1), графики решения

(22) имеют 𝑇 -периодический вид. Это свойство в случае непрерывного времени отмечено в
статьях [10, 11].

Если увеличить значение амплитуды колебаний точки подвеса маятника 𝐴 = 𝑑/2, то придём
к решению, изображенному на рис. 2, b (при этом параметры маятника: γ = 0.1 и 𝑚 = 4000).
При дальнейшем увеличении амплитуды 𝐴 = 𝑑 траектория движения маятника заполняет все
пустое пространство внутри. Это хорошо видно на рис. 2, c. При увеличении амплитуды картины
не меняются.

3. Построение и исследование разностной схемы уравнений (13)
на основе функционала (16)

Аналогично разделу 2, запишем (16) в виде суммы

𝐽 [𝑝, 𝑢] =

𝑚−1∑︁
𝑖=0

∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

[𝑝𝑢̇−𝐻 (𝑡, 𝑝, 𝑢)] 𝑑𝑡.

Аппроксимируя, получаем∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

[𝑝𝑢̇−𝐻 (𝑡, 𝑝, 𝑢)] 𝑑𝑡 ≈ 𝑙

𝑚

[︂
𝑝𝑖

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂
−𝐻 𝑖

]︂
,

где 𝑝𝑖 = 𝑝 (𝑡𝑖) и 𝐻 𝑖 = 𝐻 (𝑡𝑖, 𝑝𝑖, 𝑢𝑖).
Таким образом, имеем разностное действие по Гамильтону

𝐽 [𝑝𝑟, 𝑢𝑟] =
𝑙

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

[︂
𝑝𝑖

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂
−𝐻 𝑖

]︂
.

Находим частные производные

𝜕𝐽 [𝑝𝑟, 𝑢𝑟]

𝜕𝑝𝑖
=

𝑙

𝑚

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

− 𝜕𝐻 𝑖

𝜕𝑝𝑖

)︂
, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝜕𝐽 [𝑝𝑟, 𝑢𝑟]

𝜕𝑢𝑖
=

𝑙

𝑚

(︂
−𝑝𝑖 − 𝑝𝑖−1

τ
− 𝜕𝐻 𝑖

𝜕𝑢𝑖

)︂
, 𝑖 = 1,𝑚.
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Приравнивая их нулю, получаем систему разностных уравнений

𝑁
1,𝑖
𝐽 ≡ 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

τ
− 𝜕𝐻 𝑖

𝜕𝑝𝑖
=

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

− 𝑝𝑖
𝑀 𝑖

= 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑁
2,𝑖
𝐽 ≡ −𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖

τ
− 𝜕𝐻 𝑖+1

𝜕𝑢𝑖+1
=

= −𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖
τ

−𝑀 𝑖+13𝑖+1 sin𝑢𝑖+1 −𝑀 𝑖+1ψ𝑖+1 cos𝑢𝑖+1 = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1.

Отсюда находим решение этой системы по формулам

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + τ
𝑝𝑖
𝑀 𝑖

, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 − τ𝑀 𝑖+13𝑖+1 sin𝑢𝑖+1 − τ𝑀 𝑖+1ψ𝑖+1 cos𝑢𝑖+1, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1.

Перейдём к задаче (18)–(19). В силу теоремы 3 уравнение (20) представимо в форме
уравнений Гамильтона

𝑢̇ = −𝑒−σ𝑡𝑝,

𝑝̇ = 𝑒σ𝑡
(︂
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα

𝑑
sin𝑢− 𝐴ω2 sin (ω𝑡) sinα

𝑑
cos𝑢

)︂
.

Действие по Гамильтону имеет вид

𝐽 ̃︀𝑁1
[𝑡, 𝑝, 𝑢] =

∫︁ 𝑙

0
[𝑝𝑢̇−𝐻1 (𝑡, 𝑝, 𝑢)] 𝑑𝑡,

где

𝐻1 (𝑡, 𝑝, 𝑢) = − 𝑝2

2𝑒σ𝑡
+ 𝑒σ𝑡

𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα
𝑑

cos𝑢+ 𝑒σ𝑡
𝐴ω2 sin (ω𝑡) sinα

𝑑
sin𝑢−

− 𝑒σ𝑡
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡) cosα

𝑑
.

Соответствующий разностный функционал равен

𝐽 ̃︀𝑁1
[𝑝𝑟, 𝑢𝑟] =

𝑙

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

[︂
𝑝𝑖

(︂
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
τ

)︂
−𝐻 𝑖

1

]︂
,

где 𝐻 𝑖
1 = 𝐻1 (𝑡𝑖, 𝑝𝑖, 𝑢𝑖). На его основе получаем следующую систему разностных уравнений:

𝑁
1,𝑖
1,𝐽 ≡ 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

τ
− 𝑝𝑖

𝑒σ𝑡𝑖
= 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑁
2,𝑖
1,𝐽 ≡ −𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖

τ
− 𝑒σ𝑡𝑖+1

𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖+1) cosα
𝑑

sin𝑢𝑖+1+

+ 𝑒σ𝑡𝑖+1
𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖+1) sinα

𝑑
cos𝑢𝑖+1 = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1.

Отсюда находим

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + τ
𝑝𝑖
𝑒σ𝑡𝑖

, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 − τ𝑒σ𝑡𝑖+1
𝑔 −𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖+1) cosα

𝑑
sin𝑢𝑖+1−

− τ𝑒σ𝑡𝑖+1
𝐴ω2 sin (ω𝑡𝑖+1) sinα

𝑑
cos𝑢𝑖+1, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

𝑢0 = 𝑎0, 𝑢𝑚 = 𝑎1.

(23)
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Рис. 3. ̂︀𝑢 — решение (22), (𝑢, 𝑝) — решение (23), 𝑝RK4 — решение по методу Рунге–Кутты

Fig. 3. ̂︀𝑢 — solution (22), (𝑢, 𝑝) — solution (23), 𝑝RK4 — solution by the Runge–Kutta method

Для проведения численных экспериментов положим:
� малый параметр γ = 0.1,
� амплитуда колебаний точки подвеса 𝐴 = γ𝐴0, 𝐴0 = 1 м,
� остальные параметры σ, 𝑔, 𝑑, α0, ω0, 𝑙, 𝑇 , 𝑚, 𝑢0 и 𝑢𝑚 не меняются, как в разделе 2.

Заключение

Представлен вариационный подход к построению двух разностных схем для задачи о дви-
жении маятника, точка подвеса которого осциллирует вдоль прямой, составляющий малый угол с
вертикалью. Приведены результаты численного моделирования при различных параметрах задачи.
Численные решения показывают, что при достаточно малой амплитуде колебаний и достаточно
большой частоте колебаний точки подвеса маятник совершает периодическое движение.
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