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Аннотация. Параметр нелинейности 𝐵/𝐴 является характеристикой жидкостей и мягкой материи и привлекает
все большее внимание благодаря своей чувствительности к составу материалов. Это делает параметр нелинейности
перспективным показателем для приложений неразрушающего контроля на основе ультразвукового зондирования,
подходящим для различных приложений от физической химии до биомедицинских исследований. В то же время,
термодинамическое определение параметра нелинейности требует обширных измерений при повышенных давлениях,
которые не всегда доступны; кроме того, известны определенные противоречия таких данных с данными, полученными
методами нелинейной акустики. Цель. Мы рассматриваем недавно предложенный подход к предсказанию скорости
звука при высоких давлениях, который использует свойство инвариантности флуктуаций приведенного давления и дан-
ные, полученные только при нормальном давлении окружающей среды. Метод обобщает классическую модель Номото,
которая, однако, дает лишь качественную картину, и приводит к количественному соответствию экспериментальным
значениям в пределах их неопределенности. Методы. Аналитические методы теории термодинамических флуктуаций
в приложении к параметрам уравнений нелинейной акустики, а также численное моделирование в среде COMSOL
Multiphysics®. Результаты. Получены выражения для расчета параметра нелинейности с приемлемой точностью,
используя только термодинамические данные, определенные при атмосферном давлении. Численные расчеты были
проведены для толуола. Кроме того, на основе численного решения уравнения Вестервельта проанализировано несоот-
ветствие между значениями параметра нелинейности, полученными термодинамическим и нелинейно-акустическим
способами, объясненное недостаточным учетом эффектов поглощения для волн конечной амплитуды при последнем.

Ключевые слова: параметр нелинейности, ультразвук высокой интенсивности, термодинамические флуктуации, нели-
нейные волны.
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Abstract. The nonlinearity parameter B/A is a characteristic of liquids and soft matter, which gains growing attention due to its
sensibility to the composition of materials. This makes it a prospective indicator for nondestructive testing applications based
on the ultrasound sounding suitable for a variety of applications from physic chemistry to biomedical studies. At the same
time, the thermodynamic definition of the nonlinearity parameter requires extensive measurements at elevated pressures that
are not always available; in addition, there are known certain contradiction of such data with the data obtained by methods of
nonlinear acoustics. Objective. In this work, we consider a recently proposed approach to the prediction of the speed of sound
at high pressures, which uses the property of invariance of the reduced pressure fluctuations and the data obtained at normal
ambient pressure only. The method generalises the classic Nomoto model, which however gives only a qualitative picture, and
results in the quantitative correspondence to the experimental values within their range of uncertainty. Methods. Analytical
methods of the theory of thermodynamic fluctuations applied to the parameters of equations of nonlinear acoustics as well
as numerical simulation in the COMSOL Multiphysics® environment. Results. Expressions for calculating the nonlinearity
parameter with acceptable accuracy were obtained using thermodynamic data obtained only at atmospheric pressure. Numerical
calculations were performed for toluene. In addition, the discrepancy between values of the nonlinear parameter obtained via
the thermodynamic and nonlinear acoustic routes is analysed based on the numerical solution of the Westervelt equation; it is
revealed that this deviation emerges when the effects of absorption of finite-amplitude waves were not properly taken into
account.
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Введение

Параметр нелинейности 𝐵/𝐴 (явные выражения для величин 𝐴 и 𝐵 через параметры
состояния среды будут приведены ниже) как характеристика искажения формы волн конечной
амплитуды в жидкостях [1] введен в работе [2] (хотя позднее было отмечено [3], что данный
подход концептуально восходит к работе Рэлея, посвященной акустическому давлению [4]).

Более общий подход, связывающий параметр нелинейности с термодинамическими вели-
чинами, которые не требуют для его определения работы с мощным ультразвуком, базируется
на подходе, изложенном в статье Байера (R. T. Beyer) [5] (в силу этого в ряде источников пара-
метр 𝐵/𝐴 носит название «параметра нелинейности Байера»), и является основным в теории
нелинейной акустики и ее приложении к исследованию широкого круга проблем, варьирующих-
ся от физической химии жидкостей до биомедицинских приложений [6–8]. Подробный обзор
современного состояния исследований и значимости нелинейного параметра представлен в [9].
Существенная чувствительность параметра нелинейности к составу и физико-химическим свой-
ствам жидкостей, коллоидов и мягких сред делает его эффективным маркером в области диагно-
стических ультразвуковых исследований и ультразвуковой томографии [10, 11]. В области физики
и физической химии жидкости в последние годы растет внимание к параметру нелинейности как к
важной характеристике свойств ионных жидкостей и глубоко эвтектических растворителей [12,13].
В связи с ростом интереса к их использованию в качестве сред для химического синтеза
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и теплоносителей при высоких давлениях, встает вопрос о поведении параметра нелинейности в
таких условиях, практически не исследованный экспериментально. Соответственно, открытым
является вопрос о возможности предсказательного расчета величины 𝐵/𝐴 как функции темпе-
ратуры и давления по данным, полученным в условиях нормального давления. Помимо этого,
существует и фундаментальная задача связи параметра нелинейности 𝐵/𝐴 и коэффициентов
дифференциальных уравнений нелинейной акустики [14, 15].

Первой попыткой теоретического определения параметра нелинейности 𝐵/𝐴, универсаль-
ного относительно температуры и давления, является работа О. Номото [16], выполненная в
предположении так называемой «жидкости Рао» (см. также работу [17], представившую более
глубокий термодинамический анализ), то есть среды, для которой выполняется эмпирическое
степенное соотношение между плотностью и скоростью звука (правило Рао) [18] или же плотно-
стью и изотермической или адиабатической сжимаемостью (правило Вада) [19]. Несмотря на то,
что к настоящему времени достаточно ясно, что соотношения Рао–Вада являются существенно
приближёнными, они по-прежнему используются в качестве практического метода (с введением
эмпирических поправочных коэффициентов), см. например [20–24]. Вместе с тем, использование
модели «жидкости Рао» ведет к постоянному значению 𝐵/𝐴 = 6, которое не зависит от темпера-
туры и давления, что не соответствует экспериментам и, более того, само значение демонстрирует
только качественное согласие с реальностью (для различных жидких и мягких сред эта величина
варьируется в пределах от 5 до 12).

В настоящее время было показано [25] на основе аналогии между анализом дифферен-
циальных уравнений термодинамики и динамических систем, что более физически корректная
картина взаимосвязи плотности, скорости звука и температуры жидкости должна базироваться
на рассмотрении термодинамических флуктуаций плотности и давления, рассматриваемых в
комплексе.

1. Параметр нелинейности

Параметр нелинейности 𝐵/𝐴 для звуковых волн большой амплитуды определяется соотно-
шением коэффициентов разложения изменения давления в среде по отношению к адиабатическому
изменению (при постоянной энтропии, что далее указано индексом 𝑆 в частных производных) ее
плотности

𝑃 − 𝑃0 =

(︂
𝜕𝑃

𝜕ρ

)︂
𝑆,ρ=ρ0

(ρ− ρ0) +
1

2

(︂
𝜕2𝑃

𝜕ρ2

)︂
𝑆,ρ=ρ0

(ρ− ρ0)2 + ...,

где вводятся обозначения

𝐴 = ρ0

(︂
𝜕𝑃

𝜕ρ

)︂
𝑆,ρ=ρ0

= ρ0𝑐20, 𝐵 = ρ20

(︂
𝜕2𝑃

𝜕ρ2

)︂
𝑆,ρ=ρ0

.

Здесь ρ0 и 𝑃0 — равновесные (невозмущенные) плотность и давление, 𝑐0 — скорость звука малой
амплитуды (термодинамическая (адиабатическая) скорость звука).

Соответственно (здесь и далее индекс 0 относится к производным, взятым при невозмущен-
ных параметрах термодинамического состояния),

𝐵

𝐴
=
ρ0
𝑐20

(︂
𝜕2𝑃

𝜕ρ2

)︂
𝑆,ρ=ρ0

= 2ρ0𝑐0

(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
0,𝑆

. (1)

Из этого определения видно, что параметр нелинейности может быть найден, исходя и из термоди-
намических соотношений, заданных уравнением состояния жидкости ρ = ρ(𝑃, 𝑇 ), с практической
точки зрения — из функциональных соотношений, связывающих параметры состояния на ос-
нове регрессии равновесных термодинамических экспериментальных данных. Однако следует
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отметить, что непосредственное применение формулы (1) затрудняется тем, что энтропия не
является непосредственно измеримой термодинамической величиной (хотя и существует специ-
альный фазово-импульсный метод [26], позволяющий определять адиабатическую производную
скорости звука в эксперименте, достигая относительной неопределенности значения параметра
нелинейности в 2.2%). В силу этого, более практичным является представление (1) через изобар-
ную и изотермическую производные скорости звука, используя стандартные соотношения между
термодинамическими производными:

𝐵

𝐴
= 2ρ0𝑐0

(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
0,𝑇

+
2𝑐0𝑇α𝑃
𝐶𝑃

(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑇

)︂
0,𝑃

=

(︂
𝐵

𝐴

)︂′
+

(︂
𝐵

𝐴

)︂′′
, (2)

где α𝑃 = −ρ−1 (𝜕ρ/𝜕𝑇 )𝑃 — коэффициент изобарного расширения и 𝐶𝑃 — изобарная удельная
теплоемкость.

В то же время, использование выражения (2) требует наличия достаточного количества
данных о скорости звука, измеренных вдоль изотерм при повышенных давлениях, которые не
всегда имеются в наличии (что особенно актуально для задач медицинской ультразвуковой
диагностики, проводимой при атмосферном давлении). Соответственно, встает вопрос о том, как
рассчитать изотермическую производную, оперируя только изобарными данными.

2. Модель Номото

Классической простой предиктивной моделью параметра нелинейности, опирающейся на
физико-химические свойства жидкости, является модель Номото [16], основанная на допущениях(︂

𝜕𝑐

𝜕𝑇

)︂
𝑃

=
3𝑐

2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑇

)︂
𝑃

, (3)(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
𝑇

=
3𝑐

2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑃

)︂
𝑇

, (4)

которые следуют из так называемого правила Рао

𝑀

ρ
𝑐1/3 = 𝑅𝑤, (5)

где 𝑀 — молярная масса, а 𝑅𝑤 — специфическая для вещества константа (молекулярная ско-
рость звука), которая может быть рассчитана с приемлемой точностью по методу групповых
вкладов по межатомным химическим связям или субмолекулярным химическим группам либо
непосредственно, либо через сжимаемость жидкости [19–21,27].

Однако данная модель приводит к постоянному значению

𝐵

𝐴
= 6, (6)

что не выполняется для большинства жидкостей (за исключением воды, имеющей близкий по
величине слабо меняющийся параметр нелинейности [8]; следует отметить, что для воды величина
𝑅𝑤 действительно слабо зависит как от давления, так и от температуры [28]).

Количественное и качественное отличие результата Номото от экспериментально наблю-
даемой ситуации для подавляющего большинства молекулярных и ионных жидкостей можно
связать прежде всего с невыполнением условия независимости параметра Рао 𝑅𝑤 от выбора
термодинамического пути (изобарного или изотермического), что обсуждалось еще в контексте
исследования зависимости скорости звука как таковой от плотности вдоль изотерм и вдоль
изобар [29,30]. Таким образом, встает задача выбора комбинации термодинамических параметров,
удовлетворяющей требуемому свойству инвариантности с большей точностью.
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3. Флуктуационная модель

В качестве упомянутого выше инварианта, позволяющего осуществить отображение изобар-
ной производной скорости звука в изотермическую, в работе [25] было предложено рассмотреть
квадрат термодинамических флуктуаций давления в жидкости

⟨(∆𝑃 )2⟩ = 𝑅𝑇

𝑀
ρ2

1

ρκ𝑆
, (7)

непосредственно связанных со скоростью звука, в силу выражения последней 𝑐 = (ρκ𝑆)
−1/2

через адиабатическую сжимаемость κ𝑆 = ρ−1 (𝜕ρ/𝜕𝑃 )𝑆 , входящую в (7).
Более точно, используется безразмерная величина приведенных флуктуаций давления,

определенная как отношение действительной величины флуктуаций давления к величине квадрата
давления в гипотетической среде, обладающей свойствами идеального газа при той же плотности,
которую имеет рассматриваемая жидкость (𝑃𝑖𝑔 = ρ𝑅𝑇/𝑀 )

ν𝑠 ≡
⟨(∆𝑃 )2⟩

𝑃 2
𝑖𝑔

=
𝑀

𝑅

1

𝑇ρκ𝑠
≡ 𝑀

𝑅

𝑐2

𝑇
.

В работе [25] для широкого набора жидких углеводородов и их смесей была показана экспо-
ненциальная зависимость параметра приведенных адиабатических флуктуаций ν𝑠 от плотности:

ν𝑠 ≡
𝑀𝑐2

𝑅𝑇
= Λρλ, (8)

где 𝑀/𝑅, Λ, λ — константы (𝑅 — газовая постоянная).
Проделаем процедуру, аналогичную той, которая была выполнена при выводе модели

Номото, рассмотрев комбинацию

𝑀𝑐2

𝑅𝑇𝑛
= Λρλ,

в которой введен искусственный показатель степени 𝑛 с целью проследить в явном виде различия
между моделью Номото (для которой 𝑛 = 0, λ = 6, см. (5)) и флуктуационной моделью, для
которой 𝑛 = 1 и λ определяется регрессией выражения (8) вдоль изобары нормального давления.

После взятия частных производных при постоянном давлении и температуре,(︂
𝜕

𝜕𝑇

(︂
𝑀𝑐2

𝑅𝑇𝑛

)︂)︂
𝑃

=

(︂
𝜕

𝜕𝑇

(︁
Λρλ

)︁)︂
𝑃

,

(︂
𝜕

𝜕𝑃

(︂
𝑀𝑐2

𝑅𝑇𝑛

)︂)︂
𝑇

=

(︂
𝜕

𝜕𝑃

(︁
Λρλ

)︁)︂
𝑇

,

получаем следующие выражения:(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑇

)︂
𝑃

=
λ𝑐
2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑇

)︂
𝑃

+
𝑛𝑐

2𝑇
, (9)(︂

𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
𝑇

=
λ𝑐
2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑃

)︂
𝑇

. (10)
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Видно, что при 𝑛 = 1 в равенстве (9) имеется дополнительный аддитивный член по
сравнению с (3), что приводит к изменению величины изобарной производной по сравнению
с моделью Номото; равенство же (10) сохраняет ту же функциональную форму, что и (4) для
изотермической производной.

Исходя из определения параметра нелинейности (1), раскрывая адиабатическую произ-
водную (︂

𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=

(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
𝑇

+

(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑇

)︂
𝑃

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

, (11)

и подставляя выражения (9), (10) в (11), получаем(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=
λ𝑐
2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑃

)︂
𝑇

+
λ𝑐
2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑇

)︂
𝑃

+
𝑛𝑐

2𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=
λ𝑐
2ρ

(︂
𝜕ρ
𝜕𝑃

)︂
𝑆

+
𝑛𝑐

2𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

. (12)

С учетом определения скорости звука, (𝜕ρ/𝜕𝑃 )𝑆 = 𝑐−1,

𝐵

𝐴
= λ+

𝑛ρ0𝑐20
𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

, (13)

и так как (︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=
𝑇

𝐶𝑃

(︂
𝜕𝑉0

𝜕𝑇

)︂
𝑃

≡ 𝑉 𝑇α𝑃
𝐶𝑃

, (14)

то подставляя (14) в (13), принимая во внимание, что плотность есть величина, обратная удельному
объему 𝑉0, то есть ρ0𝑉0 = 1, и сокращая температуру в числителе и знаменателе, получаем

𝐵

𝐴
= λ+ 𝑛

𝑐2α𝑃
𝐶𝑃

. (15)

При 𝑛 = 0, то есть для «жидкости Рао», выражение (15) сводится к известной формуле
Номото (6) при соответствующем λ = 6, а при условии выполнения степенного масштабирования
флуктуаций плотности, 𝑛 = 1, к искомому выражению

𝐵

𝐴
= λ+

𝑐2α𝑃
𝐶𝑃

. (16)

Таким образом, видно, что допущение инвариантного степенного масштабирования не
скорости звука самой по себе, а связанных с нею приведенных флуктуаций плотности приводит
к появлению в (16) дополнительного слагаемого, зависящего от термодинамического состояния
жидкости.

4. Результаты для параметра нелинейности толуола

В качестве вещества для теста расчета параметра нелинейности жидкости при атмосферном
давлении выбран толуол, который является хорошо исследованной стандартной референсной
жидкостью [31], для которой известно уравнение состояния типа Шпана–Вагнера (Span–Wagner) в
форме многопараметрического выражения для свободной энергии Гельмгольца с коэффициентами,
полученными регрессией всего наличного набора критически проанализированных экспери-
ментальных данных в широкой области параметров состояния. Это позволяет пользоваться
соответствующими аналитическими производными свободной энергии (используя ThermoData
Engine (TDE) — NIST [32]) для нахождения всех термодинамических величин, требуемых для
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расчета параметра нелинейности 𝐵/𝐴 по формуле (2). Относительные неопределенности полу-
ченных таким образом термодинамических параметров, согласно [31] и сравнению с прямыми
экспериментальными данными посредством TDE: 0.05% — плотность, 0.5% — изобарная теплоем-
кость, 1% — скорость звука, 2% — изотермическая сжимаемость, 1% — изобарный коэффициент
расширения. Соответствующие значения параметра нелинейности показаны на рис. 1 маркерами –
кружками с указанием интервала стандартной неопределенности 𝑢𝑟(𝐵/𝐴) = 0.05, найденного с
применением NIST Uncertainty Machine [33].

Кроме того, с точки зрения нелинейно-волновой динамики, существенным является то,
что для толуола известно также значение параметра нелинейности, определенного не только
косвенным термодинамическим расчетом, но и непосредственно по отношению амплитуд второй
и первой гармоник для волн конечной амплитуды [34]; соответствующее значение показано на
рис. 1 маркером – звездочкой, снабженной интервалом неопределенности (порядка 10% согласно
цитируемой экспериментальной работе).

Результаты расчета по модели (16) показаны на рис. 1 маркерами – квадратиками. Можно
заметить, что при низких температурах они демонстрируют определенное завышение величины
параметра нелинейности по отношению к величине, полученной на основе термодинамического
расчета; разница достигает полутора единиц, что превышает размах интервалов неопределенности
(хотя такая разница все равно в полтора раза меньше, чем для модели Номото). При темпера-
турах, выше 263.15 K интервалы неопределенности расчетных и термодинамических данных
начинают перекрываться и далее, вплоть до температуры кипения они различаются в их пределах.
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Fluctuational
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Рис. 1. Зависимость параметра нелинейности толуола от температуры при атмосферном давлении: «Thermodynamic» —
рассчитанный согласно (2) по термодинамическим данным; «Finite amplitude» — из эксперимента, непосредственно ис-
пользующего волны конечной амплитуды [34]; «Fluctuational» — рассчитанный согласно уравнению (16); «Fluctuational-
Rao» — при комбинированном расчете с использованием правила Рао для изобары и флуктуационной модели для
изотермических производных

Fig. 1. Dependences of the nonlinearity parameter in toluene on temperature at atmospheric pressure, where “Thermodynamic”
is calculated according to (2) from thermodynamic data; “Finite amplitude” is taken from the experiment directly using
finite amplitude waves [34]; “Fluctuational” is calculated according to the equation (16); “Fluctuational-Rao” follows from a
combined calculations, which uses the Rao rule along the isobar and the fluctuational model for isothermal derivatives
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При этом тренды температурной зависимости различаются, хотя следует помнить, что в соот-
ветствующие выражения (2) и (16) входят производные термодинамические величины, точность
определения которых существенно ниже, чем у исходных термодинамических характеристик.

При этом следует также отметить, что экспериментальное значение, полученное непосред-
ственно для волн конечных амплитуд, весьма точно лежит на линии, которую можно провести
через маркеры точек данных, полученных из флуктуационной модели.

Рассмотрим возможные причины отклонения расчета по формуле (16) от термодинамиче-
ских выражений более подробно. Рис. 2 показывает тест масштабной зависимости для выражения
(8) и для правила Рао (5). Использование логарифмических координат служит линеаризующим
преобразованием, с углом наклона прямых, аппроксимирующих экспериментальные данные,
показанные маркерами, соответствующим масштабному показателю λ: λ = 9.1 (рис. 2, a), λ = 6.0

(рис. 2, b) — соответствует правилу Рао.
Однако, несмотря на приемлемую линейность обоих графиков, можно отметить, что откло-

нения маркеров от прямой на рис. 2, b явно меньше. Отсюда возникает вопрос о воспроизводимо-
сти отдельных компонентов параметра нелинейности в формуле (2), для чего главным образом
следует рассмотреть производные (9), (10), графическое представление которых приведено на
рис. 3. Из рис. 3, a видно, что флуктуационное выражение дает кривую, существенно более
близкую к экспериментальной, чем полученная из допущения 𝑅𝑤 = const, для изотермической
производной. В то же время для изобарной зависимости (рис. 3, b) следует, что зависимость
Рао (5) выполняется количественно практически на всем интервале температур, в то время как
флуктуационная зависимость приводит к качественно неверной температурной зависимости.
Последнее является следствием только приближенной линейности на рис. 2, a, что сказывается
на поведении производной скорости звука.
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Рис. 2. Графики зависимостей параметра приведенных флуктуаций плотности (a) и соотношения, выражающего
правило Рао (b) в логарифмических координатах как функции плотности вдоль изобары нормального атмосферного
давления

Fig. 2. Plots of the dependences of the parameter of reduced density fluctuations (a) and the relation expressing Rao’s rule (b)
in logarithmic coordinates as functions of the density along the isobar of normal atmospheric pressure
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Рис. 3. Изотермическая (a) и изобарная (b) производные скорости звука в толуоле при нормальном атмосферном
давлении, полученные из экспериментальных данных (кружки), флуктуационной модели (квадратики) и по правилу
Рао (треугольники)

Fig. 3. The isothermal (a) and isobaric (b) derivatives of the sound speed in toluene at normal atmospheric pressure obtained
from the experimental data (circles), the fluctuation model (squares), and the Rao rule (triangles)

Таким образом, открывается возможность уточнения расчетной модели следующим обра-
зом: изотермическая часть (𝐵/𝐴)′ формулы (2) рассчитывается по формуле (10) с масштабным
показателем λ, полученным линейной регрессией показателя приведенных флуктуаций давле-
ния (заметим, что это соответствует успешной предсказательной модели для расчета скорости
звука вдоль изотерм при высоких давлениях, обсужденной в [25]), а изобарная (𝐵/𝐴)′′ — по
формуле Рао–Номото (4). Результат такой комбинации представлен на рис. 1 треугольниками.
В данном случае видно, что изменение параметра нелинейности в целом как функции темпера-
туры становится малым, что характерно для органических жидкостей, и несмотря на некоторое
завышение величины 𝐵/𝐴 (среднее абсолютное отклонение составляет 4.7%, что согласуется
с неопределенностью данных), полученный результат свидетельствует о возможности оценки
параметра нелинейности ультразвуковых волн в жидкости на основе данных термодинамических
и акустических величин малой амплитуды, измеренных только при атмосферном давлении.

5. Различие величины параметра нелинейности по нелинейно-акустическим
и термодинамическим измерениям

Как показано выше, имеется определенная разница между параметром нелинейности толуо-
ла, определенным по стационарным термодинамическим свойствам жидкости и на основе анализа
затухания гармоник акустического сигнала конечной амплитуды [34]. Методика, реализованная
в последнем подходе, основывается на том, что искажение волны непосредственно зависит от
параметра нелинейности 𝐵/𝐴. Амплитуда второй гармоники (𝑃2) при удалении от источника на
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расстояния 𝑥2 = 𝑋 < 𝑥sh (𝑥sh — расстояние возникновения ударной волны) вычисляется согласно
выражению

𝑃2 =
𝑛+ 1

4

(︂
𝑃 2
1

𝑋ω
ρ0𝑐30

)︂
, (17)

где 𝑃1 — амплитуда первой гармоники вблизи источника звука (измеренная на расстоянии 𝑥1),
ω — частота сигнала, параметр 𝑛 = 𝐵/𝐴+ 1, откуда определяется искомый параметр нелиней-
ности 𝐵/𝐴.

Для воспроизведения условий данного эксперимента воспользуемся численным модели-
рованием, имитирующим соответствующие условия данных измерений при помощи COMSOL
Multiphysics®. Основным стандартным уравнением нелинейной акустики [35], моделирующим
распространение и эволюцию формы звуковой волны в приближении умеренной (квадратичной)
нелинейности, является уравнение Вестервельта (Westervelt equation), которое реализовано в
модели COMSOL Multiphysics® [36] в форме [37]

1

ρ0𝑐20

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
−∇

(︂
1

ρ0

(︂
∇𝑝+

δ
𝑐20

𝜕(∇𝑝)

𝜕𝑡

)︂)︂
=
β
ρ20𝑐

4
0

𝜕2𝑝2

𝜕𝑡2
, (18)

где 𝑐0 — скорость звука малой интенсивности; ρ0 — плотность невозмущенной жидкости; ко-
эффициент, учитывающий нелинейность волны β = 1 + 𝐵/(2𝐴), выраженный через параметр
нелинейности; коэффициент, учитывающий релаксационные явления (коэффициент диффузии
звука — sound diffusivity)

δ =
1

ρ0

[︂(︂
4

2
µ+ ζ

)︂
+ κ

(︂
1

𝐶𝑉
− 1

𝐶𝑃

)︂]︂
(19)

(µ и ζ — коэффициенты сдвиговой и объемной вязкости, 𝐶𝑃 и 𝐶𝑉 — изобарная и изохорная
удельные теплоемкости, κ — коэффициент теплопроводности).

Следует отметить, что в настоящее время активно исследуется возможность использования
уравнения Вестервельта не только для моделирования распространения звуковых волн конечной
амплитуды, но и непосредственно для нахождения параметра нелинейности жидкой среды путем
сравнения численных решений с регистрируемыми сигналами [15,38].

В нашем случае параметры для моделирования были выбраны максимально приближен-
ными к экспериментальным [34,39], а именно: интенсивность излучателя 𝐼 = 288 Вт/м2, частота
возбуждения излучателя 𝑓 ≡ ω/(2π) = 1.5 МГц, 𝑇 = 20∘C. Термодинамические параметры [31]:
ρ0 = 866.89 кг/м3, 𝑐0 = 1324.3 м/с; следующий из них «термодинамический коэффициент нели-
нейности» β = 5.8 (для (𝐵/𝐴)therm = 9.6); коэффициенты вязкости [40] 𝑀 = 5.8714 · 10−4 Па·с,
ζ = 0.0076 Па·с; членом в (19), зависящим от теплопроводности, пренебрегается в силу малости
коэффициента [41] κ = (0.13088± 0.00085) Вт/м/K и больших значений теплоемкости.

Генерация колебаний в среде производится плоским излучателем, колеблющимся со скоро-
стью 𝑢(𝑡) = 𝑢0 sinω𝑡 с амплитудой 𝑢0 = 0.0224 м/с, заданной равенством 𝑢0 = 𝑝0/(ρ0𝑐0).

Областью моделирования является интервал 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 4.5𝑥sh. Источник излучения с ампли-
тудой 𝑝0 =

√
2𝐼ρ0𝑐0 = 25715 Па располагается в точке 𝑥 = 0, точка 𝑥 = 4.5𝑥sh терминирована

для исключения отражения сигнала. Расстояние возникновения ударной волны

𝑥sh =
𝑐20
ωβ𝑢0

(20)

в данном случае составляет 1.43м.
Зависимость давления 𝑝(𝑡) вблизи излучателя фиксировалась на расстоянии 𝑥1 = 1 см,

удаленной от излучателя точкой считалась 𝑥2 = 20 см, то есть на расстоянии много меньшем
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Рис. 4. Спектры сигналов вблизи и на удалении от излучателя по данным численного моделирования и для решения
Фубини (цвет онлайн)

Fig. 4. Spectra of signals near the wave source and at a distance from the transmitter according to numerical simulations and
from the Fubini solution (color online)

расстояния формирования ударной волны. Для сигналов, полученных численным решением
уравнения (18) в соответствующих точках посредством быстрого преобразования Фурье были
получены спектры, графики которых представлены на рис. 4.

Амплитуда первой гармоники вблизи излучателя составила 𝑃1 = 21825.2Па, амплитуда
второй гармоники на удалении от излучателя 𝑃2 = 1355.6Па. Их подстановка в выражение (17)
приводит к значению параметра нелинейности 𝐵/𝐴 = 10.2, что практически совпадает с результа-
тами, приведенными в работе [34], где в ходе эксперимента было получено значение 𝐵/𝐴 = 10.4.
Вместе с тем, данное значение очевидно завышено по сравнению с «термодинамическим» значе-
нием (𝐵/𝐴)therm = 9.6, использованным как параметр решаемого уравнения (18). Таким образом,
можно сделать вывод, что значение, приведенное в работе [34], обусловлено методикой измерения
и обработки полученных данных.

В самом деле, выражение (17) базируется на одновременном выполнении двух допущений:
малости затухания звуковой волны и малости расстояния от источника до точки измерения
второй гармоники, что можно показать аналитически. Касательно первого допущения, решение
уравнения Вестервельта при σ = 𝑥/𝑥sh ⩽ 1 может быть представлено [8] в форме ряда решения
Фубини

𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝑝0

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛(σ) sin
(︁
𝑛ω

(︁
𝑡− 𝑥

𝑐

)︁)︁
, (21)

где

𝐵𝑛(σ) =
2

𝑛σ
𝐽𝑛(𝑛σ). (22)

Подставляя 𝑃1 = 𝑝0𝐵1(σ1) и 𝑃2 = 𝑝0𝐵2(σ2), где σ1 = 𝑥1/𝑥sh и σ2 = 𝑥2/𝑥sh — безразмерные
расстояния от излучателя, на которых производятся измерения, в (17), и оставляя только первый
член разложения функций Бесселя в ряд Тейлора (𝐽1(σ) ≈ σ, 𝐽2(2σ) ≈ σ2/2), то есть применяя
второе допущение, указанное выше, приходим к тождеству.
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Рис. 5. Коэффициенты 𝐵1(σ) и 𝐵2(σ) членов ряда решения Фубини (21), (22), показанные сплошной и штриховой
линиями, соответственно (верхняя панель), и параметр нелинейности согласно формуле (17) для решения Фубини,
измеренный в различных начальных и конечных точках (нижняя панель)

Fig. 5. The coefficients 𝐵1(σ) and 𝐵2(σ) in the series representing the Fubini solution (21), (22) shown with solid and dashed
lines, respectively (upper panel), and the nonlinearity parameter according to the formula (17) for the Fubini solution measured
at different initial and end points (lower panel)

Использованное значение σ2 = 0.14 уже не может рассматриваться как малое, что про-
иллюстрировано рис. 5, однако отклонение от исходного значения параметра нелинейности,
выявляемого при 𝑥1 → 0, 𝑥2 → 0, находится в пределах одного процента. Более существенным
является влияние коэффициента затухания нелинейных волн в реальной жидкости. Этот эффект
проявляется как в припоршневой области для основной гармоники, см. существенно меньшее
значение спектрального пика при 𝑥1 по сравнению с соответствующим пиком решения Фубини
на рис. 4, так и на расстоянии 𝑥2 для второй гармоники. Так как 𝑃1 при расчете параметра нели-
нейности по формуле возводится в квадрат и находится в знаменателе, это и дает существенный
вклад в завышение величины 𝐵/𝐴. Кроме того, сравнивая рис. 5 и рис. 4, следует отметить, что
реалистичное значение амплитуды первой гармоники акустического сигнала заметно ниже на
расстоянии 𝑥2, чем на расстоянии 𝑥1, что свидетельствует о вкладе затухания в толуоле на таких
расстояниях в отличие от идеальной среды, соответствующей решению Фубини, для которой
уменьшением первой гармоники только за счет развития второй можно пренебречь.

Таким образом, можно сделать вывод, что непосредственно исходные экспериментальные
данные, полученные в работе [34], сами по себе обладают достаточно высокой точностью для
нахождения параметра нелинейности, однако их корректная обработка должна обращаться не к
формуле (17), а к численному решению нелинейного уравнения (18), существенно зависящему
от величины поглощения и положения экспериментальных датчиков акустического давления,
при различных наборах входящего в уравнение параметра β с последующим выявлением его
численного значения, которое наилучшим образом согласует гармоники численного решения с
экспериментальными.
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Заключение

Основным выводом данной работы является заключение о том, что параметр, выражаю-
щий собой величину приведенных флуктуаций плотности, позволяет с приемлемой точностью
оценивать не только скорость звука как функцию изменяющегося давления (то есть первую
адиабатическую производную плотности), как это показано в настоящее время в практическом
приложении к различным типам жидких сред [25,42], но и параметр нелинейности, связанный
со второй производной, существенно более чувствительной к ходу исходных дифференцируемых
функций.

Помимо этого, выявлено, что противоречие, существующее в различных источниках каса-
тельно значения параметра нелинейности, определенного в ходе термодинамических и нелинейно-
акустических измерений, базируется на излишне упрощенном аналитическом приближении к
решению нелинейного уравнения Вестервельта, моделирующего распространение нелинейной вол-
ны большой амплитуды. При этом согласование численного решения с измеримыми значениями
амплитуд первой и второй гармоники нелинейной волны дает принципиальную возможность най-
ти параметр нелинейности, входящий в исходное дифференциальное уравнение, согласующееся с
термодинамическим значением параметра нелинейности.
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Chora̧żewski M. Prediction of high pressure properties of complex mixtures without knowledge
of their composition as a problem of thermodynamic linear analysis. Journal of Molecular Liquids.
2020;310:113016. DOI: 10.1016/j.molliq.2020.113016.

26. Lu Z, Daridon JL, Lagourette B, Ye S. A phase-comparison method for measurement of
the acoustic nonlinearity parameter B/A. Measurement Science and Technology. 1998;9(10):
1699–1705. DOI: 10.1088/0957-0233/9/10/009.

27. Lagemann RT, Corry JE. Velocity of sound as a bond property. Journal of Chemical Physics.
1942;10(12):759. DOI: 10.1063/1.1723659.

28. Schaaffs W. Molekularakustische Ableitung einer Zustandsgleichung für Flüssigkeiten bei hohen
Drucken. Acustica. 1974;30:275–280 (in German).

29. Kudryavtsev BB, Samgina GA. Use of ultrasonic measurements in the study of molecular
interactions in liquids. Soviet Physics Journal. 1966;9(1):5–8. DOI: 10.1007/BF00818478.

30. Aziz RA, Bowman DH, Lim CC. An examination of the relationship between sound velocity and
density in liquids. Canadian Journal of Physics. 1972;50(7):646–654. DOI: 10.1139/p72-089.

31. Lemmon EW, Span R. Short fundamental equations of state for 20 industrial fluids. Journal of
Chemical & Engineering Data. 2006;51(3):785–850. DOI: 10.1021/je050186n.

32. Diky V, Muzny CD, Lemmon EW, Chirico RD, Frenkel M. ThermoData Engine (TDE): Software
implementation of the dynamic data evaluation concept. 2. Equations of state on demand and
dynamic updates over the web. Journal of Chemical Information and Modeling. 2007;47(4):
1713–1725. DOI: 10.1021/ci700071t.

33. Lafarge T, Possolo A. The NIST Uncertainty Machine. NCSLI Measure. 2015;10(3):20–27.
DOI: 10.1080/19315775.2015.11721732.

34. Shklovskaya-Kordi VV. An acoustic method of determining the internal pressure in a liquid.
Acoustic Journal. 1963;9(1):107–111 (in Russian).

35. Wu J. Handbook of Contemporary Acoustics and Its Applications. Singapore: World Scientific;
2016. 468 p. DOI: 10.1142/9470.

36. Nonlinear Acoustics – Modeling of the 1D Westervelt Equation [Electronic resource]. Application
ID: 12783. COMSOL Multiphysics®; 2022. Available from: https://www.comsol.ru/model/
nonlinear-acoustics-8212-modeling-of-the-1d-westervelt-equation-12783.

37. Hamilton MF, Blackstock DT. Nonlinear Acoustics. San Diego: Academic Press; 1998. 455 p.
38. Chien LD, Cormack JM, Everbach EC, Hamilton MF. Determination of nonlinearity parameter B/A

of liquids by comparison with solutions of the three-dimensional Westervelt equation. Proceedings
of Meetings on Acoustics. 2021;45(1):020003. DOI: 10.1121/2.0001563.

39. Zarembo LK, Krasilnikov VA, Shklovskaya-Kordi VV. On the propagation of ultrasonic waves of
finite amplitude in liquids. Acoustic Journal. 1957;3(1):29–36 (in Russian).

40. Dukhin AS, Goetz PJ. Bulk viscosity and compressibility measurement using acoustic spectroscopy.
Journal of Chemical Physics. 2009;130(12):124519. DOI: 10.1063/1.3095471.

41. Ramires MLV, Nieto de Castro CA, Perkins RA, Nagasaka Y, Nagashima A, Assael MJ,

Беленьков Р. Н., Постников Е. Б.
Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 1 61

https://doi.org/10.1021/acs.energyfuels.6b01959
https://doi.org/10.1007/s10973-018-7038-9
https://doi.org/10.1007/s10765-022-02999-x
https://doi.org/10.1016/j.molliq.2020.113016
https://doi.org/10.1088/0957-0233/9/10/009
https://doi.org/10.1063/1.1723659
https://doi.org/10.1007/BF00818478
https://doi.org/10.1139/p72-089
https://doi.org/10.1021/je050186n
https://doi.org/10.1021/ci700071t
https://doi.org/10.1080/19315775.2015.11721732
https://doi.org/10.1142/9470
https://www.comsol.ru/model/nonlinear-acoustics-8212-modeling-of-the-1d-westervelt-equation-12783
https://www.comsol.ru/model/nonlinear-acoustics-8212-modeling-of-the-1d-westervelt-equation-12783
https://doi.org/10.1121/2.0001563
https://doi.org/10.1063/1.3095471


Wakeham WA. Reference data for the thermal conductivity of saturated liquid toluene over
a wide range of temperatures. Journal of Physical and Chemical Reference Data. 2000;29(2):
133–139. DOI: 10.1063/1.556057.
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