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ОЦЕНКА НИЗКОГО УРОВНЯ ОШИБОК
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Основной проблемой анализа кодов с малой плотностью проверок на чет-
ность является оценка чрезвычайно низкого уровня ошибок, возникающего при
высоком отношении сигнал/шум. Популярным подходом к решению этой про-
блемы является метод выборки по значимости. В существующих работах в ка-
честве выборочного распределения метода выборки по значимости использует-
ся нормальное распределение со смещенным средним значением, что приводит
к большой дисперсии оценки. В свою очередь, равномерное распределение име-
ет равновероятные выборки во всем диапазоне, что может снизить дисперсию,
но приведет к смещенной оценке. Мы предлагаем модифицированный метод
выборки по значимости, который позволяет рассматривать равномерное рас-
пределение в качестве выборочного, и показываем, что эта оценка лучше, чем
традиционная, основанная на нормальном распределении. Также показано, что
существующие критерии невозможно применить для оценки точности метода
выборки по значимости с равномерным распределением во всем диапазоне от-
ношений сигнал/шум. Для решения этой проблемы предложена новая метрика,
которая использует только скорость сходимости и не зависит от истинных дан-
ных.
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§ 1. Введение

Коды с малой плотностью проверок (МПП-коды) широко используются в систе-
мах связи, включая волоконно-оптические линии связи (ВОЛС), сети Wi-Fi и систе-
мы 5G. Эффективность МПП-кодов во многом определеяется положением низкого
уровня ошибки (НУО) – области значений отношения сигнал/шум (ОСШ), в ко-
торой вероятность ошибки на блок практически не изменяется [1]. Однако оценка
вероятности ошибки на блок в НУО является сложной задачей, поскольку требует
длительного моделирования. В частности, для ВОЛС требуется [2] НУО порядка
10−12, который можно оценить с помощью метода Монте-Карло (МК) за чрезвы-
чайно большое время ввиду необходимости проведения большого количества испы-
таний.

Для уменьшения количества испытаний можно использовать метод выборки по
значимости (ВЗ). ВЗ является распространенным методом оценки характеристик
случайной величины с заданным распределением с помощью использования выбо-
рок из другого распределения [3, 4]. В частности, ВЗ является одним из методов

1 Исследование выполнено в рамках Госзадания № FFNU-2022-0035 ИППИ РАН.
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уменьшения дисперсии оценки, который используется для улучшения сходимости
метода МК. Обычно начальное распределение величин неизвестно и может быть
только оценено, в то время как плотность выборки задана. Однако в задаче оцен-
ки НУО МПП-кода исходная плотность хорошо известна, но оцениваемая функция
слишком сложна и равна нулю в наиболее вероятной области определения случайной
величины. Поэтому для МПП-кодов ВЗ широко используется для изучения очень
редких ошибок передачи [5–8]. Как показано в [7], это существенно ускоряет приме-
нение метода МК.

В существующих исследованиях используется нормальная выборка со смещен-
ным средним значением. Нормальное распределение сосредоточено в области сред-
него значения, что приводит к значительному сдвигу выборочной плотности рас-
пределения и большой дисперсии оценки. В свою очередь, равномерное распреде-
ление не концентрируется вблизи среднего значения, что гарантирует небольшую
дисперсию оценки при такой же частоте появления ошибок, как и при использо-
вании нормального распределения. Однако использование равномерного распреде-
ления в общей системе оценки ВЗ приводит к смещенной оценке. В данной статье
разработан модифицированный метод ВЗ, использующий выборку по значимости
с равномерным распределением (ВЗ-Р).

Точность оценки НУО можно измерить с помощью среднеквадратической ошиб-
ки (СКО), что может занять много времени, если НУО мал. В литературе [9] из-
вестен подход, использующий нормализованную дисперсию, который можно при-
менять только в том случае, если доверительные интервалы линейно зависят от
стандартного отклонения. К сожалению, данное условие не выполняется при исполь-
зовании равномерного распределения. В данной статье предложена новая метрика,
которая применима при использовании ВЗ-Р.

Таким образом, в данной статье, во-первых, предложен метод ВЗ-Р для оценки
НУО МПП-кодов, который основан на использовании выборки по значимости из
равномерного распределения, а также показано его преимущество перед существу-
ющими подходами. Во-вторых, предложена новая метрика для оценки точности ме-
тода ВЗ-Р, которая явно не зависит от вида доверительного интервала и не зависит
от истинного значения математического ожидания исследуемой функции.

Статья организована следующим образом. В § 2 вводятся основные понятия, ис-
пользуемые в статье. В § 3 описывается разработанный метод ВЗ-Р. В § 4 представ-
лена новая метрика для оценки точности ВЗ-Р. В § 5 приводятся численные резуль-
таты, и § 6 завершает статью.

§ 2. Оценка низкого уровня ошибок с помощью выборки по значимости

2.1. Выборка по значимости. Суть метода ВЗ заключается в замене исходной
плотности новой плотностью, которая позволяет сосредоточить внимание на собы-
тиях, представляющих интерес. Пусть X ∈ R

n – наблюдаемая случайная величина
с плотностью распределения ρ(x), x ∈ R

n, и пусть f(x) : Rn → R – некоторая функ-
ция от x, математическое ожидание которой Eρ f(X) =

∫
Rn

f(x)ρ(x) dx необходимо

оценить. При применении метода ВЗ для вычисления Eρ f(X) используется другая
случайная величина Y с плотностью распределения ρ∗(y), y ∈ R

n. Если для всех
y ∈ R

n плотность распределения ρ∗(y) �= 0, тогда

Eρ f(X) =

∫
Rn

f(y)
ρ(y)

ρ∗(y)
ρ∗(y) dy = Eρ∗ [f(Y )w(Y )],

где w(y) = ρ(y)

ρ∗(y)
– весовая функция.
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Соответствующая несмещенная эмпирическая оценка принимает вид

Êρf(X) =
1

N

N∑
i=1

f(Yi)w(Yi), (1)

где {Yi} является последовательностью независимых случайных величин с одинако-
вым распределением и плотностью ρ∗(y). Стоит отметить, что в качестве ρ∗ нельзя
взять произвольную плотность распределения, поскольку оценка (1) должна об-
ладать конечной дисперсией для построения доверительных интервалов требуемой
точности. Для улучшения сходимости оценку (1) можно разделить на математиче-
ское ожидание весовой функции:

Ẽρf(X) =

1

N

N∑
i=1

f(Yi)w(Yi)

1

N

N∑
i=1

w(Yi)

=

N∑
i=1

f(Yi)w(Yi)

N∑
i=1

w(Yi)

. (2)

Поскольку ρ∗(y) �= 0 для всех y ∈ R
n, то

Eρ∗ w(Y ) =

∫
Rn

ρ(y)

ρ∗(y)
ρ∗(y) dy =

∫
Rn

ρ(y) dy = 1.

Таким образом, Ẽρf(X) сходится почти наверное к истинному значению Eρ f(X).
В МПП-кодах ВЗ часто используется для оценки экстремально низкой вероят-

ности отказа от декодирования в канале с аддитивным белым гауссовским шумом
(АБГШ-канале) f(x) ≡ IA(x), где x – логарифм отношения правдоподобия (ЛОП),
A – множество значений ЛОП, которые приводят к ошибкам при декодировании,
и IA – индикаторная функция множества A. Поскольку множество A имеет сложную
структуру, в общем случае не представляется возможным найти f аналитическими
методами. Для сокращения количества испытаний необходимо найти ρ∗(y), кото-
рое удовлетворяет двум условиям: Pr(Y ∈ A) ∼ 1 и Varw(Y ) ∼ 0. Второе условие
обеспечивает быструю сходимость весовой функции. Стоит отметить, что случай
Pr(Y ∈ A) ≈ 1 приводит к чрезвычайно высокой дисперсии w. Случай Varw(Y ) ≈ 0
является методом МК.

2.2. Тупиковые множества. МПП-коды можно представить в виде сильно раз-
реженной проверочной матрицы H ∈ F

m×n
2 (m < n) с n столбцами и m строками.

Кодовое слово представляется таким вектором-строкой c, который удовлетворяет
условию HcT = 0, где операции умножения и сложения выполняются в поле F2.
Проверочную матрицу H МПП-кода можно представить в виде двудольного гра-
фа Таннера с проверочными и символьными вершинами, при этом строки матри-
цы соответствуют проверочным вершинам, а столбцы – символьным. Количество
столбцов матрицы H равно длине кодового слова. Символьная вершина i и прове-
рочная вершина j соединены тогда и только тогда, когда элемент hij матрицы H
равен единице. Тупиковое множество (англ.: trapping set) (a, b) представляет собой
набор из a символьных вершин и смежных с ними проверочных вершин в графе
Таннера, b из которых имеют нечетное число вхождений в данное тупиковое множе-
ство. Известно, что тупиковые множества являются основными причинами ошибок
декодирования при высоком ОСШ [10], что позволяет использовать их для нахожде-
ния ρ∗(y). Этот факт использован в работe [11], которая описывает метод выборки
по значимости со сдвигом среднего (СС-ВЗ). В ней рассматриваются тупиковые мно-
жества в проверочной матрице МПП-кода, и затем распределение ЛОП изменяется
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в местах, где расположены символьные вершины выбранных тупиковых множеств.
Таким образом, ошибки декодирования происходят чаще.

2.3. Метрики точности оценки. В литературе используются две основных мет-
рики для сравнения точности различных оценок с помощью метода ВЗ. Первой
метрикой является СКО для логарифмов вероятности ошибки на блок:

СКО =
∑

ОСШ

(
log Ẽρ∗IA(X)− logEρ IA(X)

)2
. (3)

Данную метрику можно использовать только в том случае, если известны истинные
значения вероятности ошибки на блок. К сожалению, для МПП-кодов с высокой кор-
ректирующей способностью истинные значения вероятности ошибки на блок можно
вычислить только до некоторого порога, определяемого вычислительной мощностью
устройств и временем, затраченным на получение этого истинного значения.

Известно, что каждая статистическая оценка характеризуется доверительными
интервалами: чем меньше доверительный интервал, тем точнее результат оценки.
Именно поэтому в качестве альтернативы в литературе предложена метрика γ, ос-
нованная на доверительных интервалах [6]:

γ(ρ∗) =
1

N

(
Êρ∗I

2
A(X)

Ê
2

ρ∗IA(X)
− 1

)
.

Чем меньше γ, тем точнее оценка. Данную метрику можно использовать для
оценки Êρ∗ , поскольку зависимость доверительных интервалов от стандартного от-
клонения является линейной. Для Ẽρ∗ структура доверительного интервала стано-
вится неизвестной, что приводит к трудностям в получении точности оценки веро-
ятности ошибки на блок. Тем не менее, в § 5 данная метрика также используется
для оценки эффективности разработанного метода ВЗ-Р.

В свою очередь, метрика СКО является универсальной и может применяться для
оценки Ẽρ∗ без изменений.

§ 3. Оценка низкого уровня ошибок

Рассмотрим распределение Y ∈ R
n с плотностью

ρ∗(y) =
1

|T |
∑
t∈T

∏
i∈t

pIS(yi)
∏
j /∈t

pMC(yj), (4)

где y ∈ R
n, T – набор тупиковых множеств, i и j являются индексами символь-

ных вершин, pIS(·) – рассматриваемая плотность (равномерная или нормальная),
и pMC(·) – плотность ЛОП, полученная при передаче сигнала с помощью двоич-
ной фазовой манипуляции по АБГШ-каналу, которая соответствует нормальному
распределению с известной дисперсией канала:

pMC(x) =
σ

2
√
2π

exp

{
−σ2

2

(
x− 2/σ2

)2}
, x ∈ R.

Иными словами, для всех ненулевых кодовых слов каждая компонента вектора
ЛОП, которая не принадлежит тупиковому множеству, имеет нормальное распре-
деление со средним 2

σ2
и дисперсией 4

σ2
.
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В качестве выборочной плотности рассмотрим равномерное распределение pIS(x)
в интервале [a, b]. Стоит отметить, что для данного распределения использование
формулы (2) вместо (1) необходимо для получения несмещенной оценки.

Процедура оценки НУО с помощью ВЗ-Р разделена на три основных этапа: (i) по-
иск наиболее опасных тупиковых множеств, (ii) выбор параметров для каждого из
распределений в выбранном диапазоне ОСШ, и (iii) сама оценка ВЗ. Рассмотрим
подробнее каждый из этапов.

На первом этапе по заданному H выбираются потенциально опасные тупиковые
множества, представляющие собой циклы и объединения двух циклов (см. [12]). Для
нерегулярного кода также необходимо добавить к нумерованным тупиковым множе-
ствам столбцы единичного веса. Затем с помощью метода СС-ВЗ из всех тупиковых
множеств исключаются менее опасные. Для этого выберем некоторый действитель-
ный параметр ε < 1 и порог θ ∈ (0, 1). Далее, для любого фиксированного тупиково-
го множества t используется метод СС-ВЗ со следующей выборочной плотностью:

ρ∗(y) =
∏
i∈t

pMC

(
yi −

2ε

σ2

)∏
j /∈t

pMC(yj),

т.е. выборочная плотность также отвечает нормальному распределению со средним
значением 2(1− ε)

σ2
и дисперсией 4

σ2
. Если оценка Pr(Y ∈ A) < θ, то тогда тупиковое

множество считается незначительным и может быть исключено из рассмотрения.
Параметр ε выбирается таким образом, чтобы более трети тупиковых множеств

были незначительными. В рассматриваемом случае ε = −5, θ = 5 · 10−2. Конечно,
при использовании такого жадного алгоритма останется часть тупиковых множеств,
которые не влияют на НУО, однако данный подход оставляет все опасные тупиковые
множества и является быстрым.

На втором этапе после выбора тупиковых множеств происходит выбор парамет-
ров равномерного распределения для заданного ОСШ. Рассмотрим случайную ве-
личину Y ∈ R

n с плотностью

ρ∗(y) =
1

|T |
∑
t∈T

∏
i∈t

pU (yi)
∏
j /∈t

pMC(yj),

где

pU (x) =

⎧⎨⎩
σ2

4(1− k)
, x ∈

[
2k

σ2
,
2(2− k)

σ2

]
,

0 в противном случае,
x ∈ R, k < 0.

Для заданного порога θ1 ∈ (0, 1) выберем наибольшее k < 0, при котором выполня-
ется условие Pr(Y ∈ A) > θ1.

На третьем этапе производится метод ВЗ с использованием формул (2) и (4).

§ 4. Новая метрика точности оценки низкого уровня ошибок

Основным недостатком СКО в качестве метрики точности оценки НУО являет-
ся необходимость наличия истинных значений вероятности ошибки на блок, в то
время как метрика γ требует линейной зависимости доверительного интервала от
стандартного отклонения. В данном параграфе предложена новая метрика, которая
не обладает вышеуказанными недостатками.
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Известно, что аддитивные доверительные интервалы для математического ожи-
дания имеют следующий вид:(

p− CN−α, p+ CN−α
)

с некоторой константой C > 0 и α ∈ R. В данном выражении p – истинное значение
статистики, а N – количество испытаний.

Введем метрику точности оценки α: чем выше α, тем более точные доверительные
интервалы могут быть достигнуты, начиная с N испытаний. Это приводит к следу-
ющей теореме.

Т е о р ем а. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные случай-
ные величины, а fN – функция N переменных. Если существуют вещественные
числа α, p и абсолютно непрерывная случайная величина η, такие что

Nα
(
fN (X1, . . . , XN )− p

) d−−−−→
N→∞

η, (5)

то

ln
∣∣fN (X1, . . . , XN)− fN (XN+1, . . . , X2N )

∣∣
− lnN

d−−−−→
N→∞

α.

Док а з а т е л ь с т в о. Для простоты будем писать fN , f ′
N вместо fN(X1, . . . , XN )

и fN (XN+1, . . . , X2N ) соответственно. Легко видеть, что из (5) следует, что

Nα
(
fN − p

) d−−−−→
N→∞

η и Nα
(
f ′
N − p

) d−−−−→
N→∞

η′,

где η′ – независимая копия η. Тогда

Nα
∣∣(fN − p)− (f ′

N − p)
∣∣ = Nα|fN − f ′

N | d−−−−→
N→∞

|η − η′|,

и для каждого вещественного числа x

Pr

(
− ln |fN − f ′

N |
lnN

< x

)
= Pr

(
Nα|fN − f ′

N | > Nα−x
)
.

Поскольку η является абсолютно непрерывной случайной величиной, то W =
= |η − η′| и

sup
y∈R

∣∣∣∣Pr(Nα|fN − f ′
N | > y

)
− Pr(W > y)

∣∣∣∣ −−−−→N→∞
0.

Отсюда следует, что x < α, и значит, α− x > 0 и∣∣∣∣Pr(− ln |fN − f ′
N |

lnN
< x

)∣∣∣∣ �

�
∣∣∣∣Pr(Nα|fN − f ′

N | > Nα−x
)
− Pr

(
W > Nα−x

)∣∣∣∣+ Pr
(
W > Nα−x

)
−−−−→
N→∞

0.

Аналогично, если x > α, то можно показать, что∣∣∣∣1− Pr

(
− ln |fN − f ′

N |
lnN

< x

)∣∣∣∣ −−−−→N→∞
0. �
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Рис. 1. Сравнение вероятности ошибки на блок для методов Монте-Карло, выборки
по значимости со сдвигом среднего (СС-ВЗ) и предложенного метода выборки по
значимости с равномерным распределением (ВЗ-Р)

Таким образом, α можно получить следующим образом:

α = − 1

lnN
ln
∣∣∣Ẽρ∗IA(X)− Ẽ

′
ρ∗IA(X)

∣∣∣,
где Ẽρ∗IA(X) и Ẽ

′
ρ∗IA(X) – две независимые оценки вероятности ошибки на блок

для метода ВЗ.

§ 5. Численные результаты

Для оценки эффективности метода ВЗ-Р, описанного в § 3, используется АБГШ-
канал, в котором передается сигнал с двоичной фазовой манипуляцией, также ис-
пользуется Min-Sum декодер [13] и одна из наиболее широко используемых регуляр-
ных матриц МПП-кодов размера (96, 48) (см. [14]).

На рис. 1 представлены графики зависимости вероятности ошибки на блок от
ОСШ для разных методов оценки НУО. Результаты показывают, что в некоторых
точках СС-ВЗ немного ближе к истинным значениям, полученным с помощью ме-
тода МК, но в среднем ВЗ-Р демонстрирует более высокую точность оценки. Таким
образом, область, в которой существуют значения, посчитанные с помощью метода
МК (ОСШ ∈ [0,5, 3,3]), для N = 25 · 103 испытаний метрика СКО равна 9,2 для
СС-ВЗ и 3,8 для ВЗ-Р. В свою очередь, для N = 5 · 105 испытаний метрика СКО
равна 3,56 для СС-ВЗ и 0,87 для ВЗ-Р.

На рис. 2 изображена метрика γ для методов СС-ВЗ и ВЗ-Р. Стоит отметить, что
оценка НУО с помощью СС-ВЗ по метрике γ лучше, чем ВЗ-Р, поскольку для СС-
ВЗ величина γ ниже, чем для ВЗ-Р. Данный результат противоречит результатам,
показанным на рис. 1. Причиной этого является тот факт, что метрика γ основыва-
ется на стандартном отклонении, связь которого с доверительными интервалами не
является тривиальной. Поэтому γ(ρ∗) невозможно применять к Ẽρ∗ .
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Рис. 2. Нормализованная дисперсия γ для методов СС-ВЗ и ВЗ-Р в зависимости
от ОСШ

Рис. 3. Отношение r = αВЗ-Р/αСС-ВЗ в зависимости от ОСШ

Рассмотрим применение новой метрики α к полученным результатам. На рис. 3
показано отношение r двух статистик α, т.е. r = αВЗ-Р/αСС-ВЗ, для N = 25 · 103
и N = 5 · 105 и для различных значений ОСШ.

Значения r превышают единицу при всех значениях ОСШ. Более того, с увели-
чением количества испытаний статистика r стабилизируется и стремится к своему
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среднему арифметическому значению 1,4. Отсюда следует, что оценка НУО с помо-
щью метода ВЗ-Р превосходит СС-ВЗ, что также показано с помощью СКО.

§ 6. Заключение

В данной статье разработан новый метод быстрой оценки низкого уровня оши-
бок МПП-кодов, который основан на выборке по значимости с равномерным распре-
делением. Среднеквадратичная ошибка разработанного метода в три раза меньше
ошибки метода на основе выборки по значимости с нормальным распределением.
Для высоких значений ОСШ, при которых истинные значения вероятности ошиб-
ки на блок невозможно получить за разумное время, разработана новая метрика
точности оценки, которая не требует ни истинных данных, ни явной формы дове-
рительных интервалов.
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