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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
И ПРЕДЕЛЬНОЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ

ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

c© 2023 г. А. Ю. Александров

Для некоторого класса нелинейных систем дифференциальных уравнений с постоянным
запаздыванием исследуются условия асимптотической устойчивости нулевого решения и
предельной ограниченности решений. Для получения таких условий предлагаются специ-
альные конструкции функционалов Ляпунова–Красовского полного типа. Находятся оцен-
ки времени переходных процессов и проводится анализ влияния возмущений на динамику
систем. Кроме того, исследуется случай, когда в системах имеются переключения режимов
функционирования, и определяются условия, при выполнении которых асимптотическая
устойчивость или предельная ограниченность сохраняются при любых допустимых зако-
нах переключения.

DOI: 10.31857/S0374064123040015, EDN: AMGSLQ

Введение. Исследование устойчивости нелинейных систем с запаздыванием представляет
собой актуальную проблему современной теории управления [1–6]. В последние годы интерес
к ней значительно возрос в связи с появлением задач управления мультиагентными и ки-
берфизическими системами [7]. Хорошо известно [2, 8], что запаздывание может существенно
влиять на устойчивость и другие динамические характеристики систем. Следует отметить,
что во многих прикладных задачах запаздывание не является малым. Кроме того, информа-
ция о его величине может быть недоступна. В таких случаях необходимо получить условия,
гарантирующие заданное поведение системы при любом запаздывании.
Прямой метод Ляпунова является основным инструментом анализа устойчивости нелиней-

ных систем. Для систем с запаздыванием его применение базируется или на подходе Разуми-
хина, или на функционалах Ляпунова–Красовского. Эти подходы достаточно хорошо развиты
для линейных систем [2, 8–11]. Ряд важных и интересных результатов получен для опреде-
лённых классов нелинейных систем с запаздыванием (см., например, [1, 3, 8, 12–14] и биб-
лиографию в них). Однако в целом проблема нахождения функций Ляпунова–Разумихина и
функционалов Ляпунова–Красовского для нелинейного случая недостаточно изучена.
В данной статье исследуется нелинейная дифференциально-разностная система специаль-

ного вида, представляющая собой сложную систему, описывающую взаимодействие двух под-
систем, одна из которых линейная, а вторая – нелинейная и однородная. Такие уравнения
могут быть получены в критическом случае нескольких нулевых собственных чисел матрицы
системы линейного приближения [15, гл. 2, § 4]. Кроме того, при некоторых дополнительных
условиях на нелинейности данную систему можно рассматривать как классическую систему
Лурье непрямого управления с запаздыванием в канале обратной связи [16, гл. 4, § 5; 17, гл. 2,
§ 5; 18, §§ 7.5, 11.2].
Предлагается оригинальная конструкция функционала Ляпунова–Красовского, с помощью

которой получаются условия, гарантирующие асимптотическую устойчивость или предельную
ограниченность решений изучаемой системы при любом постоянном неотрицательном запаз-
дывании. Выводятся оценки времени переходных процессов. Исследуется влияние возмущений
на динамику системы. Рассматривается случай, когда в системе имеются переключения режи-
мов функционирования, и определяются условия, при выполнении которых асимптотическая
устойчивость или предельная ограниченность сохраняются при любых допустимых законах
переключения.
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1. Постановка задачи. Пусть задана система дифференциально-разностных уравнений

ẋ(t) = Ax(t) + g1(y(t)) + g2(y(t− τ)), ẏ(t) = Cx(t) + f1(y(t)) + f2(y(t− τ)). (1)

Здесь t � 0, x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

m, A и C – постоянные матрицы размерностей n×n и m×n
соответственно, f1(y), f2(y), g1(y), g2(y) – непрерывные при y ∈ R

m однородные порядка
μ > 0 векторные функции соответствующих размерностей, τ – постоянное неотрицательное
запаздывание.
Каждое решение системы (1) при t � t0 определяется начальными условиями: начальным

моментом t0 � 0 и начальной вектор-функцией ϕ(θ). Будем считать, что начальные функции
принадлежат пространству непрерывных функций C([−τ, 0],Rn+m) с равномерной нормой
‖ϕ‖τ = max

θ∈[−τ,0]
‖ϕ(θ)‖, а под ‖ · ‖ будем понимать евклидову норму вектора. Для каждого

t � 0 через (xт
t , y

т
t )

т обозначим отрезок решения (xт
t , y

т
t )

т, т.е.

(xт
t , y

т
t )

т : θ �→ (xт(t+ θ), yт(t+ θ))т

при θ ∈ [−τ, 0].
Система (1) имеет нулевое решение. Исследуем условия, при выполнении которых это ре-

шение будет асимптотически устойчивым при любом неотрицательном запаздывании. Кроме
того, заметим, что во многих прикладных задачах требуется, чтобы все решения изучаемой
системы были ограничены. Особый интерес представляет ситуация, когда в фазовом простран-
стве системы существует компактная область такая, что каждое решение за конечное время
попадает в эту область и остаётся там при дальнейшем возрастании времени. Указанное свой-
ство называют предельной ограниченностью или диссипативностью (см. [8, § 5.4; 19, гл. 4,
§ 17]). Поэтому, наряду с условиями асимптотической устойчивости, определим условия пре-
дельной ограниченности решений системы (1).
Следует отметить, что при τ = 0 устойчивость соответствующей системы (1) исследо-

валась в статье [20] на основе метода декомпозиции. Однако в [20] предполагалось, что рас-
сматриваемая система являлась сингулярной (в левой части первой подсистемы в качестве
множителя при ẋ(t) присутствует малый положительный параметр), не проводился анализ
диссипативности и не учитывалось влияние запаздывания на динамику системы.
В настоящей работе, в отличие от [20], вместо метода декомпозиции используются специ-

альные конструкции функций Ляпунова и функционалов Ляпунова–Красовского. В.Л. Хари-
тонов разработал теорию функционалов Ляпунова–Красовского полного типа для линейных
дифференциально-разностных систем [9]. В статьях [14, 21, 22] предложены подходы для по-
строения функционалов полного типа для некоторых классов нелинейных систем. В данной
работе указанные подходы распространяются на системы вида (1). Построенные функцио-
налы полного типа позволяют не только определить условия асимптотической устойчивости
и предельной ограниченности, но и получить оценки времени переходных процессов, а так-
же исследовать влияние возмущений на динамику системы. Кроме того, проводится анализ
устойчивости и предельной ограниченности для соответствующих систем с переключениями
режимов функционирования.

2. Построение функционала Ляпунова–Красовского. Пусть выполнены следующие
предположения.

Предположение 1. Система
ẋ(t) = Ax(t)

асимптотически устойчива.
Предположение 2. Нулевое решение однородной системы

ẏ(t) = f1(y(t)) + f2(y(t))− CA−1(g1(y(t)) + g2(y(t)))

асимптотически устойчиво.
Замечание 1. Предположения 1 и 2 представляют собой некоторый аналог известных

условий абсолютной устойчивости для системы Лурье непрямого управления (см. [16, с. 94]).
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Замечание 2. Известно [15, теоремы 36, 38; 23], что при выполнении предположений 1 и 2
для любых чисел ν1 > 2 и ν2 > 2 существуют функции Ляпунова V1(x) и V2(y), обладающие
следующими свойствами:
а) V1(x) иV2(y) дважды непрерывно дифференцируемы при всех x ∈ R

n, y ∈ R
m;

б) V1(x) иV2(y) – положительно определённые функции;
в) V1(x) иV2(y) – однородные функции порядка ν1 и ν2 соответственно;
г) функции

(
∂V1(x)

∂x

)т

Ax,

(
∂V2(y)

∂y

)т

(f1(y) + f2(y)− CA−1(g1(y) + g2(y)))

отрицательно определены.
Теорема 1.Пусть выполнены предположения 1 и 2. Тогда если μ > 1, то нулевое решение

системы (1) асимптотически устойчиво при любом τ � 0, а если 0 < μ < 1, то решения
системы (1) равномерно предельно ограничены при любом τ � 0.

Доказательство. Сначала рассмотрим функцию

V (x, y) = V1(x) + V2(y)−
(
∂V2(y)

∂y

)т

CA−1x, (2)

где V1(x) и V2(y) – однородные порядка ν1 и ν2 соответственно функции Ляпунова, облада-
ющие свойствами, указанными в замечании 2.
Дифференцируя функцию (2) в силу системы (1), получаем

V̇ (x(t), y(t)) =

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

(Ax(t) + g1(y(t)) + g2(y(t− τ))) +

+

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

(f1(y(t)) + f2(y(t− τ)))−
(
∂V2(y(t))

∂y

)т

CA−1(g1(y(t)) + g2(y(t− τ)))−

− (Cx(t) + f1(y(t)) + f2(y(t− τ)))т
∂2V2(y(t))

∂y2
CA−1x(t) =

=

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

Ax(t) +

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

(f1(y(t)) + f2(y(t))− CA−1(g1(y(t)) + g2(y(t)))) +

+

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

(g1(y(t)) + g2(y(t− τ)))−
(
∂V2(y(t))

∂y

)т

(f2(y(t)) − f2(y(t− τ))) +

+

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

CA−1(g2(y(t))− g2(y(t− τ)))−

− (Cx(t) + f1(y(t)) + f2(y(t− τ)))т
∂2V2(y(t))

∂y2
CA−1x(t).

Далее в соответствии с подходом, разработанным в [21, 22], выбираем функционал Ляпу-
нова–Красовского в виде

Ṽ (xt, yt) = V (x(t), y(t)) +

(
∂V2(y(t))

∂y

)т t∫
t−τ

(f2(y(θ))− CA−1g2(y(θ))) dθ+

+

t∫
t−τ

(β + α(τ − t+ θ))‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ, (3)

где α, β – положительные параметры, а функция V (x, y) определена по формуле (2).
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Тогда
˙̃
V (xt, yt) =

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

Ax(t) +

+

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

(f1(y(t)) + f2(y(t))− CA−1(g1(y(t)) + g2(y(t)))) −

− α

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ + (β + ατ)‖y(t)‖ν2+μ−1 − β‖y(t− τ)‖ν2+μ−1 +

+

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

(g1(y(t))+ g2(y(t− τ)))− (Cx(t)+ f1(y(t))+ f2(y(t− τ)))т
∂2V2(y(t))

∂y2
CA−1x(t)+

+ (Cx(t) + f1(y(t)) + f2(y(t− τ)))т
∂2V2(y(t))

∂y2

t∫
t−τ

(f2(y(θ))− CA−1g2(y(θ))) dθ.

Учитывая свойства однородных функций (см. [15, с. 112, 118]), получаем оценки

b1‖x(t)‖ν1 + b2‖y(t)‖ν2 − b3‖x(t)‖‖y(t)‖ν2−1 − b4‖y(t)‖ν2−1

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ +

+ β

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ � Ṽ (xt, yt) � b5‖x(t)‖ν1 + b6‖y(t)‖ν2 + b3‖x(t)‖‖y(t)‖ν2−1 +

+ b4‖y(t)‖ν2−1

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ + (β + ατ)

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ,

˙̃
V (xt, yt) � −b7‖x(t)‖ν1 − (b8 − β − ατ)‖y(t)‖ν2+μ−1 − α

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ −

− β‖y(t− τ)‖ν2+μ−1 + b9‖x(t)‖ν1−1(‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ) +

+ b10(‖x(t)‖ + ‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ)‖y(t)‖ν2−2

(
‖x(t)‖+

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ
)
.

Здесь b1, . . . , b10 – положительные постоянные.
Выберем и зафиксируем значения параметров α и β так, чтобы выполнялось условие

β + ατ <
b8
4
. (4)

С использованием неравенств Юнга и Гёльдера (см. [24, с. 53, 54, 169]) нетрудно показать,
что для любых положительных чисел p1, p2 имеют место соотношения

b3‖x(t)‖‖y(t)‖ν2−1 + b4‖y(t)‖ν2−1

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ �

� b3

(
1

ν1
(p1‖x(t)‖)ν1 +

ν1 − 1

ν1

(
‖y(t)‖ν2−1

p1

)ν1/(ν1−1))
+
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+ b4τ
(ν2−1)/(ν2+μ−1)‖y(t)‖ν2−1

( t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ

)μ/(ν2+μ−1)

�

� b3

(
1

ν1
(p1‖x(t)‖)ν1 +

ν1 − 1

ν1

(
‖y(t)‖ν2−1

p1

)ν1/(ν1−1))
+ b4τ

(ν2−1)/(ν2+μ−1) ×

×
(

ν2 − 1

ν2 + μ− 1
p
−(ν2+μ−1)/(ν2−1)
2 ‖y(t)‖ν2+μ−1 +

μ

ν2 + μ− 1
p
(ν2+μ−1)/μ
2

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ

)
.

Аналогичным образом выводятся неравенства для слагаемых

b9‖x(t)‖ν1−1(‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ) +

+ b10(‖x(t)‖ + ‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ)‖y(t)‖ν2−2

(
‖x(t)‖ +

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ
)

из оценки производной функционала.
В результате получим, что если μ > 1,

ν1 < ν2,
μ+ 1

2
<

ν2 + μ− 1

ν1
< μ, (5)

то найдётся число δ1 > 0 такое, что

1

2

(
b1‖x(t)‖ν1 + b2‖y(t)‖ν2 + β

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ

)
� Ṽ (xt, yt) �

� 2

(
b5‖x(t)‖ν1 + b6‖y(t)‖ν2 + (β + ατ)

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ

)
, (6)

˙̃
V (xt, yt) � −1

2

(
b7‖x(t)‖ν1 + b8‖y(t)‖ν2+μ−1 + α

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ

)
(7)

при

‖x(t)‖ν1 + ‖y(t)‖ν2 +
t∫

t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ < δ1, (8)

а если 0 < μ < 1,

ν2 < ν1, μ <
ν2 + μ− 1

ν1
<

μ+ 1

2
, (9)

то найдётся число δ2 > 0 такое, что неравенства (6) и (7) справедливы при

‖x(t)‖ν1 + ‖y(t)‖ν2 +
t∫

t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ > δ2. (10)

Значит [8, теорема 5.2.1; 9, § 2.11; 22], (3) – функционал Ляпунова–Красовского полного
типа для системы (1), гарантирующий при μ > 1 асимптотическую устойчивость нулевого
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решения, а при 0 < μ < 1 – равномерную предельную ограниченность решений. Теорема
доказана.

Замечание 3. Известно [2, § 3.3; 10, гл. 6], что при μ = 1 выполнение предположений 1 и 2
не гарантирует асимптотической устойчивости нулевого решения или предельной ограничен-
ности решений для соответствующей системы (1) при любом неотрицательном запаздывании.

3. Оценки решений и анализ динамики возмущённой системы. Покажем, что с
помощью построенного функционала можно получить оценки времени переходных процессов
в системе (1).

Теорема 2. Пусть μ > 1 и выполнены предположения 1, 2. Тогда для любого τ � 0 и лю-
бого числа ρ ∈ ((μ+1)/2, μ) существуют положительные постоянные a1, a2, a3, δ̃ такие,
что если начальная функция ϕ(θ) для решения (xт(t), yт(t))т системы (1) удовлетворяет
условию

‖ϕ‖τ < δ̃, (11)

то
‖x(t)‖ � a1(1 + a3t)

−ρ/(μ−1), ‖y(t)‖ � a2(1 + a3t)
−1/(μ−1) (12)

при t � 0.
Доказательство. Строим функционал Ляпунова–Красовского по формуле (3), где вели-

чины α и β удовлетворяют условию (4).
Для заданного ρ ∈ ((μ+1)/2, μ) положим ν2 = ρν1. Если ν1 достаточно велико, то условия

(5) будут выполнены. Находим δ1 > 0 так, чтобы из неравенства (8) следовало выполнение
оценок (6) и (7).
Нулевое решение системы (1) асимптотически устойчиво. Поэтому существует δ̃ > 0 та-

кое, что если выполнено условие (11), то для соответствующего решения (xт(t), yт(t))т при
всех t � 0 будут справедливы соотношения (6)–(8). Тогда (см. доказательство теоремы 1 в
работе [22]) функционал (3) на этом решении будет удовлетворять дифференциальному нера-
венству

˙̃
V (xt, yt) � −b̃Ṽ 1+(μ−1)/ν2(xt, yt), b̃ = const > 0,

интегрируя которое и используя нижнюю оценку в (6), приходим к неравенствам (12). Теорема
доказана.

Замечание 4. В случае 0 < μ < 1 с помощью построенного функционала можно оценить
область предельной ограниченности и время попадания решений в эту область.
Действительно, получаем следующий алгоритм нахождения требуемых оценок:
1. Выбираем числа ν1 > 2 и ν2 > 2, удовлетворяющие условиям (9), и строим функци-

онал Ляпунова–Красовского Ṽ (xt, yt) по формуле (3), где для параметров α, β выполнено
неравенство (4).
2. Находим δ2 > 0 так, чтобы из (10) следовало, что имеют место оценки (6) и (7).
3. Можем указать числа Δ > 0, b̂ > 0 такие, что

˙̃
V (xt, yt) � −b̂Ṽ 1+(μ−1)/ν2(xt, yt) (13)

при Ṽ (xt, yt) � Δ.

4. Используя дифференциальное неравенство (13), получаем, что если t0 � 0, Ṽ (xt0 , yt0) �
� Δ, то Ṽ (xt, yt) � Δ при всех t � t0, а если t0 � 0, Ṽ (xt0 , yt0) > Δ, то Ṽ (xt, yt) � Δ при
всех t � t0 + T, где T = ν2(Ṽ

(1−μ)/ν2(xt0 , yt0)−Δ(1−μ)/ν2)/((1 − μ)b̂).
5. В качестве оценки области предельной ограниченности выбираем область

b1‖x‖ν1 + b2‖y‖ν2 � 2Δ. (14)

6. Задаем число Δ̃ > 0. Пусть ω = sup
‖ϕ‖τ�Δ̃

Ṽ (ϕ). Тогда если начальная функция решения

удовлетворяет условию ‖ϕ‖τ � Δ̃, то при t � max{0; ν2(ω(1−μ)/ν2 −Δ(1−μ)/ν2)/((1 − μ)b̂)} это
решение будет находиться в области (14).
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Далее, наряду с (1), рассмотрим соответствующую возмущённую систему

ẋ(t) = Ax(t) + g1(y(t)) + g2(y(t− τ)) +Q(t, x(t), y(t), y(t − τ)),

ẏ(t) = Cx(t) + f1(y(t)) + f2(y(t− τ)) +R(t, x(t), y(t), y(t − τ)). (15)

Здесь t � 0, векторные функции Q(t, x, y, u), R(t, x, y, u) непрерывны при t � 0, x ∈ R
n,

y ∈ R
m, u ∈ R

m.
Предположение 3. Существует число γ1 > 0 такое, что в области t � 0, ‖x‖ + ‖y‖ +

+ ‖u‖ < γ1 справедливы оценки

‖Q(t, x, y, u)‖ � c1(‖x‖η + ‖y‖ζ + ‖u‖ζ), ‖R(t, x, y, u)‖ � c2(‖x‖η + ‖y‖ζ + ‖u‖ζ), (16)

где c1, c2, η, ζ – положительные постоянные.
Предположение 4. Существует число γ2 > 0 такое, что в области t � 0, ‖x‖ + ‖y‖ +

+ ‖u‖ > γ2 справедливы оценки (16), а при t � 0, ‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖ � γ2 функции Q(t, x, y, u),
R(t, x, y, u) ограничены.

Теорема 3. Пусть μ > 1 и выполнены предположения 1–3. Тогда, если

η > 1, ζ > μ, (17)

нулевое решение системы (15) асимптотически устойчиво при любом τ � 0.
Пусть 0 < μ < 1 и выполнены предположения 1, 2, 4. Тогда, если

0 < η < 1, 0 < ζ < μ, (18)

решения системы (15) равномерно предельно ограничены при любом τ � 0.
Доказательство. Рассмотрим функционал (3), в котором параметры α, β удовлетворя-

ют условию (4). Продифференцируем его в силу возмущённой системы и получим

˙̃
V (xt, yt)=W (xt, yt)+

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

Q(t, x(t), y(t), y(t−τ))+

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

R(t, x(t), y(t), y(t−τ))−

−Rт(t, x(t), y(t), y(t − τ))
∂2V2(y(t))

∂y2

(
CA−1x(t)−

t∫
t−τ

(f2(y(θ))− CA−1g2(y(θ))) dθ

)
−

−
(
∂V2(y(t))

∂y

)т

CA−1Q(t, x(t), y(t), y(t − τ)).

Здесь W (xt, yt) – производная функционала (3) в силу системы (1).
Пусть μ > 1. При t � 0, ‖x(t)‖ + ‖y(t)‖+ ‖y(t− τ)‖ < γ1 имеем

˙̃
V (xt, yt) � W (xt, yt) + b̃1(‖x(t)‖ν1−1 + ‖y(t)‖ν2−1)(‖x(t)‖η + ‖y(t)‖ζ + ‖y(t− τ)‖ζ) +

+ b̃2‖y(t)‖ν2−2(‖x(t)‖η + ‖y(t)‖ζ + ‖y(t− τ)‖ζ)
(
‖x(t)‖ +

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ
)
,

где b̃1, b̃2 – положительные постоянные. Снова используя неравенства Юнга и Гёльдера,
нетрудно проверить, что если порядки однородности функций V1(x) и V2(y) удовлетворяют
условиям

ν1 < ν2, max

{
μ+ 1

2
,
μ

η

}
<

ν2 + μ− 1

ν1
< μ

и выполнены неравенства (17), то найдётся число δ̄ > 0 такое, что при ‖(xт
t , y

т
t )

т‖τ < δ̄
справедливы оценки (6) и (7).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 4 2023



442 АЛЕКСАНДРОВ

В случае 0 < μ < 1 аналогичным образом показывается, что при выполнении предполо-
жений 1, 2, 4 и неравенств (18) решения возмущённой системы будут равномерно предельно
ограничены. Теорема доказана.

4. Условия асимптотической устойчивости и предельной ограниченности для
системы с переключениями. Исследуем теперь систему вида (1) с переключениями режи-
мов функционирования:

ẋ(t) = Ax(t) + g
(σ(t))
1 (y(t)) + g

(σ(t−τ))
2 (y(t− τ)),

ẏ(t) = Cx(t) + f
(σ(t))
1 (y(t)) + f

(σ(t−τ))
2 (y(t− τ)). (19)

Здесь t � 0, x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

m, A и C – постоянные матрицы размерностей n × n и
m×n соответственно, σ = σ(t) – кусочно-постоянная функция, определяющая закон переклю-
чения, σ(t) : [−τ,+∞) �→ {1, . . . , N}, f

(s)
j (y) и g

(s)
j (y) – непрерывные при y ∈ R

m однородные
порядка μ > 0 векторные функции, причём верхний индекс означает номер функции из соот-
ветствующего семейства, j = 1, 2, s = 1, N, τ – постоянное неотрицательное запаздывание.
Предполагаем, что функция σ(t) на любом ограниченном промежутке имеет конечное число
точек разрыва. Такие законы переключения будем называть допустимыми.
Система (19) относится к классу систем с асинхронными переключениями. Известно, что

асинхронные переключения имеют место во многих прикладных задачах в случаях, когда
управление в системе зависит от режима функционирования и требуется некоторое время для
идентификации активной подсистемы и применения соответствующего регулятора [6, 25].
Пусть A – неособая матрица. Рассмотрим семейство однородных подсистем

ẏ(t) = f
(s)
1 (y(t)) + f

(s)
2 (y(t))− CA−1(g

(s)
1 (y(t)) + g

(s)
2 (y(t))), s = 1, N. (20)

Предположение 5. Нулевые решения подсистем из семейства (20) асимптотически устой-
чивы, причём для этого семейства существует общая функция Ляпунова V̄ (y), обладающая
следующими свойствами:
а) V̄ (y) дважды непрерывно дифференцируема при всех y ∈ R

m;
б) V̄ (y) – положительно определённая функция;
в) V̄ (y) – однородная функция порядка λ � 2;
г) функции

(
∂V̄ (y)

∂y

)т

(f
(s)
1 (y(t)) + f

(s)
2 (y(t))− CA−1(g

(s)
1 (y(t)) + g

(s)
2 (y(t)))), s = 1, N,

отрицательно определены.
Замечание 5. Некоторые подходы к проверке предположения 5 разработаны в статьях

[26, 27].
Теорема 4.Пусть выполнены предположения 1 и 5. Тогда если μ > 1, то нулевое решение

системы (19) асимптотически устойчиво при любом τ � 0 и любом допустимом законе
переключения, а если 0 < μ < 1, то решения системы (19) равномерно предельно ограничены
при любом τ � 0 и любом допустимом законе переключения.

Доказательство. Задаём числа ν1 > 2, ν2 > 2 и строим функционал Ляпунова–Красов-
ского по формуле

Ṽ (t, xt, yt) = V1(x(t)) + V2(y(t)) +

t∫
t−τ

(β + α(τ − t+ θ))‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ −

−
(
∂V2(y(t))

∂y

)т

CA−1x(t) +

(
∂V2(y(t))

∂y

)т t∫
t−τ

(f
(σ(θ))
2 (y(θ))− CA−1g

(σ(θ))
2 (y(θ))) dθ.
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Здесь α, β – положительные параметры, V2(y) = V̄ ν2/λ(y), а V1(x) и V̄ (y) – однородные
порядка ν1 и λ функции Ляпунова, обладающие свойствами, указанными в замечании 2 и
предположении 5 соответственно.
Продифференцируем этот функционал в силу системы (19). Получим

˙̃
V (t, xt, yt) =

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

Ax(t) +

(
∂V1(x(t))

∂x

)т

(g
(σ(t))
1 (y(t)) + g

(σ(t−τ))
2 (y(t− τ))) +

+

(
∂V2(y(t))

∂y

)т

(f
(σ(t))
1 (y(t)) + f

(σ(t))
2 (y(t))− CA−1(g

(σ(t))
1 (y(t)) + g

(σ(t))
2 (y(t)))) −

− α

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ + (β + ατ)‖y(t)‖ν2+μ−1 − β‖y(t− τ)‖ν2+μ−1 −

− (Cx(t) + f
(σ(t))
1 (y(t)) + f

(σ(t−τ))
2 (y(t− τ)))т

∂2V2(y(t))

∂y2
CA−1x(t) +

+ (Cx(t) + f
(σ(t))
1 (y(t)) + f

(σ(t−τ))
2 (y(t− τ)))т

∂2V2(y(t))

∂y2

t∫
t−τ

(f
(σ(θ))
2 (y(θ))−

−CA−1g
(σ(θ))
2 (y(θ))) dθ � −p1‖x(t)‖ν1 − (p2 − β − ατ)‖y(t)‖ν2+μ−1 −

− α

t∫
t−τ

‖y(θ)‖ν2+μ−1 dθ − β‖y(t− τ)‖ν2+μ−1 + p3‖x(t)‖ν1−1(‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ) +

+ p4(‖x(t)‖ + ‖y(t)‖μ + ‖y(t− τ)‖μ)‖y(t)‖ν2−2

(
‖x(t)‖ +

t∫
t−τ

‖y(θ)‖μ dθ
)
.

Здесь p1, p2, p3, p4 – положительные постоянные.
Дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
5. Пример. Пусть система (1) имеет вид

ẋ(t) = Ax(t) +Bh(y(t− τ)), ẏ(t) = Cx(t) +Dh(y(t− τ)), (21)

где t � 0, x(t) ∈ R
2, y(t) ∈ R

2, A, B, C, D – постоянные матрицы размерности 2 × 2,
h(y) = (yμ1 , y

μ
2 )

т, μ > 1, – рациональное число с нечётными числителем и знаменателем, τ –
постоянное неотрицательное запаздывание. Такие уравнения соответствуют системе непрямо-
го управления с двумя нелинейными исполнительными органами и запаздыванием в канале
обратной связи [16, гл. 4, § 5; 18, §§ 7.5, 11.2].
Определим условия асимптотической устойчивости нулевого решения системы (21). Будем

считать, что A – неособая матрица. Чтобы проверить условие предположения 2, построим
однородную систему

ẏ(t) = (D − CA−1B)h(y(t)). (22)

Рассмотрим случай, когда

A =

(
a 0
0 a

)
, B = C =

(
0 −1
1 0

)
, D =

(
2 1
4 −1

)
, (23)

где a – некоторая постоянная.
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Для системы (21) с такими матрицами предположение 1 выполнено тогда и только тогда,
когда a < 0, а уравнения (22) принимают вид

ẏ(t) =

(
2 + 1/a 1

4 −1 + 1/a

)
h(y(t)). (24)

Заметим, что (24) – система Важевского [17, гл. 9; 28]. Следовательно [28, пример 9], для
асимптотической устойчивости её нулевого решения необходимо и достаточно, чтобы матрица
этой системы была гурвицевой.
Применяя теорему 1, получаем, что при выполнении условия −1/3 < a < 0 нулевое ре-

шение системы (21) с матрицами (23) асимптотически устойчиво при любом неотрицательном
запаздывании.

Заключение. Для рассматриваемых классов систем предложены оригинальные конструк-
ции функционалов Ляпунова–Красовского полного типа, с помощью которых установлены но-
вые условия, гарантирующие асимптотическую устойчивость нулевого решения или предель-
ную ограниченность решений при любом постоянном запаздывании. В качестве направления
дальнейших исследований отметим развитие предложенных подходов для анализа устойчиво-
сти и предельной ограниченности систем с переменным запаздыванием и с обобщённо-одно-
родными нелинейностями.
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К ИССЛЕДОВАНИЮ РОБАСТНОЙ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
НЕПРЕРЫВНЫХ И ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ
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Предложена методика получения достаточных условий робастной экспоненциальной устой-
чивости параметрически неопределённой системы. Данная методика применяется для ис-
следования как непрерывных, так и дискретных параметрически неопределённых систем.
Общая функция Ляпунова выбрана в виде положительно определённой квадратичной фор-
мы, которая является функцией Ляпунова для системы при конкретном значении парамет-
ра и удовлетворяет ограничениям на первую производную (первую разность). Применение
предложенной методики проиллюстрировано на конкретных примерах.

DOI: 10.31857/S0374064123040027, EDN: AMNDUT

Введение. Важное место в теории систем занимает проблема робастной устойчивости, т.е.
устойчивости систем при наличии неопределённости. В этом случае задача состоит в получе-
нии условий устойчивости не одной конкретной системы, а целой совокупности систем [1, 2].
Параметрическая неопределённость означает, что структура системы известна, а параметры
могут отличаться от номинальных. В некоторых специальных случаях робастная устойчи-
вость может быть установлена эффективно. Одним из них является случай интервальности
параметров непрерывной системы [1, c. 187–189]. К семейству таких систем применима теорема
Харитонова [3], согласно которой робастная устойчивость эквивалентна устойчивости четырёх
так называемых угловых систем (вернее, угловых полиномов, которые называют полиномами
Харитонова) [1, c. 189]. Однако в общем случае, когда параметрическая неопределённость яв-
ляется более сложной, непосредственная проверка робастной устойчивости семейства систем
сложна. Кроме того, задача получения условий робастной устойчивости дискретных систем
оказалась достаточно сложной [4] даже в случае интервальности коэффициентов. (В рабо-
те [4] в качестве одной из причин возникновения трудностей в дискретном случае указывается
несовместимость между областью устойчивости (единичный круг) и областью изменения ко-
эффициентов (прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат).) Поэтому, на-
ряду с необходимыми и достаточными условиями робастной устойчивости, часто используются
подходы, основанные на определении достаточных условий робастной устойчивости. В частно-
сти, известен подход, основанный на построении общей квадратичной функции Ляпунова для
неопределённых семейств [2, c. 117]. При этом следует отметить и тот факт, что может пред-
ставлять интерес и сама задача построения общей квадратичной функции Ляпунова семейства
систем.

1. О существовании общей квадратичной функции Ляпунова для параметриче-
ски неопределённой непрерывной системы. Рассмотрим автономную линейную диффе-
ренциальную систему

ẋ = A(q)x, x = (x1, . . . , xn)
т ∈ R

n, (1)

где q – параметр, изменяющийся на заданном множестве q � q � q, и квадратичную форму
с постоянными коэффициентами

V (x) = xтKx (Kт = K). (2)

Элементы n × n-матриц A(q) и K вещественные. Первая производная V̇ (x) квадратичной
формы (2) в силу системы (1) также является квадратичной формой:

V̇ (x) = xт(Aт(q)K +KA(q))x. (3)
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В дальнейшем матрицу Aт(q)K + KA(q) квадратичной формы (3) будем обозначать че-
рез AK(q). Очевидно, что матрица AK(q) симметрична: AK(q) = Aт

K(q). Пусть AK(q) =
= (Akm(q))nk,m=1. Если A(q) = (aik(q))

n
i,k=1 и K = (Kik)

n
i,k=1, то для элементов матрицы

AK(q) очевидны равенства

Akm(q) =

n∑
i=1

(Kimaik(q) +Kikaim(q)), k,m = 1, n,

в которых учтена симметричность матрицы K (Kik = Kki для всех k, i = 1, n).
Предположим, что при некотором значении параметра q = q0 из множества q � q � q

корни λ1, λ2, . . . , λn характеристического уравнения, соответствующего состоянию равно-
весия x1 = x2 = . . . = xn = 0 системы (1), имеют отрицательные действительные части.
Тогда, согласно теоремам работ [5, 6], если положительно определённая квадратичная форма
(2) является функцией Ляпунова системы (1) при q = q0, для которой максимальное зна-
чение первой производной (3) на заданной поверхности уровня V (x) = V0 равно δ0V0, то
2max

i
Reλi � δ0 < 0 и параметры (2) удовлетворяют уравнению

det (Akm(q0)− μKkm)nk,m=1 = 0, (4)

где μ = δ0.
Все корни уравнения (4) действительны [7, гл. 10, § 6], причём наибольший из них [6, 8]

есть μn = max
x �=0

(V̇ (x)/V (x)).

Левая часть уравнения (4) представляет собой определитель, все элементы которого линей-
ны относительно μ, поэтому её можно записать в виде многочлена степени n относительно
μ. Запишем уравнение (4) в виде Pn(μ) = 0, где

Pn(μ) = μn + a1(q0)μ
n−1 + a2(q0)μ

n−2 + . . .+ an−1(q0)μ+ an(q0), (5)

ak(q0) = (−1)k(detK)−1
∑

i1<i2<...<ik

detKi1,i2,...,ik , k = 1, n,

an(q0) = (−1)n(detK)−1 detAK(q0), (6)

матрица Ki1,i2,...,ik получается из матрицы K заменой столбцов с номерами i1, i2, . . . , ik на
одноимённые столбцы матрицы AK(q0). Многочлен (5), (6) получается из (4), если раскрыть
определитель и разделить полученный многочлен на коэффициент при старшей степени μ.
Пусть значение параметра изменилось. Тогда и коэффициенты системы изменятся, а сис-

тема запишется как
ẋ = (A(q0) + ΔA(q))x, (7)

где ΔA(q) = (Δaij(q))
n
i,j=1, Δaij(q) = aij(q) − aij(q0), i, j = 1, n. Если считать функцию (2)

неизменной, то уравнение (4) примет вид

det (AK(q0) + (ΔA)K(q)− μK) = 0, (8)

где (ΔA)K(q) = (ΔAkm(q))nk,m=1,

ΔAkm(q) =

n∑
i=1

(KikΔaim(q) +KimΔaik(q)) (k,m = 1, n), (9)

а вместо многочлена (5) получим многочлен

PΔ
n (μ)(q) = μn + (a1(q0) + Δa1(q))μ

n−1 + (a2(q0) + Δa2(q))μ
n−2 + . . .

. . . + (an−1(q0) + Δan−1(q))μ + an(q0) + Δan(q), (10)
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где Δak(q) – сумма произведений всех миноров матрицы (ΔA)K(q) до порядка k включитель-
но на соответствующие им алгебраические дополнения из матрицы Ki1,i2,...,ik . В частности,
коэффициент Δan(q) равен

Δan(q) =
(−1)n

detK

n∑
p=1

ωp(q), (11)

здесь

ω1(q) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ΔAij(q)A
i
j , ωn = det (ΔA)K(q)

и

ωp(q) =
∑

i1<...<ip

∑
j1<...<jp

∣∣∣∣∣∣
ΔAi1,j1(q) ΔAi1,j2(q) . . . ΔAi1,jp(q)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ΔAip,j1(q) ΔAip,j2(q) . . . ΔAip,jp(q)

∣∣∣∣∣∣A
i1,...,ip
j1,...,jp

, p = 2, n− 1,

где Ai
j – алгебраическое дополнение элемента Aij(q0) в матрице AK(q0), Ai1,...,ik

j1,...,jk
– алгеб-

раическое дополнение минора матрицы AK(q0), построенного на строках с номерами i1, . . .
. . . , ik и столбцах с номерами j1, . . . , jk. Многочлен (10), (11) получается из уравнения (8)
при учёте (9), если раскрыть определитель и разделить полученный многочлен на коэффици-
ент при старшей степени μ.
Задача состоит в определении условий, при которых квадратичная функция Ляпунова,

построенная для системы (1), будет оставаться функцией Ляпунова и для системы (7) при
всех значениях параметра из отрезка q � q � q.
Следует отметить, что все корни уравнения (4) действительны, наибольший и наимень-

ший из них соответствуют наибольшему и наименьшему значениям величины V̇ /V [6, 8],
т.е. отрицательность их подтверждает отрицательность первой производной в силу системы, а
значит, и тот факт, что положительно определённая квадратичная форма (2) является функ-
цией Ляпунова. При этом в случае когда все корни характеристического уравнения различны,
для любого δ0 ∈ [2 max

i=1,n
Reλi, 0) можно построить функцию (2), удовлетворяющую ограниче-

нию max
V=V0

(V̇ /V ) = δ0 (см. [9, 10]). Например, если все корни характеристического уравнения

действительны и различны, причём λ1 < λ2 < . . . < λn < 0, всегда существует линейное
невырожденное преобразование координат

x = Bξ, ξ = (ξ1, . . . , ξn)
т ∈ R

n, B = (bij)
n
i,j=1, (12)

приводящее систему к каноническому виду

ξ̇ = Aξ, i = 1, n, A = diag [λ1, . . . , λn].

(У матрицы B её k-й столбец является собственным вектором матрицы A, соответствующим
собственному значению λk, k = 1, n.) Тогда в канонических переменных квадратичную функ-
цию Ляпунова, удовлетворяющую условию maxV=V0(V̇ /V ) = δ0, где 2λn � δ0 < 0, можно
искать в виде

V (ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

n−2∑
i=1

Kiiξ
2
i +Kn−1,n−1ξ

2
n−1 + 2Kn−1,nξn−1ξn +Knnξ

2
n, (13)

где Kii > 0, i = 1, n, а

K2
n−1,n = (1−R(δ0))Kn−1,n−1Knn, R(δ0) = (λn−1 − λn)

2(λn−1 + λn − δ0)
−2,

при этом корнями уравнения (4) будут числа μ1 = 2λ1, . . . , μn−2 = 2λn−2, μn−1 = 2(λn−1 +
+ λn)− δ0, μn = δ0, причём μmax = δ0.
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Если все корни характеристического уравнения различны, но имеющие наибольшие дейст-
вительные части корни λn−1,n = α ± iβ являются комплексно-сопряжёнными, то функцию
Ляпунова для канонической системы дифференциальных уравнений, удовлетворяющую усло-
вию max

V=V0

(V̇ /V ) = δ0, можно искать в виде (13) [8], где

(Kn−1,n−1 +Knn)
2 = C(δ0)(Kn−1,n−1Knn −K2

n−1,n), C(δ0) = (δ0 − 2α)2β−2 + 4,

считая равными между собой коэффициенты Ki−1,i−1 = Kii, если переменные ξi−1, ξi соот-
ветствуют паре комплексно-сопряжённых корней характеристического уравнения, для кото-
рых Reλi−1,i < α. Аналогично можно рассмотреть и другие случаи для корней характерис-
тического уравнения [10]. Возвращаясь к исходным переменным, получаем искомую функцию
Ляпунова.
В дальнейшем будем предполагать, что квадратичная функция Ляпунова для значения

параметра q = q0 построена (неважно каким способом). Получить условия отрицательности
корней уравнения (8) с построенной функцией Ляпунова при всех q � q � q можно как
непосредственным анализом корней этого уравнения, так и применяя метод D-разбиений [11,
с. 86–107; 12], различные критерии устойчивости [1, с. 76–84]. Другим методом получения усло-
вия отрицательности корней уравнения (8) при q � q � q может быть применение теоремы
Харитонова [1, с. 188].
Рассмотрим интервальный полином

P (μ) = μn + [a1]μ
n−1 + [a2]μ

n−2 + . . .+ [an−1]μ + [an], (14)

в котором [ak] = [ak, ak], ak � ak +Δak(q) � ak при q � q � q, k = 1, n, и четыре “угловых”
полинома (полиномы Харитонова)

PI(μ) = an + an−1μ+ an−2μ
2 + an−3μ

3 + . . . , (15)

PII(μ) = an + an−1μ+ an−2μ
2 + an−3μ

3 + . . . , (16)

PIII(μ) = an + an−1μ+ an−2μ
2 + an−3μ

3 + . . . , (17)

PIV (μ) = an + an−1μ+ an−2μ
2 + an−3μ

3 + . . . (18)

Коэффициенты в полиномах PI–PIV являются крайними возможными значениями интер-
вальных коэффициентов; при этом они чередуются парами (пара нижних – пара верхних),
начиная с коэффициента an для полиномов PI , PIII и с коэффициента an−1 для полиномов
PII , PIV .
В силу теоремы Харитонова если все корни полиномов (15)–(18) имеют отрицательные

действительные части, то корни всех полиномов семейства (14) тоже имеют отрицательные
действительные части. В частности, все действительные корни полиномов (14) отрицатель-
ны, первая производная функции (2) в силу системы при всех рассматриваемых значениях
параметра отрицательно определена, и квадратичная форма (2) является общей функцией
Ляпунова систем вида (7) с определёнными выше Δak. А это означает, что получены условия
робастной экспоненциальной устойчивости системы.

Теорема 1. Если действительные части всех корней полиномов (15)–(18) отрицательны,
то положительно определённая квадратичная форма (2) является общей функцией Ляпуно-
ва параметрически неопределённой непрерывной системы (1). В частности, семейство (1)
робастно экспоненциально устойчиво.

Замечание 1. Таким образом, для установления робастной экспоненциальной устойчиво-
сти интервального семейства (1) достаточно:
1) при некотором фиксированном q0 для системы семейства (1) построить квадратичную

функцию Ляпунова V ;
2) отыскать границы изменения коэффициентов полиномов (10);
3) для полученного интервального семейства полиномов проверить, что корни всех четырёх

“угловых” полиномов Харитонова имеют отрицательные действительные части.
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Пример 1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ1 = (−3 + q)x1 + x2, ẋ2 = x1 + (−3 + q)x2, ẋ3 = (−1 + q)x3, (19)

имеющую состояние равновесия x1 = x2 = x3 = 0. Будем предполагать, что параметр изме-
няется на отрезке −0.25 � q � 0.25. При q = 0 система (19) принимает вид

ẋ1 = −3x1 + x2, ẋ2 = x1 − 3x2, ẋ3 = −x3. (20)

Корни характеристического уравнения, соответствующего состоянию равновесия x1 = x2 =
= x3 = 0 системы (20), равны λ1 = −4, λ2 = −2, λ3 = −1. Для матрицы B преобразования
координат, приводящего систему (20) к каноническому виду

ξ̇1 = −4ξ1, ξ̇2 = −2ξ2, ξ̇3 = −ξ3,

имеем

B =

⎛
⎝ 1 1 0
−1 1 0
0 0 1

⎞
⎠, B−1 =

1

2

⎛
⎝1 −1 0
1 1 0
0 0 2

⎞
⎠.

Квадратичную функцию Ляпунова для системы (20), удовлетворяющую условию

max
V=V0>0

V̇ /V = δ0 = −1 (−2 = 2max
i

λi < δ0 < 0),

будем искать в виде

Ṽ (ξ1, ξ2, ξ3) = K11ξ
2
1 +K22ξ

2
2 +K23ξ2ξ3 +K33ξ

2
3 , K2

23 = (1−R(−1))K22K33, (21)

где

R(−1) =
(−2 + 1)2

(−2− 1 + 1)2
=

1

4
.

При K11 = 2, K22 = 6, K33 = 8 получаем K23 = 6, а в переменных x1, x2, x3 – квадра-
тичную форму

V (x1, x2, x3) = 2x21 + 2x1x2 + 2x22 + 6x1x3 + 6x2x3 + 8x23. (22)

Проверим, будет ли функция (22) функцией Ляпунова для всех значений параметра −0.25 �
� q � 0.25.
Первая производная (22) в силу системы (19) есть

V̇ (x1, x2, x3) = (−10 + 4q)x21 + (−4 + 4q)x1x2 + (−10 + 4q)x22 +

+ (−18 + 12q)x1x3 + (−18 + 12q)x2x3 + (−16 + 16q)x23.

Таким образом, уравнение (8) в этом случае будет иметь вид
∣∣∣∣∣∣
−10 + 4q − 2μ −2 + 2q − μ −9 + 6q − 3μ
−2 + 2q − μ −10 + 4q − 2μ −9 + 6q − 3μ
−9 + 6q − 3μ −9 + 6q − 3μ −16 + 16q − 8μ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Следует отметить, что это уравнение может быть также записано в виде

P3(μ) = μ3 + 2(7 − 3q)μ2 + (53− 56q + 12q2)μ+ (40 − 106q + 56q2 − 8q3) = 0. (23)

Корнями этого уравнения являются μ1 = −8 + 2q, μ2 = −5 + 2q, μ3 = −1 + 2q. Все они
отрицательны при −0.25 � q � 0.25, т.е. функция (22) будет оставаться функцией Ляпунова
системы (19) при этих значениях параметра. (Следует отметить, что μ3 = −1 при q = 0.)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 4 2023



К ИССЛЕДОВАНИЮ РОБАСТНОЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 451

Эта же задача может быть решена с помощью теоремы Харитонова. “Угловые” полиномы
в рассматриваемом случае будут иметь вид

PI(μ) = 16.875 + 39.75μ + 15.5μ2 + μ3, PII(μ) = 70.125 + 39.75μ + 12.5μ2 + μ3,

PIII(μ) = 70.125 + 67.25μ + 12.5μ2 + μ3, PIV (μ) = 16.875 + 67.25μ + 15.5μ2 + μ3.

Рассмотрим полином PI(μ). Условиями того, что полином третьей степени имеет все корни с
отрицательной действительной частью, являются соотношения [1, с. 80]

a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0, a1a2 > a3 (24)

(следствие критерия Эрмита–Билера для полиномов степени n = 3). В случае полинома PI(μ)
все коэффициенты положительны и 39.75·15.5 > 16.875·1. Значит, действительные части всех
корней полинома PI(μ) отрицательны в силу (24). Все остальные полиномы исследуются ана-
логично. Но если все корни рассмотренных полиномов имеют отрицательные действительные
части, то корни всех полиномов семейства (23) тоже имеют отрицательные действительные
части. Таким образом, все (действительные) корни полиномов (23) отрицательны, и квад-
ратичная форма (22) является общей функцией Ляпунова систем вида (19), т.е. получены
условия робастной экспоненциальной устойчивости системы.

Замечание 2. Квадратичная функция Ляпунова, удовлетворяющая ограничению на её
первую производную в силу линеаризованной системы, как правило, строится для получения
различных оценок для нелинейной системы [13]. Поэтому актуальной будет и задача постро-
ения общей квадратичной функции Ляпунова множества систем, обладающей определённым
“запасом” знакоотрицательности, т.е. также удовлетворяющей ограничению на первую произ-
водную, скажем V̇ /V � δ̃ (2 max

i=1,n
Reλi < δ̃ < 0). Для решения этой задачи заменой w = μ− δ̃

приведём полином (5) к виду

P̃n(w) = wn + ã1w
n−1 + ã2w

n−2 + . . .+ ãn−1w + ãn (25)

и будем исследовать его по описанной выше методике. Но тогда из условия Rewi < 0 для
корней полинома (25) будет следовать, что Reμi < δ̃ для корней полинома Pn(μ).

2. О существовании общей квадратичной функции Ляпунова для параметриче-
ски неопределённой дискретной системы. Рассмотрим параметрически неопределённую
дискретную систему (линейное точечное отображение)

x̄ = A(q)x, x = (x1, . . . , xn)
т ∈ R

n, (26)

где q – параметр, изменяющийся на заданном множестве [q, q], и квадратичную форму с
постоянными коэффициентами (2).
Элементы n×n-матриц A(q) и K вещественные. Первая разность ΔV (x) квадратичной

формы (2) при q = q0 в силу системы (26) также является квадратичной формой:

ΔV (x) = xт(Aт(q)KA(q)−K)x. (27)

В дальнейшем матрицу Aт(q)KA(q) − K квадратичной формы (27) будем обозначать че-
рез AK(q). Очевидно, что матрица AK(q) симметрична: AK(q) = Aт

K(q). Пусть AK(q) =
= (Akm(q))nk,m=1. Если A(q) = (aik(q))

n
i,k=1 и K = (Kik)

n
i,k=1, то для элементов матрицы

AK(q) очевидны равенства

Akm(q) =
n∑

i=1

n∑
j=1

Kijaik(q)ajm(q)−Kkm, k,m = 1, n, (28)

в которых учтена симметричность матрицы K (Kij = Kji для всех j, i = 1, n).
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Предположим, что при некотором значении параметра q = q0 из множества q � q � q
корни z1, z2, . . . , zn характеристического уравнения, соответствующего неподвижной точке
x1 = x2 = . . . = xn = 0 отображения (26), лежат внутри единичного круга. Тогда, согласно тео-
реме работы [5], если положительно определённая квадратичная форма (2) является функцией
Ляпунова отображения (26) при q = q0, для которой максимальное значение первой разности
(27) на заданной поверхности уровня V (x) = V0 равно δ0V0, то max

i
|zi|2 − 1 � δ0 < 0 и

параметры (2) удовлетворяют уравнению (4), в котором μ = δ0.
Пусть значение параметра изменилось. Тогда и коэффициенты отображения (26) изменятся

и оно примет вид
x̄ = (A(q0) + ΔA(q))x, (29)

где ΔA = (Δaij)
n
i,j=1, Δaij(q) = aij(q) − aij(q0) (i, j = 1, n). И если считать функцию (2)

неизменной, уравнение (4) примет вид (8), где (ΔA)K = (ΔAkm)nk,m=1, а

ΔAkm(q) =
n∑

i=1

n∑
j=1

Kij(aik(q0)Δajm(q) + ajm(q0)Δaik(q) + Δajm(q)Δaik(q)), k,m = 1, n.

Подобно предыдущему случаю запишем уравнение (4) в виде Pn(μ) = 0, где многочлен
Pn определяется в силу (5), (6), а уравнение (8) – в виде PΔ

n (μ)(q) = 0, где многочлен PΔ
n

определён в (10). Задача состоит в определении условий, при которых квадратичная функция
Ляпунова, построенная для отображения (26), будет оставаться функцией Ляпунова и для
отображения (29) при q � q � q.

Следует отметить, что все корни уравнения (4) действительны, причём наибольший и наи-
меньший корни (4) соответствуют наибольшему и наименьшему значениям ΔV/V [8], т.е. от-
рицательность всех корней (4) подтверждает отрицательность первой разности в силу функций
последования отображения, а значит, и тот факт, что положительно определённая квадратич-
ная форма (2) является функцией Ляпунова. При этом, если все корни характеристического
уравнения различны, для любого δ0 ∈ [max

1,n
(|zi|2 − 1), 0) можно построить функцию (2), удо-

влетворяющую ограничению max
V=V0

(ΔV/V ) = δ0 [9, 10]. Например, если все корни характерис-

тического уравнения действительны и различны, причём |z1| < |z2| < . . . < |zn| < 1, всегда
существует линейное невырожденное преобразование координат (12), приводящее отображе-
ние к каноническому виду

ξ̄ = Aξ, i = 1, n, A = diag[z1, . . . , zn].

(Столбцы матрицы B являются собственными векторами матрицы A, соответствующими
собственным значениям z1, z2, . . . , zn.) Тогда в канонических переменных квадратичную
функцию Ляпунова с max

V=V0

(ΔV/V ) = δ0 можно искать в виде (13), где (z2n − 1 � δ0 < 0)

K2
n−1,n = (1−R(δ0))Kn−1,n−1Knn, R(δ0) = (1 + δ0)(zn−1 − zn)

2(zn−1zn − 1− δ0)
−2.

При этом (см. [10, 14]) корнями уравнения (4) будут числа μ1 = z21 − 1, . . . , μn−2 = z2n−2 − 1,

μn−1 = (z2n−1 + z2n − 2)− δ0, μn = δ0, т.е. в данном случае μmax = δ0.
Если все корни характеристического уравнения различны, но наибольшие по модулю корни

zn−1,n = α ± iβ являются комплексно-сопряжёнными, то для канонической системы диффе-
ренциальных уравнений функцию Ляпунова с max

V=V0

(ΔV/V ) = δ0 можно искать в виде (13)

[9], где
(Kn−1,n−1 +Knn)

2 = C(δ0)(Kn−1,n−1Knn −K2
n−1,n),

а C(δ0) = (δ0 + 1 − (α2 + β2))2(1 + δ0)
−1β−2 + 4, считая равными между собой коэффициен-

ты Ki−1,i−1 = Kii, если переменные ξi−1, ξi соответствуют паре комплексно-сопряжённых
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корней характеристического уравнения, для которых |zi| <
√
α2 + β2. Аналогично можно рас-

смотреть и другие случаи корней характеристического уравнения. Возвращаясь к исходным
переменным, получаем искомую функцию Ляпунова.
В дальнейшем будем предполагать, что квадратичная функция Ляпунова для значения па-

раметра q = q0 построена. Подобно случаю непрерывной динамической системы рассмотрим
интервальный полином (14) и четыре “угловых” полинома (полиномы Харитонова) (15)–(18),
где коэффициенты Akm определяются равенствами (28). В силу теоремы Харитонова если
все корни полиномов (15)–(18) имеют отрицательные действительные части, то корни всего
параметрически неопределённого семейства полиномов имеют отрицательные действительные
части, т.е. все действительные корни полиномов (14) отрицательны, первая разность функции
(2) в силу функций последования отображения при всех рассматриваемых значениях пара-
метра отрицательно определена, квадратичная форма (2) является общей функцией Ляпунова
отображений вида (26), значит, получены условия робастной экспоненциальной устойчивости
дискретной динамической системы.

Теорема 2. Если действительные части всех корней полиномов (15)–(18) отрицательны,
то положительно определённая квадратичная форма (2) является общей функцией Ляпунова
параметрически неопределённой линейной автономной дискретной системы (26). В частно-
сти, семейство (26) робастно экспоненциально устойчиво.

Замечание 3. Таким образом, для установления робастной экспоненциальной устойчиво-
сти интервального семейства (26) достаточно:
1) при некотором фиксированном q0 для отображения семейства (26) построить квадра-

тичную функцию Ляпунова V ;
2) отыскать границы изменения коэффициентов полиномов (10);
3) для полученного интервального семейства полиномов проверить, что у всех четырёх

“угловых” полиномов Харитонова корни имеют отрицательные действительные части.
Пример 2. Рассмотрим точечное отображение

x̄1 = (0.3 + q)x1 + 0.1x2, x̄2 = 0.1x1 + (0.3 + q)x2, x̄3 = (0.1 + q)x3, (30)

имеющее неподвижную точку x1 = x2 = x3 = 0. Будем предполагать, что параметр изменя-
ется на отрезке −0.05 � q � 0.05. При q = 0 отображение (30) принимает вид

x̄1 = 0.3x1 + 0.1x2, x̄2 = 0.1x1 + 0.3x2, x̄3 = 0.1x3. (31)

Корни характеристического уравнения, соответствующего неподвижной точке x1 = x2 = x3 =
= 0 отображения (31), равны z1 = 0.1, z2 = 0.2, z3 = 0.4. Для матрицы B преобразования
координат, приводящего отображение (31) к каноническому виду

ξ̄1 = 0.1ξ1, ξ̄2 = 0.2ξ2, ξ̄3 = 0.4ξ3,

имеем

B =

⎛
⎝0 1 1
0 −1 1
1 0 0

⎞
⎠, B−1 =

1

2

⎛
⎝0 0 2
1 −1 0
1 1 0

⎞
⎠.

Квадратичную функцию Ляпунова для системы (31), удовлетворяющую условию

max
V=V0

ΔV/V = δ0 = −0.76 (−0.84 = max
i

(z2i − 1) < δ0 < 0),

будем искать в виде (21), где

R(−0.76) =
(−0.76 + 1)(0.4 − 0.2)2

(0.4 · 0.2− 1 + 0.76)2
= 0.375.

При K11 = 4, K22 = 4
√
10, K33 = 4

√
10 получаем K23 = 10, а в переменных x1, x2, x3 –

форму
V (x1, x2, x3) = (2

√
10 + 5)x21 + (2

√
10− 5)x22 + 4x23. (32)
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Проверим, будет ли функция (32) функцией Ляпунова для всех значений параметра
−0.05 � q � 0.05. Первая разность формы (32) в силу системы (30) есть

ΔV (x1, x2, x3) = [(2
√
10 + 5)((0.3 + q)2 − 1) + 0.01(2

√
10− 5)]x21 + 8

√
100.1(0.3 + q)x1x2 +

+ [(2
√
10− 5)((0.3 + q)2 − 1) + 0.01(2

√
10 + 5)]x22 + 4[(0.1 + q)2 − 1]x23.

Уравнение (8) в таком случае может быть переписано в виде уравнения

P3(μ) = 15μ3 + [15(1 − (0.1 + q)2) + 30(1 − (0.3 + q)2)− 1.3]μ2 +

+ [(1− (0.1 + q)2)(30(1 − (0.3 + q)2)− 1.3) + 15(30((0.3 + q)2)− 0.01)2]μ+

+ (1− (0.1 + q)2)[15− 30(0.3 + q)2 − 1.3 + 15(30((0.3 + q)2)− 0.01)2] = 0 (33)

с корнями

μ1 = (0.1 + q)2 − 1, μ2 =
1

3
[3(0.3 + q)2 + 0.13 −

√
6(0.3 + q)2 + 0.1]− 1,

μ3 =
1

3
[3(0.3 + q)2 + 0.13 +

√
6(0.3 + q)2 + 0.1]− 1.

Все они являются отрицательными при −0.05 � q � 0.05, т.е. функция (32) будет оставаться
функцией Ляпунова системы (30) при этих значениях параметра. (Следует отметить, что μ3 =
= −0.76 при q = 0. )
Эта задача может быть решена и с помощью теоремы Харитонова. Поскольку при −0.05 �

� q � 0.05 для коэффициентов полинома P3(μ) будут иметь место ограничения

a0(q) = 15, 39.68 � a1(q) � 41.78, 24.65 � a2(q) � 26.80, 9.985 � a3(q) � 11.837,

“угловыми” полиномами в рассматриваемом случае будут

PI(μ) = 9.985 + 24.65μ + 41.78μ2 + 15μ3, PII(μ) = 11.837 + 24.65μ + 39.68μ2 + 15μ3,

PIII(μ) = 11.837 + 26.80μ + 39.68μ2 + 15μ3, PIV (μ) = 9.985 + 26.80μ + 41.78μ2 + 15μ3.

Рассмотрим полином PI(μ). Как уже указывалось, условиями того, что полином третьей сте-
пени имеет все корни с отрицательной действительной частью, являются соотношения (24).
В случае полинома PI(μ) все коэффициенты положительны и 24.65·41.78 > 9.985·15. Значит,
действительные части всех корней полинома PI(μ) отрицательны в силу (24). Все остальные
полиномы исследуются аналогично. Но если все корни рассмотренных полиномов имеют от-
рицательные действительные части, то корни всех полиномов семейства (33) отрицательны и
квадратичная форма (32) является общей функцией Ляпунова семейства дискретных систем
(30). Таким образом, получены условия робастной экспоненциальной устойчивости дискретной
системы (30).

Замечание 4. Задача построения общей квадратичной функции Ляпунова множества сис-
тем, обладающей определённым “запасом” знакоотрицательности первой разности, для семей-
ства дискретных динамических систем (26) также решается аналогично непрерывному случаю.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ
НЕИЗВЕСТНОГО КОЭФФИЦИЕНТА УРАВНЕНИЯ
КОЛЕБАНИЯ БАЛКИ В БЕСКОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ

c© 2023 г. У. Д. Дурдиев

Для уравнения поперечных колебаний однородной балки рассматривается прямая началь-
ная задача в бесконечной области, для неё изучается обратная задача по определению за-
висящего от времени коэффициента жёсткости балки. Приводится решение прямой задачи
с помощью фундаментальных решений и доказываются существование и единственность
этого решения. Получены оценки устойчивости для решения обратной задачи. С помощью
принципа сжатых отображений Банаха доказаны теоремы существования и единственно-
сти решения обратной задачи.

DOI: 10.31857/S0374064123040039, EDN: AMTHCF

Введение. Балка – это конструктивный элемент (предназначенный для восприятия пре-
имущественно осевой нагрузки), который сопротивляется нагрузкам, приложенным сбоку к
её оси. Нагрузки, приложенные к балке, вызывают силы реакции в точках её опоры. Сум-
марный эффект всех сил, действующих на балку, заключается в создании поперечных сил
и изгибающих моментов внутри неё, которые, в свою очередь, вызывают внутренние напря-
жения, деформации и прогибы балки. Балки характеризуются способом опирания, профилем
(формой поперечного сечения), условиями равновесия, длиной и материалом.
Многие задачи о колебаниях стержней, балок и пластин имеют важные приложения в

проектировании конструкций, теории устойчивости вращающихся валов, теории колебаний
кораблей и трубопроводов и описываются дифференциальными уравнениями порядков выше
второго [1–3].
В последние годы возрос интерес к исследованию прямых и обратных задач для уравнения

колебаний балки [4–21]. В статье [7] представлен метод восстановления параметров закрепле-
ния вязкоупругого стержня с переменной жёсткостью, жёстко закреплённого на одном конце
и имеющего вязкоупругие связи на другом при известных смещениях, заданных (измерен-
ных) в двух точках. В работе [11] для уравнения поперечных колебаний однородной балки,
свободно опирающейся на концы, рассмотрена прямая начально-краевая задача и для неё
изучена обратная задача по определению зависящего от времени коэффициента жёсткости.
Численные решения краевых задач для уравнения поперечных колебаний балки приведены в
работах [22–24].
Обратные задачи – одни из самых важных, на наш взгляд, математических задач в техни-

ческих науках и математике, потому что дают возможность ввести необходимые параметры
задачи напрямую. Они имеют широкое применение в идентификации систем, оптике, акустике,
теории связи, обработке сигналов, геофизике, дистанционном зондировании, машинном обу-
чении и во многих других областях. Обратные задачи математической физики изучены для
многих классов дифференциальных уравнений. Так, например, такие задачи для простейшего
уравнения гиперболического типа изучались в монографии [25]. Методика доказательств ло-
кальных теорем существования и единственности решения, теорем единственности и условной
устойчивости для обратных динамических задач, а также численные подходы к нахождению
их решения рассмотрены в работах [26–37] (см. также библиографию в них).
В данной статье рассмотрены прямая задача для уравнения колебания бесконечной балки,

т.е. задача Коши и обратная задача по определению коэффициента, зависящего от времени
при младшем члене этого уравнения.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим бесконечную балку под действием внешней силы
G(x, t). Вынужденные изгибные поперечные колебания балки описываются уравнением чет-
вёртого порядка

ρSutt + EJuxxxx +Q(t)u = G(x, t),

где ρ – плотность балки, S – площадь поперечного сечения балки, E – модуль упругости
материала балки, J – момент инерции поперечного сечения относительно горизонтальной оси;
балка по всей длине поддерживается упругим основанием с коэффициентом жёсткости Q(t).
Разделив на ρS, запишем это уравнение в следующем в виде:

utt + a2uxxxx + q(t)u(x, t) = f(x, t), (1)

где a2 = EJ/(ρS), q(t) = Q(t)/(ρS) и f(x, t) = G(x, t)/(ρS). Уравнение (1) рассмотрим в
полуплоскости D = {(x, t) : −∞ < x < +∞, t > 0} вместе с начальными условиями

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R. (2)

Прямая задача. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую (1), (2) и условию

u(x, t) ∈ C4,2
x,t (D)

⋂
C1
t (D

⋃
{t = 0})

⋂
C(D). (3)

При этом функции q(t), f(x, t), ϕ(x), ψ(x) считаются заданными и достаточно гладкими.
Обратная задача. Найти коэффициент q(t), если решение задачи Коши (1)–(3) удовле-

творяет условию
u(0, t) = g(t), (4)

где g(t) – заданная достаточно гладкая функция, кроме того, |g(t)| � g0 > 0.
Пусть функция u(x, t) – решение задачи Коши (1)–(3). Преобразуем обратную задачу (1)–

(4). Для этого обозначим четвёртую производную u(x, t) по переменной x через v(x, t), т.е.
v(x, t) := uxxxx(x, t). Продифференцировав (1) и (2) четырежды по x, имеем

vtt + a2vxxxx + q(t)v = fxxxx(x, t), x ∈ R, t > 0, (5)

v|t=0 = ϕ(4)(x), vt|t=0 = ψ(4)(x), x ∈ R. (6)

Для того чтобы найти дополнительное условие для функции v(x, t), положим x = 0 в (1)
и, используя равенства (3) и (4), получим

v|x=0 =
1

a2
[f(0, t)− q(t)g(t) − g′′(t)], t > 0. (7)

Через DT := {(x, t) : x ∈ R, 0 < t < T} обозначим полосу толщины T, где T > 0 –
произвольное фиксированное число.

Замечание. Пусть функции ϕ(x), ψ(x) ∈ C
(4)
b (R), f(x, t) ∈ C

(4)
b (DT ), где C

(4)
b – класс

ограниченных функций с точностью до производных четвёртого порядка, и верны следующие
условия:

∂(i)u

∂x
(0, 0) = ϕ(i)(0),

∂(i)ut
∂x

(0, 0) = ψ(i)(0), i = 1, 4.

Тогда из (5)–(7) можно вывести задачу (1)–(4).
2. Исследование прямой задачи. Воспользуемся результатами работы [6], в которой

решение задачи
utt + a2uxxxx = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R,
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построено с помощью фундаментальных решений в виде

u(x, t) =

∞∫
−∞

ϕ(ξ)G1(x, t, ξ) dξ +

∞∫
−∞

ψ(ξ)G2(x, t, ξ) dξ, (8)

где

G1(x, t, ξ) =
1

2
√
πat

sin

[
(ξ − x)2

4at
+

π

4

]
, G2(x, t, ξ) =

1

πa

∞∫
−∞

1

λ2
sin(aλ2t) cos(λ(ξ − x)) dλ.

В статье [6] показано, что функции Gi(x, t, ξ), i = 1, 2, удовлетворяют следующим усло-
виям:

(A1) G1(x, t, ξ) ∈ C∞(D);
(A2) G2(x, t, ξ) ∈ C∞(D);
(B1) lim

t→+0
G1(x, t, ξ) = ∞;

(B2) lim
t→+0

G2(x, t, ξ) = 1;

(C1)

∞∫
−∞

G1(x, t, ξ) dξ = 1;

(C2)

∞∫
−∞

∂G2(x, t, ξ)

∂t
dξ = 1;

(C3)

∞∫
−∞

G2(x, t, ξ) dξ = 2t.

Фактически функция G1(x, t, ξ) является частной производной от G2(x, t, ξ) по перемен-
ной t, т.е. ∂G2(x, t, ξ)/∂t = G1(x, t, ξ).
В уравнении (5), перенося слагаемое q(t)v(x, t) в правую часть, введём обозначение

F (x, t) ≡ fxxxx(x, t)− q(t)v(x, t).

При F (x, t) 	= 0 воспользуемся принципом Дюамеля и с учётом (8) для решения прямой
задачи (5), (6) получим интегральное уравнение

v(x, t) = v0(x, t)−
t∫

0

∞∫
−∞

q(τ)v(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ, (9)

где

v0(x, t) =

∞∫
−∞

ϕ(4)(ξ)G1(x, t, ξ) dξ +

∞∫
−∞

ψ(4)(ξ)G2(x, t, ξ) dξ +

+

t∫
0

∞∫
−∞

fξξξξ(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ. (10)

Пусть Cm(R) – класс m раз непрерывно дифференцируемых и ограниченных в R функ-
ций, а Cm,k

x,t (DT ) – класс m раз по x и k раз по t непрерывно дифференцируемых и огра-
ниченных при каждом фиксированном t ∈ [0, T ] в области DT функций.
Справедлива следующая
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Лемма. Если q(t) ∈ C[0, T ], f(x, t) ∈ C6,0
x,t (DT ), ϕ(x) ∈ C8(R), ψ(x) ∈ C6(R), кроме

того, функции ϕ(8)(x), ϕ(6)(x), ψ(6)(x), ∂6f(x, t)/∂x6, ϕ(4)(x), ψ(4)(x), fxxxx(t), x4ϕ(4)(x),

x4ψ(4)(x), x4fxxxx(t), x8ψ(4)(x) и x8fxxxx(t) абсолютно интегрируемы на R, то существу-
ет единственное классическое решение интегрального уравнения (9) такое, что v(x, t) ∈
∈ C4,2

x,t (DT ).
Доказательство. Воспользуемся методом последовательных приближений и рассмотрим

последовательность функций, определённых формулами

vn(x, t) = −
t∫

0

∞∫
−∞

q(τ)vn−1(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ, n = 1, 2, . . . , (11)

где v0(x, t) определена в (10).
Положим ϕ0 = sup

x∈R
|ϕ(4)(x)|, ψ0 = sup

x∈R
|ψ(4)(x)|, q0 = max

0<t�T
|q(t)|, f1 = max

0<t�T
|f0(t)|, где

f0(t) = sup
x∈R

|fxxxx(x, t)|. Используя (11) и условия (C1), (C3), оценим vn(x, t) в области DT

следующим образом:

|v0(x, t)| � ϕ0 + 2Tψ0 + T 2‖f0‖ =: λ0, |v1(x, t)| � λ0q0

t∫
0

2(t− τ) dτ = 2λ0q0
t2

2!
,

|v2(x, t)| � λ0q
2
0

t∫
0

2(t− τ)τ2 dτ = 22λ0q
2
0

t4

4!
, . . .

Таким образом, для всех n ∈ N
⋃

{0} получим оценки

|vn(x, t)| � λ0(2q0)
n t2n

(2n)!
,

из которых следует, что ряд

v(x, t) =

∞∑
n=0

vn(x, t)

сходится равномерно в области DT , так как его можно мажорировать в DT с помощью
сходящегося числового ряда

λ0

∞∑
n=0

(2q0T
2)n

(2n)!
,

а значит, имеет место следующая оценка решения интегрального уравнения (9):

|v(x, t)| � λ0

∞∑
n=0

(2q0T
2)n

(2n)!
= λ0 ch (

√
2q0T ), (x, t) ∈ DT . (12)

Теперь докажем, что решение интегрального уравнения (9) действительно является клас-
сическим решением задачи (1)–(3). Сначала проверим выполнение начальных условий.
Отметим, что при t → +0 и выполнении условий (A1)–(C3) интегралы в правой части

(10) расходятся. Введём обозначение η ≡ (ξ − x)/2
√
at и преобразуем эти интегралы. Если

функция ϕ(4)(x) абсолютно интегрируема на R, то несобственные интегралы в правой части
(10) сходятся равномерно при t � 0 и x ∈ R. Тогда, переходя к пределу при t → +0, в силу
равенства

1√
π

∞∫
−∞

sin

(
η2 +

π

4

)
dη = 1
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получим
lim
t→+0

v(x, t) = ϕ(4)(x).

Для доказательства выполнения второго начального условия найдём частную производную
по t от функции (9):

∂v0(x, t)

∂t
=

√
a

πt

∞∫
−∞

ϕ(5)(x+ 2η
√
at)η sin

(
η2 +

π

4

)
dη +

∞∫
−∞

ψ(4)(ξ)G1(x, t, ξ) dt −

−
t∫

0

∞∫
−∞

fξξξξ(ξ, τ)G1(x, t− τ, ξ) dξ dτ.

Отсюда и из приведённых выше рассуждений получим

∂v0(x, t)

∂t
=

√
a

πt

[
− 1

2
cos

(
η2 +

π

4

)
ϕ(5)(x+ 2η

√
at)

]∣∣∣∣
∞

−∞
+

+
a√
π

∞∫
−∞

ϕ(6)(x+2η
√
at) cos

(
η2+

π

4

)
dη+

∞∫
−∞

ψ(4)(ξ)G1(x, t, ξ) dt−
t∫

0

∞∫
−∞

fξξξξ(ξ, τ)G1(x, t−τ, ξ) dξ dτ.

Если ϕ(5)(±∞) = 0, то

∂v0(x, t)

∂t
=

a√
π

∞∫
−∞

ϕ(6)(x+ 2η
√
at) cos

(
η2 +

π

4

)
dη +

+

∞∫
−∞

ψ(4)(ξ)G1(x, t, ξ) dt −
t∫

0

∞∫
−∞

fξξξξ(ξ, τ)G1(x, t− τ, ξ) dξ dτ.

Если функции ϕ(6)(x) и ψ(4)(x) абсолютно интегрируемы на R, то, переходя к пределу при
t → +0, в силу равенства

1√
π

∞∫
−∞

cos

(
x2 +

π

4

)
dx = 0

находим

lim
t→+0

∂v(x, t)

∂t
= ψ(4)(x).

Если докажем, что функция v0(x, t), определяемая формулой (10), будет из класса (3),
то в силу (11) легко видеть, что все функции vn(x, t) будут принадлежать тому же классу.
Тогда из общей теории интегральных уравнений следует, что v(x, t) ∈ C4,2

x,t (D)
⋂

C1
t (D

⋃
{t =

= 0})
⋂

C(D), т.е. функция v(x, t) является классическим решением задачи Коши (5), (6).
С этой целью вычислим производную

∂2v0(x, t)

∂t2
=

√
a3

πt

∞∫
−∞

ϕ(7)(x+ 2η
√
at)η cos

(
η2 +

π

4

)
dη +

+

√
a

πt

∞∫
−∞

ψ(5)(x+ 2η
√
at)η sin

(
η2 +

π

4

)
dη +
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+ fxxxx(x, t)−
√

a

π(t− τ)

t∫
0

∞∫
−∞

fξξξξξ(x+ 2ζ
√

a(t− τ), τ)ζ sin

(
ζ2 +

π

4

)
dζ dτ =

=

√
a3

πt

[
1

2
sin

(
η2 +

π

4

)
ϕ(7)(x+ 2η

√
at)

]∣∣∣∣
∞

−∞
+

a2√
π

∞∫
−∞

ϕ(8)(x+ 2η
√
at) sin

(
η2 +

π

4

)
dη +

+

√
a

πt

[
− 1

2
cos

(
η2 +

π

4

)
ψ(5)(x+ 2η

√
at)

]∣∣∣∣
∞

−∞
− a√

π

∞∫
−∞

ψ(6)(x+ 2η
√
at) cos

(
η2 +

π

4

)
dη +

+ fxxxx(x, t) +

√
a

π(t− τ)

t∫
0

{[
− 1

2
cos

(
ζ2 +

π

4

)
fξξξξξ(x+ 2ζ

√
a(t− τ), τ)

]∣∣∣∣
∞

−∞
+

+
√

a(t− τ)

∞∫
−∞

fξξξξξξ(x+ 2ζ
√

a(t− τ), τ) cos

(
ζ2 +

π

4

)
dζ

}
dξ.

Если ϕ(7)(±∞) = 0, ψ(5)(±∞) = 0 и fxxxxx(±∞, t) = 0, то получим выражение

∂2v0(x, t)

∂t2
=

a2√
π

∞∫
−∞

ϕ(8)(x+ 2η
√
at) sin

(
η2 +

π

4

)
dη − a√

π

∞∫
−∞

ψ(6)(x+ 2η
√
at) cos

(
η2 +

π

4

)
dη +

+ fxxxx(x, t) +
a√
π

t∫
0

∞∫
−∞

fξξξξξξ(x+ 2ζ
√

a(t− τ), τ) cos

(
ζ2 +

π

4

)
dζ dξ. (13)

Далее аналогично вычисляется ∂4v0(x, t)/∂x
4.

Таким образом, если функции ϕ(8)(x), ψ(6)(x) и ∂6f(x, t)/∂x6 абсолютно интегрируемы
на R, то несобственные интегралы в (13) сходятся равномерно при всех x ∈ R и t � 0. И если
функции ϕ(4)(x), ψ(4)(x), fxxxx(t), x4ϕ(4)(x), x4ψ(4)(x), x4fxxxx(t), x8ψ(4)(x) и x8fxxxx(t)
абсолютно интегрируемы на R, то несобственные интегралы в ∂4v0(x, t)/∂x

4 также сходятся
равномерно при всех x ∈ R и t � 0. Лемма доказана.
Теперь оценим норму разности между решением исходного интегрального уравнения (9) и

решением этого же уравнения с возмущёнными функциями q̃, f̃xxxx, ϕ̃(4) и ψ̃(4), определя-
ющими ṽ(x, t) :

ṽ(x, t) = ṽ0(x, t)−
t∫

0

∞∫
−∞

q̃(τ)ṽ(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ, (14)

где

ṽ0(x, t) =

∞∫
−∞

ϕ̃(4)(ξ)G1(x, t, ξ) dξ +

∞∫
−∞

ψ̃(4)(ξ)G2(x, t, ξ) dξ +

+

t∫
0

∞∫
−∞

f̃ξξξξ(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ. (15)

Тогда для v − ṽ с помощью (9) и (14) получим линейное интегральное уравнение

v(x, t) − ṽ(x, t) = v0(x, t)− ṽ0(x, t)−
t∫

0

∞∫
−∞

(q(τ)− q̃(τ))v(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ −
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−
t∫

0

∞∫
−∞

(v(ξ, τ) − ṽ(ξ, τ))q̃(τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ,

откуда выводится следующее неравенство:

|v(x, t) − ṽ(x, t)| � |v0(x, t) − ṽ0(x, t)|+ λ0 ch (
√

2q0T )‖q − q̃‖+

+ q̃0

t∫
0

∞∫
−∞

|(v(ξ, τ) − ṽ(ξ, τ))||G2(x, t− τ, ξ)| dξ dτ, (16)

где q̃0 = max
t∈[0,T ]

|q̃0(t)|. Из равенств (10) и (15) следует оценка

|v0(x, t)− ṽ0(x, t)| � ‖ϕ(4) − ϕ̃(4)‖+ 2T‖ψ(4) − ψ̃(4)‖+ T 2

2
‖fxxxx − f̃xxxx‖

или
|v(x, t)− ṽ(x, t)|0 � σ(‖ϕ(4) − ϕ̃(4)‖+ ‖ψ(4) − ψ̃(4)‖+ ‖fxxxx − f̃xxxx‖+ ‖q − q̃‖),

где σ = max{1, q̃0, 2T, T 2/2, λ0 ch (
√
2q0T )}.

Применив метод последовательных приближений к неравенству (16)

|v(x, t) − ṽ(x, t)|n � q̃0

t∫
0

∞∫
−∞

|v(ξ, τ)− ṽ(ξ, τ)||G2(x, t− τ, ξ)| dξ dτ, n ∈ N,

получим оценку

|v(x, t)− ṽ(x, t)| � σλ0 ch (
√

2q0T )(‖ϕ(4) − ϕ̃(4)‖+ ‖ψ(4)− ψ̃(4)‖+ ‖fxxxx− f̃xxxx‖+ ‖q− q̃‖), (17)

которая будет использована в следующем пункте. Неравенство (17) является оценкой устой-
чивости решения задачи Коши (5), (6), единственность которого также следует из (17).

3. Исследование обратной задачи (5)–(7). Положив в (9) x = 0 и использовав допол-
нительное условие (7), после несложных преобразований получим следующее интегральное
уравнение для определения q(t) :

q(t) = q0(t) +
a2

g(t)

t∫
0

∞∫
−∞

q(τ)v(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ, (18)

где

q0(t) =
1

g(t)

[
f(0, t)− g′′(t)− a2

∞∫
−∞

ϕ(4)(ξ)G1(x, t− τ, ξ) dξ −

− a2
∞∫

−∞

ψ(4)(ξ)G2(x, t− τ, ξ) dξ − a2
t∫

0

∞∫
−∞

fξξξξ(ξ, τ)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ

]
.

Решение интегрального уравнения (9) зависит от функции q, т.е. v = v(x, t; q).
Введём оператор A, определяя его правой частью (18):

A[q](t) = q0(t) +
a2

g(t)

t∫
0

∞∫
−∞

q(τ)v(ξ, τ ; q)G2(x, t− τ, ξ) dξ dτ. (19)
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Тогда уравнение (18) запишется в виде

q(t) = A[q](t). (20)

Пусть ‖q00‖ = max
0<t�T

|q0(t)|. Зафиксируем число ρ > 0 и рассмотрим шар

BT (q0, ρ) := {q(t) : q(t) ∈ C[0, T ], ‖q − q0‖ � ρ}.

Теорема 1. Если выполнены условия леммы, g(t) ∈ C2[0, T ], ‖g(t)‖ � g0 > 0, ϕ(0) = g(0)
и ψ(0) = g′(0), то существует такое число T ∗ ∈ (0, T ], что обратная задача (1)–(4) имеет
единственное решение q(t) ∈ [0, T ∗] .

Доказательство. Докажем сначала, что для достаточно малого T > 0 оператор A пе-
реводит шар BT (q0, ρ) в себя, т.е. из условия q(t) ∈ BT (q0, ρ) следует, что A[q](t) ∈ BT (q0, ρ).
Действительно, для любой функции q(t) ∈ C[0, T ] функция A[q](t), определяемая форму-
лой (19), принадлежит классу C[0, T ]. Более того, оценивая норму разностей, находим, что

‖A[q] − q0‖ � a2λ0q0T
2

g0
ch (

√
2q0T ).

Здесь мы воспользовались оценкой (12). Заметим, что функция, стоящая в правой части этого
неравенства, монотонно возрастает с увеличением T, а из того что функция q(t) принадлежит
шару BT (q0, ρ) следует неравенство

q0 � ρ+ q00. (21)

Следовательно, мы только усилим неравенство, если заменим q0 в этом соотношении выра-
жением ρ+ q00. Выполнив эту замену, получим оценку

‖A[q] − q0‖ � a2λ0(ρ+ q00)T
2

g0
ch (

√
2(ρ+ q00)T ).

Пусть T1 – положительный корень уравнения

R1(T ) =
a2λ0(ρ+ q00)T

2

g0
ch (

√
2(ρ+ q00)T ) = ρ.

Тогда для T ∈ [0, T1] имеем A[q](t) ∈ BT (q0, ρ).
Теперь рассмотрим две функции q(t) и q̃(t), принадлежащие шару BT (q0, ρ), и оценим

расстояние между их образами A[q](t) и A[q̃](t) в пространстве C[0, T ]. Функция ṽ(x, t),

соответствующая q̃(t), удовлетворяет интегральному уравнению (14) с функциями ϕ(4) =

= ϕ̃(4) и fxxxx = f̃xxxx. Составим разность A[q](t) − A[q̃](t) с помощью уравнений (9), (14) и
оценим её норму

‖A[q](t) −A[q̃(t)]‖ � a2T 2

2g0
[‖v‖‖q − q̃‖+ ‖q̃‖‖v − ṽ‖].

Используя оценки (12) и (17) с ϕ(4) = ϕ̃(4) и fxxxx = f̃xxxx, запишем последнее неравенство
в виде

‖A[q](t)−A[q̃(t)]‖ � a2T 2

2g0
λ0 ch (

√
2q0T )(1 + σq̃0)‖q − q̃‖. (22)

Функции q(t) и q̃(t) принадлежат шару BT (q0, ρ), поэтому для каждой из них выпол-
няется неравенство (21). Отметим, что функции в правой части (22) при множителе ‖q − q̃‖
монотонно возрастают с увеличением ‖q‖, ‖q̃‖ и T.
Следовательно, замена ‖q‖ и ‖q̃‖ в неравенстве (22) (в том числе в σ) на ρ+ q00 только

усилит его. Таким образом, имеем

‖A[q](t) −A[q̃(t)]‖ � a2T 2

2g0
λ0 ch (

√
2(ρ+ q00)T )(1 + σ(ρ+ q00))‖q − q̃‖.
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Пусть T2 – положительный корень уравнения

R2(T ) =
a2T 2

2g0
λ0 ch (

√
2(ρ+ q00)T )(1 + σ(ρ+ q00)) = 1.

Тогда для T ∈ [0, T2] расстояние между функциями A[q](t) и A[q̃](t) в пространстве C[0, T ]
не превышает расстояния между функциями q(t) и q̃(t), умноженного на R2(T ) < 1. Следо-
вательно, если выбрать T ∗ = min(T1, T2), то оператор A будет сжимающим в шаре BT (q0, ρ).
Следовательно, согласно теореме Банаха, оператор A имеет единственную неподвижную точ-
ку в шаре BT (q0, ρ), т.е. существует единственное решение уравнения (20). Теорема доказана.
Пусть T – произвольное положительное фиксированное число. Рассмотрим множество

Ω(δ0) (δ0 > 0 – некоторое фиксированное число) заданных функций f, ϕ, ψ, g, для ко-
торых выполнены все условия теоремы 1 и

max{‖f‖
C6,0

x,t (DT )
, ‖ϕ‖C8(R), ‖ψ‖C6(R), ‖g‖C2 [0,T ]} � δ0.

Через Q(δ1) обозначим класс функций q(t) ∈ C[0, T ], удовлетворяющих неравенству ‖q‖ � δ1
с некоторым фиксированным положительным числом δ1.

Теорема 2. Пусть функции f, ϕ, ψ, g, f̃ , ϕ̃, ψ̃, g̃ ∈ Ω(δ0) и q, q̃ ∈ Q(δ1). Тогда для решения
обратной задачи справедлива следующая оценка устойчивости:

‖q − q̃‖ � c(‖f − f̃‖C6,0
x,t (DT ) + ‖ϕ− ϕ̃‖C8(R) + ‖ψ − ψ̃‖C6(R) + ‖g − g̃‖C2[0,T ]), (23)

где постоянная c зависит только от T, δ0 и δ1 .
Доказательство. Используя (18), запишем уравнение для q̃(t) и составим разность q(t)−

− q̃(t). Оценивая это выражение с учётом неравенств (12) и (17), получаем

|q − q̃|(t) � c0(‖f − f̃‖C6,0
x,t (DT ) + ‖ϕ− ϕ̃‖C8(R) + ‖ψ − ψ̃‖C6(R) + ‖g − g̃‖C2[0,T ]) +

+ c1

t∫
0

|q − q̃|(τ) dτ, t ∈ [0, T ], (24)

где c0 и c1 зависят от тех же констант, что и c. Из (24), используя неравенство Гронуолла,
получаем неравенство

|q− q̃|(t) � c0 exp(c1T )(‖f − f̃‖
C6,0

x,t (DT )
+‖ϕ− ϕ̃‖C8(R)+‖ψ− ψ̃‖C6(R)+‖g− g̃‖C2[0,T ]), t ∈ [0, T ],

откуда следует оценка (23), если положить c = c0 exp(c1T ). Теорема доказана.
Из теоремы 2 следует теорема единственности для любого T > 0.
Теорема 3. Пусть функции q, f, ϕ, ψ, g и q̃, f̃ , ϕ̃, ψ̃, g̃ имеют тот же смысл,

что и в теореме 1, причём если q = q̃, f = f̃ , ϕ = ϕ̃, ψ = ψ̃, g = g̃ для (x, t) ∈ DT , то
q(t) = q̃(t), t > 0.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации (Соглашение № 075-02-2023-939).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.958+517.984.5

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРА
В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИЯХ СМЕСИ

ВЯЗКИХ СЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ
c© 2023 г. Д. А. Закора

Исследуется задача о нормальных колебаниях гомогенной смеси нескольких вязких сжи-
маемых жидкостей, заполняющей ограниченную область трёхмерного пространства с бес-
конечно гладкой границей. Доказано, что существенный спектр задачи представляет собой
конечный набор отрезков, расположенных на действительной оси. Оставшийся спектр сос-
тоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической кратности и распо-
ложен на действительной оси, за исключением, быть может, конечного числа комплексно-
сопряжённых собственных значений. Спектр задачи содержит подпоследовательность
собственных значений с предельной точкой в бесконечности и степенным асимптотиче-
ским распределением.

DOI: 10.31857/S0374064123040040, EDN: AMZKDH

1. Постановка задачи и формулировка основного утверждения. Пусть ограничен-
ная область Ω ⊂ R

3 с бесконечно гладкой границей ∂Ω заполнена гомогенной смесью n � 2
вязких сжимаемых жидкостей. Введём систему координат Ox1x2x3 так, что ось Ox3 на-
правлена против действия силы тяжести, а начало координат находится внутри области Ω.
Обозначим через n единичный вектор, нормальный к границе ∂Ω и направленный из Ω.
Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях смеси. Разыскивая решения соответствую-

щей линеаризованной однородной задачи, зависящие от времени по закону exp(−λt), где λ –
спектральный параметр, придём к следующей системе уравнений и граничных условий:

1

ρi0

n∑
j=1

Lijuj +∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑
j=1

aij(uj − ui) = λui, x ∈ Ω,

c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div (ρi0ui) = λρi, x ∈ Ω, ui = 0, x ∈ ∂Ω, i = 1, n. (1)

Здесь ui = ui(x) (x = (x1, x2, x3) ∈ Ω) – поле скоростей i-й компоненты смеси, ρi = ρi(x) –
симметризованная динамическая плотность, ρi0 = ρi0(x3) := ρi0(0) exp(−gc−1

i x3) – плотность
i-й компоненты смеси в состоянии равновесия, g – ускорение свободного падения, ci > 0, aij =
= aji � 0 – заданные физические константы, Lij := −μijΔ− (μij + λij)∇div. Матрицы вязко-
стей M := {μij}ni,j=1, Λ := {λij}ni,j=1 подчинены условиям

M > 0, 2M+ 3Λ � 0. (2)

Математическое исследование моделей движения многокомпонентных сред началось от-
носительно недавно. Представление о различных моделях, а также возникающих при этом
математических задачах, можно получить из монографий [1] и [2], а также обзора [3]. В рабо-
тах [4, 5] получены первые результаты по слабой разрешимости нелинейной модели многоком-
понентной смеси, заполняющей всё пространство R

3. В следующей работе тех же авторов [6]
изучается вопрос единственности решения в случае отсутствия внешних сил и взаимодействия
между компонентами смеси. Значимые результаты по разрешимости нестационарных уравне-
ний многокомпонентных вязких сжимаемых жидкостей, заполняющих ограниченную область,
получены в [7]. Система (1) следует из эволюционной задачи, возникающей при линеаризации
нелинейной модели из [7] относительно состояния покоя.
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Далее система (1) будет трактоваться в виде следующей спектральной задачи для замкну-
того оператора A в некотором гильбертовом пространстве H :

Aξ = λξ, ξ ∈ D(A) ⊂ H. (3)

Определение 1. Существенным спектром оператора A называется множество σess(A),
состоящее из тех точек λ ∈ C, для которых оператор A− λI не является фредгольмовым.
Определим матрицы Φ := diag (c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)) и R := diag (ρ10(x3), . . . , ρn0(x3)).
Основным утверждением работы является следующая
Теорема. Спектр σ(A) оператора A расположен на действительной положительной

полуоси, за исключением, быть может, конечного числа комплексно-сопряжённых собствен-
ных значений конечной алгебраической кратности, а σess(A) = ΛE

⋃
ΛL, где

ΛE := {λ ∈ C : det (λ(2M +Λ)−Φ) = 0, x ∈ Ω},

ΛL := {λ ∈ C : det (λ(3M +Λ)−Φ) = 0, x ∈ ∂Ω}.
Множество σ(A) \ σess(A) состоит из изолированных собственных значений конечной алге-
браической кратности и содержит подпоследовательность с асимптотическим поведением

λ
(∞)
k (A) = c−2/3k2/3(1 + o(1)), k → ∞, (4)

c :=
1

6π2

∫
Ω

(tr (R−1/2(2M+Λ)R−1/2)−3/2 + 2 tr (R−1/2MR−1/2)−3/2) dΩ. (5)

Замечание 1. Из условий (2) следует, что 2M+Λ > 0. Отсюда и из условия Φ > 0 оче-
видно, что множество ΛE представляет собой объединение n отрезков, расположенных на
положительной полуоси. Таким же образом устроено и множество ΛL.
В случае n = 1 с некоторыми изменениями спектральная задача (1) изучена в [8]. При этом

исследование опиралось на результаты статьи [9], в которой бесконечная дифференцируемость
границы ∂Ω существенна. В настоящей работе следуем тому же плану. Отметим, что в [10]
с использованием результатов статьи [11] рассмотрен существенный спектр линеаризованного
оператора Навье–Стокса в ограниченной области Ω ⊂ R

m, m � 2, с C2-гладкой границей.
При этом не применялась техника псевдодифференциальных операторов.

2. Операторная формулировка спектральной задачи. Введём векторное гильбертово
пространство с весом L2(Ω, ρj0), j = 1, n, со скалярным произведением и нормой:

(u,v)L2(Ω,ρj0) :=

∫
Ω

ρj0(x3)u(x) · v(x) dΩ, ‖u‖2L2(Ω,ρj0)
=

∫
Ω

ρj0(x3)|u(x)|2 dΩ,

а также подпространство гильбертова пространства L2(Ω) единичной коразмерности:

L2,ρj0(Ω) := {f ∈ L2(Ω) : (f, ρ
1/2
j0 )L2(Ω) = 0}, j = 1, n.

Введём основное гильбертово пространство H := H1
⊕

H2 с естественно определённым на
нём скалярным произведением и соответствующей нормой, где

H1 :=
n⊕

j=1

L2(Ω, ρj0) = {u := (u1, . . . ,un)
т : uj ∈ L2(Ω, ρj0), j = 1, n},

H2 :=

n⊕
j=1

L2,ρj0(Ω) = {ρ := (ρ1, . . . , ρn)
т : ρj ∈ L2,ρj0(Ω), j = 1, n}.

Здесь и далее знак т означает операцию транспонирования.
Через W1

2(Ω), W2
2(Ω) и W 1

2 (Ω) будем обозначать векторные и скалярные пространства
Соболева со стандартными скалярными произведениями и нормами, а L2(Ω) ≡ L2(Ω, 1).
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Далее через L(H1;H2) и S∞(H1;H2) обозначены алгебра линейных ограниченных опера-
торов и класс линейных компактных операторов, действующих из H1 в H2, L(H) := L(H;H),
S∞(H) := S∞(H;H).
Введём оператор L : D(L) ⊂ H1 → H1 по следующему закону:

Lu :=

(
1

ρ10

n∑
j=1

L1juj , . . . ,
1

ρn0

n∑
j=1

Lnjuj

)т

, D(L) :=

n⊕
j=1

{uj ∈ W2
2(Ω) : uj = 0, x ∈ ∂Ω}. (6)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (2). Тогда оператор L самосопряжён и положи-
тельно определён в H1, L−1 ∈ S∞(H1). Энергетическое пространство HL оператора L
находится по формуле

HL = D(L1/2) =

n⊕
j=1

{uj ∈ W1
2(Ω) : uj = 0, x ∈ ∂Ω}.

Доказательство. Рассмотрим на HL ⊂ H1 полуторалинейную форму

L0(u,v) :=
n∑

i,j=1

μij

3∑
l=1

∫
Ω

∇u
(l)
j · ∇v

(l)
i dΩ +

n∑
i,j=1

(μij + λij)

∫
Ω

divuj divvi dΩ, u,v ∈ HL.

Из (2) следует, что M+Λ > 0. Пусть ‖M‖ и γ(M) – норма и нижняя грань матрицы M
соответственно. Используя неравенство Фридрихса (см. [12, гл. 18, теорема 18.1]), найдём

L0(u,u) �
γ(M)

2
min{1, C−1

1 }
n∑

j=1

3∑
l=1

∫
Ω

(|∇u
(l)
j |2 + |u(l)j |2) dΩ =

γ(M)

2
min{1, C−1

1 }‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω),

L0(u,u) � . . . � max{‖M‖, 3‖M +Λ‖}‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω) для любого u ∈ HL.

Здесь во второй строке опущен ряд простых оценок. Отсюда следует, что (плотно определён-
ная) квадратичная форма L0( , ) положительно определена в H1 и замкнута (см. [13, гл. VI,
§ 1, п. 3]). По первой теореме о представлении (см. [13, гл. VI, § 2, теорема 2.1]) существует
единственный самосопряжённый положительно определённый оператор L0 такой, что

L0(u,v) = (L0u,v)H1 для любых u ∈ D(L0), v ∈ HL,

D(L0) = {u ∈ HL : существует w ∈ H1 такой, что L0(u,v) = (w,v)H1 для любого v ∈ HL}.
Предположим, что элемент u ∈ HL дважды непрерывно дифференцируем в области Ω,

тогда с использованием тождества Бэтти найдём, что для любого v ∈ HL справедливы ра-
венства

(L0u,v)H1 = L0(u,v) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

Lijuj · vi dΩ +

n∑
i,j=1

μij

3∑
l=1

∫
∂Ω

∂u
(l)
j

∂n
v
(l)
i dS +

+

n∑
i,j=1

(μij + λij)

∫
∂Ω

divuj · (vin) dS =

n∑
i,j=1

∫
Ω

Lijuj · vi dΩ =

n∑
i=1

(
1

ρi0

n∑
j=1

Lijuj,vi

)
L2(Ω,ρi0)

,

а значит, L0u = Lu (см. (6)), поскольку HL плотно в H1. Далее, элемент u ∈ D(L0) – это в
точности обобщённое решение (см. [12, гл. 11, определение 11.1]) краевой задачи

1

ρi0

n∑
j=1

Lijuj = wi, x ∈ Ω, ui = 0, x ∈ ∂Ω, i = 1, n,

при wi ∈ L2(Ω, ρi0). Из теоремы об априорных оценках (см., например, [14, теорема 2.2]) следу-
ет, что D(L0) = D(L). Тогда L0 = L. Компактность оператора L−1 следует из компактности
вложения HL в H1. Лемма доказана.
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Введём оператор T : H1 → H1 по закону

Tu :=

(
− 1

ρ10

n∑
j=1

a1j(uj − u1), . . . ,−
1

ρn0

n∑
j=1

anj(uj − un)

)т

, D(T ) := H1. (7)

Лемма 2. Оператор T ограничен, самосопряжён и неотрицателен в H1.
Доказательство. Напомним, что aij = aji � 0, i, j = 1, n. Отсюда имеем неравенства

‖Tu‖2H1
=

n∑
i=1

∥∥∥∥− 1

ρi0

n∑
j=1

aij(uj − ui)

∥∥∥∥
2

L2(Ω,ρi0)

=

n∑
i=1

∥∥∥∥
n∑

j=1

aij(uj − ui)

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

�

�
n∑

i=1

( n∑
j=1

aij(‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω))

)2

� n
n∑

i,j=1

a2ij(‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω))
2 �

� 4n2 max
i,j

{a2ij}
n∑

j=1

‖uj‖2L2(Ω) �
4n2max

i,j
{a2ij}

min
j

min
x∈Ω

ρj0(x3)
‖u‖2H1

для любого u ∈ H1,

т.е. оператор T ограничен в H1 : T ∈ L(H1). Далее для любого u ∈ H1 имеем

(Tu,u)H1 = −
n∑

i,j=1

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) = −
∑
i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑
i<j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) =

= −
∑
i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑
j<i

aji(ui − uj ,uj)L2(Ω) =
∑
i>j

aij‖uj − ui‖2L2(Ω) � 0,

т.е. оператор T самосопряжён и неотрицателен в H1. Лемма доказана.
Введём оператор B : D(B) ⊂ H1 → H2 по следующему закону:

Bu :=

(
− c

1/2
1

ρ
1/2
10

div (ρ10u1), . . . ,−
c
1/2
n

ρ
1/2
n0

div (ρn0un)

)т

,

D(B) :=
n⊕

j=1

{uj ∈ L2(Ω : div (ρj0uj) ∈ L2(Ω), uj · n = 0, x ∈ ∂Ω}. (8)

Лемма 3. Сопряжённый оператор B∗ : D(B∗) ⊂ H2 → H1 имеет вид

B∗ρ =

(
∇
(
c
1/2
1 ρ1

ρ
1/2
10

)
, . . . ,∇

(
c
1/2
n ρn

ρ
1/2
n0

))т

, D(B∗) =
n⊕

j=1

{W 1
2 (Ω)

⋂
L2,ρj0(Ω)}.

Доказательство. По определению сопряжённого оператора имеем

D(B∗)={ρ ∈ H2: существует η ∈ H2 такой, что (Bu, ρ)H2 =(u, η)H1 для любых u ∈ D(B)},
а значит, ρ ∈

⊕n
j=1{W 1

2 (Ω)
⋂

L2,ρj0(Ω)} = D(B∗). Отсюда теперь следует, что

(Bu, ρ)H2 =

n∑
j=1

(
−
c
1/2
j

ρ
1/2
j0

div (ρj0uj), ρj

)
L2,ρj0

(Ω)

= −
n∑

j=1

∫
Ω

c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

div (ρj0uj) dΩ =

= −
n∑

j=1

∫
∂Ω

c
1/2
j ρ

1/2
j0 ρj(uj · n) dS +

n∑
j=1

∫
Ω

ρj0uj∇
(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

)
dΩ =

=

n∑
j=1

(
uj ,∇

(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

))
L2(Ω,ρj0)

= (u, B∗ρ)H1 для любого u ∈ D(B), ρ ∈ D(B∗).

Лемма доказана.
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Введём оператор A := L+ T (см. (6), (7)). Из лемм 1, 2 и определения оператора B

(см. (8)) следует, что D(A) ⊂ D(A1/2) = D(L1/2) ⊂ D(B). Оператор B замыкаем, так как опе-
ратор B∗ плотно определён (см. [13, гл. V, § 3, п. 1] и лемму 3). Следовательно, операторы
BA−1/2, BA−1 ограниченно действуют из H1 в H2 :

Q := BA−1/2 ∈ L(H1,H2), BA−1 ∈ L(H1,H2). (9)

Лемма 4. Оператор A−1/2B∗ замыкаем, A−1/2B∗ = Q∗, Q∗|D(B∗) = A−1/2B∗. Аналогич-
ные утверждения верны и для оператора A−1B∗.

Доказательство. Учитывая Q∗ ∈ L(H2,H1), для любых u ∈ H1, ρ ∈ D(B∗) имеем

(Qu, ρ)H2 = (u, A−1/2B∗ρ)H1 = (u, Q∗ρ)H1 .

Отсюда следует, что Q∗|D(B∗) = A−1/2B∗, оператор A−1/2B∗ ограничен на D(B∗) и расширя-
ется по непрерывности (можно считать, что замыкается) до оператора Q∗. Лемма доказана.
Наша цель – записать максимальную L2-реализацию оператора системы (1) в виде опе-

раторной блок-матрицы с использованием введённых в (6)–(9) операторов. Сужение макси-
мальной L2-реализации оператора системы (1) на D(A)

⊕
D(B∗) с использованием введённых

операторов можно записать в виде

A0 :=

(
A B∗

−B 0

)
, D(A0) = D(A)

⊕
D(B∗) ⊂ H. (10)

Покажем, что оператор A0 замыкаем и замыкание A0 есть замкнутый максимальный
аккретивный оператор, т.е. других замкнутых аккретивных расширений у оператора A0 нет.
Этот оператор A0 и будет максимальной L2-реализацией оператора системы (1). Подобные
построения для операторных блоков проводились в работах [11, 15, 16] и др. Тем не менее
приведём полное доказательство.

Лемма 5. Оператор A0 замыкаем, и A0 =: A – замкнутый максимальный аккретивный
оператор. Оператор A представи́м в следующем виде:

A :=

(
A1/2 0
0 I

)(
I Q∗

−Q 0

)(
A1/2 0
0 I

)
≡

(
I 0

−QA−1/2 I

)(
A 0
0 QQ∗

)(
I A−1/2Q∗

0 I

)
,

D(A) := {ξ = (u, ρ)т ∈ H = H1
⊕

H2 : u+A−1/2Q∗ρ ∈ D(A)}. (11)

Доказательство. 1. Оператор A0 (см. (10)), очевидно, плотно определён. Далее, легко
проверить, что для любого ξ ∈ D(A0) будет выполнено Re (A0ξ, ξ)H = ‖A1/2u‖2H1

� 0, т.е.
оператор A0 аккретивен, а значит, допускает замыкание (см. [17, гл. I, § 4, п. 2]).
Найдём замыкание оператора A0, используя сначала включение D(A) ⊂ D(B). Пусть

ξn := (un, ρn)
т ∈ D(A0), ξn → ξ := (u, ρ)т, A0ξn → ξ0 := (u0, ρ0)

т. (12)

Отсюда имеем un +A−1B∗ρn ∈ D(A) и un + A−1B∗ρn = un + (BA−1)∗ρn → u + (BA−1)∗ρ,
A(un +A−1B∗ρn) → u0. Оператор A самосопряжён, а значит, замкнут, поэтому имеем вклю-
чение u+ (BA−1)∗ρ ∈ D(A) и равенство A(u+ (BA−1)∗ρ) = u0.
Далее, из (12) следует, что un ∈ D(A) ⊂ D(B), un → u, −Bun → ρ0. Но оператор B, как

отмечено выше, замыкаем, а значит, u ∈ D(B) и −Bu = ρ0.
Таким образом, ξ ∈ D(A0) и A0ξ = ξ0, где

A0

(
u
ρ

)
=

(
A(u+ (BA−1)∗ρ)

−Bu

)
, D(A0) = {ξ = (u, ρ)т ∈ H : u ∈ D(B), u+(BA−1)∗ρ ∈ D(A)}.

Используем теперь включение D(A1/2) ⊂ D(B) (см. лемму 1 и (8)). Отсюда следует ра-
венство (BA−1)∗ = (BA−1/2A−1/2)∗ = A−1/2(BA−1/2)∗ = A−1/2Q∗ (см. (9)). Теперь из включе-
ния u+ (BA−1)∗ρ = u+A−1/2Q∗ρ ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) и факта, что D(A1/2) линеал, следует,
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что u ∈ D(A1/2) ⊂ D(B) ⊂ D(B). Таким образом, условие u ∈ D(B) в описании множества
D(A0) можно опустить, а выражение Bu записать в виде Bu = (BA−1/2)A1/2u = QA1/2u.
Из проведённых рассуждений теперь получим, что

A0

(
u
ρ

)
=

(
A(u+A−1/2Q∗ρ)

−QA1/2u

)
, D(A0) = {ξ = (u, ρ)т ∈ H = H1

⊕
H2 : u+A−1/2Q∗ρ ∈ D(A)}.

Непосредственными вычислениями можно убедиться в том, что множество D(A) в (11)
является естественной областью определения для каждой факторизации, обе факторизации
определяют один и тот же оператор A и A = A0.
2. Докажем, что замкнутый аккретивный оператор A максимален. Аккретивность опе-

ратора A следует из аккретивности A0, однако может быть проверена и непосредственно.
Действительно, если ξ = (u, ρ)т ∈ D(A), то u ∈ D(A1/2). Отсюда и из факторизации (11) опе-
ратора A с симметричными крайними сомножителями найдём, что Re (Aξ, ξ)H=‖A1/2u‖2H1

�
� 0 для любого ξ ∈ D(A), а значит, оператор A аккретивен. Для доказательства макси-
мальности оператора A достаточно установить (см. [17, гл. I, § 4, п. 2, теорема 4.3]), что
ρ(A)

⋂
{λ < 0} 	= ∅, где ρ(A) – резольвентное множество оператора A.

Действительно, при λ 	= 0 непосредственно проверяется (см. (15)), что

A−λI =

(
A1/2 0
0 I

)(
I −λ−1Q∗

0 I

)(
I − λA−1 − λ−1Q∗Q 0

0 −λI

)(
I 0

λ−1Q I

)(
A1/2 0
0 I

)
. (13)

Введём оператор-функцию L(λ) := I − λA−1 − λ−1Q∗Q. Очевидно, что при λ < 0 (огра-
ниченный) оператор L(λ) самосопряжён и положительно определён, а значит, существует,
ограничен и задан на всём пространстве H1 оператор L−1(λ) : L−1(λ) ∈ L(H1). Из послед-
ней факторизации при λ < 0 тогда найдём, что существует

(A− λI)−1 =

(
A−1/2 0
−λ−1Q I

)(
L−1(λ) 0

0 −λ−1

)(
A−1/2 λ−1Q∗

0 I

)
=

=

(
A−1/2L−1(λ)A−1/2 λ−1A−1/2L−1(λ)Q∗

−λ−1QL−1(λ)A−1/2 −λ−1 − λ−2QL−1(λ)Q∗

)
∈ L(H),

L(λ) = I − λA−1 − λ−1Q∗Q, (14)

а значит, {λ < 0} ⊂ ρ(A). Лемма доказана.
Таким образом, спектральную задачу (1) можно записать в виде (3) с замкнутым макси-

мальным аккретивным оператором A.
Замечание 2. Формула (14) при всех λ /∈ σ(L(λ))

⋃
{0}, где σ(L(λ)) – спектр оператор-

функции L(λ), даёт представление для резольвенты оператора A. Из (14), в частности, вы-
текает, что σ(A)\{0} ⊂ σ(L(λ)). Более того, из факторизации (13) и теоремы о произведении
фредгольмовых операторов (см. [18, гл. XVII, § 3, теорема 3.1]) следует, что σess(A)⊂σess(L(λ)).
Можно доказать, что σess(A) = σess(L(λ)).

Замечание 3. Имеют место факторизации Шура–Фробениуса операторных блоков с огра-
ниченными операторными коэффициентами. Пусть E1, E2 – банаховы пространства. Пусть

Akl ∈ L(El, Ek), k, l = 1, 2, A−1
22 ∈ L(E2), D1 := A11 −A12A

−1
22 A21.

Если D−1
1 ∈ L(E1), то существует

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

))−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22 +A−1
22 A21D

−1
1 A12A

−1
22

)
∈ L(E1 × E2). (15)
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Пусть A−1
11 ∈ L(E1), D2 := A22 −A21A

−1
11 A12. Если D−1

2 ∈ L(E2), то существует

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 D2

)(
I A−1

11 A12

0 I

))−1

=

=

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A−1

11 A12D
−1
2

−D−1
2 A21A

−1
11 D−1

2

)
∈ L(E1 × E2). (16)

3. Определение локальных координат и эллиптической краевой задачи. При-
ведём определения и факты из теории эллиптических краевых задач (см. [14; 19; 20, § 1;
21]), необходимые для исследования существенного спектра оператора A. Рассмотрим систе-
му дифференциальных уравнений в частных производных не выше второго порядка

L(x,D)v(x) = f(x), x ∈ Ω, (17)

где

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, D := (D1,D2,D3) :=

(
−i

∂

∂x1
,−i

∂

∂x2
,−i

∂

∂x3

)
,

v(x) :=(v1(x), . . . , vm(x))т, f(x) := (f1(x), . . . , fm(x))т.

Пусть L(x, ξ), ξ := (ξ1, ξ2, ξ3)
т, – полиномиальная матрица, получаемая из (17) заменой сим-

вола D на ξ. Будем считать далее, что (17) определяет невырожденную систему Дуглиса–
Ниренберга (см. [19, с. 375], а также [14]).

Определение 2 (см. [19, с. 376]). Оператор L(x,D) называется эллиптическим в замк-
нутой области Ω, если πdetL(x, ξ) 	= 0 для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R

3\{0}, где символ π обо-
значает старшую однородную часть многочлена.
Известно, что πdetL(x, ξ) = detπL(x, ξ), где πL – главная часть матрицы L. О выделении

главной части системы Дуглиса–Ниренберга см. в [19, с. 377].
Возьмём произвольную точку z0 ∈ ∂Ω и введём, согласно [20, 21], в окрестности этой точки

следующую локальную систему координат. Пусть локально граница ∂Ω задаётся бесконечно
дифференцируемыми функциями zi = zi(y1, y2), i = 1, 2, 3, параметров y1, y2, которые вы-
бираются так, что yi = const есть линии кривизны. Или в векторной записи z = z(y′), где
y′ := (y1, y2). Обозначим через N(y′) внутреннюю единичную нормаль к ∂Ω. В окрестности
границы ∂Ω введём координаты y1, y2, y3, где y3 – расстояние от точки x до ∂Ω. Тогда
x = z(y′) + y3N(y′). При этом нумерация y1, y2 задаётся так, чтобы направление векторного
произведения ∂z/∂y1 × ∂z/∂y2 совпадало с нормалью N(y′), а начало координат находилось
в точке z0. Пусть Ei(y

′), i = 1, 2, – коэффициенты первой квадратичной формы поверхности
∂Ω, тогда (∂z/∂yi)(∂z/∂yj) = Ei(y

′)δij , где δij – символ Кронекера.
Рассмотрим теперь систему краевых условий

B(x,D)v(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (18)

где B(x,D) – матрица размера r ×m, составленная из линейных дифференциальных опера-
торов не выше первого порядка. Запишем операторы краевой задачи (17), (18) во введённой
выше локальной системе координат и рассмотрим главные части этих операторов:

πL

(
y,−i

∂

∂y

)
= πL

(
y,−i

∂

∂y′
,−i

∂

∂y3

)
, πB

(
y,−i

∂

∂y

)
= πB

(
y,−i

∂

∂y′
,−i

∂

∂y3

)
.

Определение 3 (см. [19, с. 380], а также [20, с. 12]). Краевая задача (17), (18) называется
эллиптической, если выполнено определение 2 и условие Шапиро–Лопатинского:

rank

∫
γ+

πB(0, ξ′, ξ3)(πL(0, ξ
′, ξ3))

−1(Im, ξ3Im) dξ3 = r
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для любого ξ′ ∈ R
2\{0}. Здесь Im – единичная матрица в R

m, а через (Im, ξ3Im) обозначена
составная матрица размера m× 2m, γ+ – спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости,
обходящий в положительном направлении все ξ3-корни уравнения detπL(0, ξ′, ξ3) = 0, лежа-
щие в верхней полуплоскости.
Для проверки условия Шапиро–Лопатинского понадобятся также следующие леммы и обо-

значения.
Лемма 6 (см. [20, с. 14]). В построенной выше локальной системе координат операторы

∂/∂xi принимают вид

∂

∂xi
=

2∑
j=1

(1−Kjy3)
−1E−1

j (y′)
∂zi
∂yj

∂

∂yj
+Ni

∂

∂y3
,

где Kj , j = 1, 2, – главные кривизны поверхности ∂Ω.
Введём некоторые обозначения. Пусть

β := (β1, β2, β3)
т, βl :=

2∑
j=1

E−1
j (y′)

∂zl
∂yj

ξj , l = 1, 2, 3, α := β + ξ3N, (19)

тогда βтN = 0, Nтβ = 0, NтN = 1. Положим |ξ′|2 := |β|2, тогда |ξ′|2 := βтβ = E−1
1 ξ21 +

+ E−1
2 ξ22 . В локальной системе координат под символом |ξ|2 будем понимать следующее вы-

ражение:
|ξ|2 := αтα = |ξ′|2 + ξ23 .

Лемма 7 (см. [20, с. 15]). Во введённой выше локальной системе координат при y3 = 0
имеют место следующие формулы для главных символов:

σ0

(
∂

∂xl

)
= iαl, σ0(∇) = iα, σ0(div) = iαт, σ0(Δ) = −|ξ|2 = −(|ξ′|2 + ξ23).

Лемма 8 (см. [20, с. 16]). Справедливы следующие формулы для контурных интегралов,
в которых контур интегрирования лежит в верхней ξ3-полуплоскости и в положительном
направлении окружает точку ξ3 = i|ξ′| :

∫
γ+

dξ3
|ξ|2 =

π

|ξ′| ,
∫
γ+

ξ3 dξ3
|ξ|2 = πi,

∫
γ+

ξ23 dξ3
|ξ|2 = −π|ξ′|,

∫
γ+

dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′|3 ,

∫
γ+

ξ3 dξ3
|ξ|4 = 0,

∫
γ+

ξ23 dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′| ,
∫
γ+

ξ33 dξ3
|ξ|4 = πi, |ξ|2 = |ξ′|2 + ξ23 .

4. О существенном и дискретном спектре оператора A. Напомним (см. опреде-
ление 1), что существенный спектр оператора A состоит из тех точек λ ∈ C, для которых
оператор A− λI не является фредгольмовым. Можно проверить, что система из (1) составля-
ет невырожденную систему Дуглиса–Ниренберга (см. [19, с. 375], а также [14]). Из работы [9]
следует, что оператор A− λI фредгольмов тогда и только тогда, когда соответствующая
краевая задача является эллиптической.
Выделим из системы и краевого условия в (1) главные части:

n∑
j=1

Lijuj + c
1/2
i ρ

1/2
i0 ∇ρi = 0, c

1/2
i ρ

1/2
i0 divui − λρi = 0, x ∈ Ω,

ui = 0, x ∈ ∂Ω, i = 1, n. (20)
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Обозначим через Lλ(x,D) матричный дифференциальный оператор системы из (1) – это
матрица размера 4n× 4n, а через B(x,D) := (I3n, 03n×n) матрицу, отвечающую граничным
условиям из (1) – это матрица размера 3n × 4n, 03n×n – нулевая матрица соответствующего
размера. В этом случае главная часть πLλ(x,D) оператора Lλ(x,D) определяется систе-
мой (20), а πB(x,D) = B(x,D).
Таким образом, существенный спектр исследуемой задачи будет состоять из точек λ ∈ C,

в которых нарушается эллиптичность краевой задачи (20).
Лемма 9. Дифференциальный оператор Lλ(x,D) эллиптичен в замкнутой области Ω ⊂

⊂ R
3 при λ /∈ ΛE , где

ΛE = {λ ∈ C : det (λ(2M +Λ)−Φ) = 0, x ∈ Ω}.

Доказательство. Рассмотрим главный символ σ0(Lλ(x,D)) = πLλ(x, ξ), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)
т,

системы (1), определяемый системой (20):

πLλ(x, ξ) =

(
M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт Φ1/2

⊗
iξ

Φ1/2
⊗

iξт −λIn

)
. (21)

Здесь и далее знак
⊗

означает тензорное (кронекеровское) произведение матриц. Основные
свойства тензорного произведения можно найти в [22, гл. 8, п. 8.2]. Матрицы вязкостей и
плотностей имеют вид M = {μij}ni,j=1, Λ = {λij}ni,j=1, Φ = diag (c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)).
Обозначим

πLλ(x, ξ) =

(
M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт Φ1/2

⊗
iξ

Φ1/2
⊗

iξт −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(22)

и применим факторизацию (16) при E1 = C
3n, E2 = C

n. С учётом ξтξ = |ξ|2 непосредствен-
ными вычислениями проверяется (см. (2) и замечание 1), что

A−1
11 = (M

⊗
|ξ|2I3 +(M+Λ)

⊗
ξξт)−1 =

1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξт).

Отсюда следует, что

A22 −A21A
−1
11 A12 = −λIn − (Φ1/2 ⊗ iξт)(M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт)−1(Φ1/2 ⊗ iξ) =

= −λIn − (Φ1/2 ⊗ iξт)
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξт)(Φ1/2 ⊗ iξ) =

= Φ1/2M−1Φ1/2 −Φ1/2(2M+Λ)−1(M+Λ)M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(In − (2M+Λ)−1(M+Λ))M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M+Λ)−1((2M +Λ)− (M+Λ))M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M +Λ)−1Φ1/2 − λIn = Φ1/2(2M+Λ)−1(Φ− λ(2M+Λ))Φ−1/2. (23)

Через Γξ := (|ξ|−1ξ,a⊥,b⊥) обозначим матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ|−1ξ,

a⊥, b⊥ (|a⊥| = |b⊥| = 1), где a⊥, b⊥ ортогональны ξ и между собой. Непосредственной
проверкой доказываются следующие формулы:

Γт
ξΓξ = I3, Γт

ξξ = (|ξ|, 0, 0)т =: |ξ|e1, Γт
ξξξ

тΓξ = diag (|ξ|2, 0, 0) =: |ξ|2P1. (24)

Обозначим Sξ := In
⊗

Γξ, тогда Sт
ξSξ = In

⊗
I3 = I3n. Из (16), (22)–(24) и теоремы Лапла-

са о вычислении определителей теперь найдём (см. определение 2), что

π detLλ(x, ξ) = detπLλ(x, ξ) = det

(
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 A22 −A21A

−1
11 A12

)(
I A−1

11 A12

0 I

)
=
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= det

(
M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт 03n×n

0n×3n Φ1/2(2M +Λ)−1(Φ− λ(2M+Λ))Φ−1/2

)
=

= det Sт
ξ(M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт)Sξ det (2M +Λ)−1 det (Φ− λ(2M+Λ)) =

= det (M
⊗

|ξ|2Γт
ξΓξ + (M+Λ)

⊗
Γт
ξξξ

тΓξ) det (2M +Λ)−1 det (Φ− λ(2M+Λ)) =

= det (M
⊗

|ξ|2I3 + (M+Λ)
⊗

|ξ|2P1) det (2M +Λ)−1 det (Φ− λ(2M+Λ)) =

= (|ξ|2)3n det (2M +Λ) det2Mdet (2M+Λ)−1 det (Φ − λ(2M +Λ)) =

= (−1)n|ξ|6n det2Mdet (λ(2M +Λ)−Φ) 	= 0 (25)

для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R
3\{0}, если только λ /∈ ΛE. Лемма доказана.

Лемма 10. Задача (1) эллиптична при λ /∈ ΛE
⋃

ΛL, где

ΛL = {λ ∈ C : det (λ(3M+Λ)−Φ) = 0, x ∈ ∂Ω}.

Доказательство. Прежде всего будем считать, что λ /∈ ΛE, поскольку по лемме 9 на мно-
жестве ΛE оператор Lλ(x,D) теряет эллиптичность и, следовательно, задача (1) не является
эллиптической (см. определение 3). Дальнейшее доказательство разобьём на несколько шагов.
1. Зафиксируем z0 ∈ ∂Ω и введём в окрестности этой точки локальную систему коорди-

нат, как описано в п. 3. Запишем операторную матрицу системы (1) в локальной системе
координат и выделим из неё главную часть, которая представляет собой операторную мат-
рицу системы (20), записанную в локальной системе координат. Главный символ последней
системы имеет вид (21) с заменой ξ на α (см. (19) и лемму 7). При этом detπLλ(0, ξ

′, ξ3) вы-
числяется по формуле (25) с заменой |ξ|2 на αтα = ξ′2 + ξ23 . Уравнение detπLλ(0, ξ

′, ξ3) = 0
имеет 3n-кратные ξ3-корни ξ3 = ±i|ξ′| (см. (25)).
2. Найдём выражение для подынтегральной матрицы в определении 3. Обозначим

πLλ(0, ξ
′, ξ3) =

(
M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ααт Φ1/2

⊗
iα

Φ1/2
⊗

iαт −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(26)

и найдём матрицу, обратную к πLλ(0, ξ
′, ξ3), с помощью факторизации (16) при E1 = C

3n,
E2 = C

n. С учётом αтα = (βт + ξ3N
т)(β + ξ3N) = βтβ + ξ23 = ξ′2 + ξ23 = |ξ|2 (см. (19)) непо-

средственными вычислениями проверяется (см. (2) и замечание 1), что

A−1
11 = (M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ααт)−1 =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M +Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ααт). (27)

Отсюда следуют (см. аналогичные вычисления в (23)) равенства

D−1
2 = (A22 −A21A

−1
11 A12)

−1 = (Φ1/2(2M+Λ)−1(Φ− λ(2M+Λ))Φ−1/2)−1 =

= Φ1/2(Φ− λ(2M+Λ))−1(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1. (28)

Из (26)–(28) имеем
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 =

= A−1
11 +A−1

11 (Φ
1/2 ⊗ iα)Φ1/2(Φ − λ(2M +Λ))−1(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1(Φ

1/2 ⊗ iαт)A−1
11 =

= A−1
11 −A−1

11 Φ(Φ− λ(2M+Λ))−1(2M+Λ)
⊗

ααт ×

× 1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ααт) =
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= A−1
11 −A−1

11

1

|ξ|2 Φ(Φ− λ(2M +Λ))−1 ⊗ααт =

= A−1
11 − 1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3− (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ααт)

1

|ξ|2 Φ(Φ−λ(2M+Λ))−1 ⊗ααт =

= A−1
11 − 1

|ξ|4 (2M+Λ)−1Φ(Φ− λ(2M +Λ))−1 ⊗ααт =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M +Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ααт)−

− 1

|ξ|4 (2M +Λ)−1Φ(Φ− λ(2M+Λ))−1 ⊗ααт =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1((M+Λ)M−1 +Φ(Φ− λ(2M+Λ))−1)

⊗
ααт) =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M +Λ)−1((M+Λ)M−1 +

+ (Φ− λ(2M +Λ) + λ(2M +Λ))(Φ − λ(2M +Λ))−1)
⊗

ααт) =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3− (2M+Λ)−1((M+Λ)M−1+ In+λ(2M+Λ)(Φ−λ(2M+Λ))−1)

⊗
ααт) =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (M−1 + λ(Φ− λ(2M+Λ))−1)

⊗
ααт) =

=
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (Φ− λ(2M+Λ))−1(Φ− λ(M+Λ))M−1 ⊗ααт), (29)

−A11A12D
−1
2 = − 1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ααт)(Φ1/2 ⊗ iα) ×

×Φ1/2(Φ− λ(2M+Λ))−1(2M +Λ)Φ−1/2 ⊗ I1 =

= − i

|ξ|2 (M
−1 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1)Φ(Φ− λ(2M+Λ))−1(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗α =

= − i

|ξ|2 (2M+Λ)−1Φ(Φ− λ(2M+Λ))−1(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗α =

= − i

|ξ|2 (Φ
1/2(2M +Λ)−1(Φ− λ(2M +Λ))Φ−1(2M +Λ))−1 ⊗α =

= − i

|ξ|2 (Φ
1/2 − λΦ−1/2(2M+Λ))−1 ⊗α = − i

|ξ|2 (Φ− λ(2M+Λ))−1Φ1/2 ⊗α. (30)

Из определения 3 с учётом представления (26), факторизации (16) и формул (29), (30)
теперь следует, что для доказательства эллиптичности задачи (1) требуется показать, что
ранг следующей матрицы равен 3n :

∫
γ+

πB(0, ξ′, ξ3)(πLλ(0, ξ
′, ξ3))

−1(I4n, ξ3I4n) dξ3 =

=

∫
γ+

(I3n, 03n×n)

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A11A12D

−1
2

∗n×3n ∗n×n

)
(I4n, ξ3I4n) dξ3 =
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=

∫
γ+

(
1

|ξ|4 (M
−1 ⊗ |ξ|2I3 − (Φ− λ(2M+Λ))−1(Φ− λ(M+Λ))M−1 ⊗ααт),

− i

|ξ|2 (Φ− λ(2M+Λ))−1Φ1/2 ⊗α

)
(I4n, ξ3I4n) dξ3. (31)

Здесь γ+ – спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий в положительном
направлении точку ξ3 = i|ξ′|, а символами ∗n×3n, ∗n×n обозначены несущественные для вы-
числений матрицы соответствующих размеров.
3. Проведём вспомогательные вычисления. Пусть N, P, C – матрицы размера n× n.

Из (19) следует, что ααт = (β + ξ3N)(βт + ξ3N
т) = ββт + ξ3(βN

т +Nβт) + ξ23NNт. Используя
формулы из леммы 8, теперь вычислим

M :=

∫
γ+

(
1

|ξ|4 (N
⊗

|ξ|2I3 +P
⊗

ααт),
1

|ξ|2 C
⊗

α

)
(I4n, ξ3I4n) dξ3 =

=

∫
γ+

(
N

⊗ 1

|ξ|2 I3 +P
⊗ 1

|ξ|4 αα
т,C

⊗ 1

|ξ|2 α,N
⊗ ξ3

|ξ|2 I3 +P
⊗ ξ3

|ξ|4 αα
т,C

⊗ ξ3
|ξ|2 α

)
dξ3 =

=

∫
γ+

(
N

⊗ 1

|ξ|2 I3 +P
⊗[

1

|ξ|4 ββ
т +

ξ3
|ξ|4 (βN

т +Nβт) +
ξ23
|ξ|4 NNт

]
,C

⊗[
ξ3
|ξ|2 β +

ξ23
|ξ|2 N

]
,

N
⊗ ξ3

|ξ|2 I3 +P
⊗[

ξ3
|ξ|4 ββ

т +
ξ23
|ξ|4 (βN

т +Nβт) +
ξ33
|ξ|4 NNт

]
,C

⊗[
ξ23
|ξ|2 β +

ξ33
|ξ|2 N

])
dξ3 =

=

(
N

⊗ π

|ξ′| I3 +P
⊗[

π

2|ξ′|3 ββ
т +

π

2|ξ′| NNт
]
,C

⊗[
π

|ξ′| β + πiN

]
,

N
⊗

πiI3 +P
⊗[

π

2|ξ′|(βN
т +Nβт) + πiNNт

]
,C

⊗
(πiβ − π|ξ′|N)

)
. (32)

Через Γα := (|ξ′|−1β,a⊥, N) обозначим матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ′|−1β,
a⊥, N, где a⊥ ортогонален β и N, а |a⊥| = 1. Непосредственной проверкой доказываются
следующие формулы:

Γт
αΓα = I3, Γт

αβ = (|ξ′|, 0, 0)т =: |ξ′|e1, Γт
αN = (0, 0, 1)т =: e3,

Γт
αββ

тΓα = diag (|ξ′|2, 0, 0) =: |ξ′|2P1, Γт
αNNтΓα = diag (0, 0, 1) =: P3. (33)

Обозначим Sα := In
⊗

Γα, тогда Sт
αSα = In

⊗
I3 = I3n. Из (32), (33) найдём

N := Sт
αMdiag (Sα, In

⊗
I1,Sα, In

⊗
I1) =

(
π

|ξ′| [N
⊗

I3 +
1

2
P

⊗
(P1 + P3)], πC

⊗
(e1 + ie3),

πi[N
⊗

I3 +
1

2
P

⊗
(2P3 − i(e1e

т
3 + e3e

т
1))], πi|ξ′|C

⊗
(e1 + ie3)

)
. (34)

Далее несложно вычислить, что спектр матрицы 2P3 − i(e1e
т
3 + e3e

т
1) состоит из собствен-

ного значения λ = 0 кратности один и собственного значения λ = 1 кратности два. Обозначим
через T матрицу, столбцами которой являются собственные элементы, а также соответствую-
щий присоединённый элемент матрицы 2P3 − i(e1e

т
3 + e3e

т
1), отвечающий точке λ = 1. Тогда

T =

⎛
⎝0 1/

√
2 1/

√
2

1 0 0
0 i/

√
2 −i/

√
2

⎞
⎠, T−1 =

⎛
⎝ 0 1 0
1/
√
2 0 −i/

√
2

1/
√
2 0 i/

√
2

⎞
⎠.
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Непосредственно проверяются следующие соотношения (см. (33)):

T−1(2P3 − i(e1e
т
3 + e3e

т
1))T =

⎛
⎝0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞
⎠,

T−1(P1 + P3)T =

⎛
⎝0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠, T−1(e1 + ie3) =

√
2

⎛
⎝0
1
0

⎞
⎠. (35)

Из (34), (35) имеем

S := (In
⊗

T−1)N diag (In
⊗

T, In
⊗

I1, In
⊗

T, In
⊗

I1) =

=

⎛
⎝ π

|ξ′|

[
N

⊗
⎛
⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠+

1

2
P

⊗
⎛
⎝0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠]

, π
√
2C

⊗
⎛
⎝0
1
0

⎞
⎠ ,

πi

[
N

⊗
⎛
⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠+

1

2
P

⊗
⎛
⎝0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞
⎠]

, πi
√
2|ξ′|C

⊗
⎛
⎝0
1
0

⎞
⎠
⎞
⎠ . (36)

Матрица S имеет размер 3n × 8n. Из теоремы Лапласа о вычислении определителей сле-
дует, что любой минор матрицы S порядка 3n, который может быть отличен от нуля, непре-
менно содержит в качестве множителя определитель det (N+ 1/2P). Таким образом, если
det (N+ 1/2P) = 0, то rankS < 3n. С другой стороны, рассматривая минор матрицы S, со-
ставленный из 3n строк и первых 3n столбцов, найдём, что

det
π

|ξ′|

(
N

⊗
I3 +

1

2
P

⊗
(I3 − P1)

)
=

π3n

|ξ′|3n detN det2
(
N+

1

2
P

)
	= 0

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только detN 	= 0 и det (N+ 1/2P) 	= 0.

Из проведённых рассуждений и равенств rankM = rankN = rankS (см. (32), (34), (36))
следует, что rankM = 3n для любого ξ′∈R

2\{0}, если только detN 	=0 и det (N+ 1/2P) 	=0.
4. Применим проведённые рассуждения к матрице (31), являющейся частным случаем мат-

рицы M. Соответствующие матричные компоненты N, P, C легко определяются из срав-
нения M и матрицы (31). Учитывая, что detN = detM−1 	= 0,

det

(
N+

1

2
P

)
= det

(
M−1 − 1

2
(Φ− λ(2M+Λ))−1(Φ− λ(M+Λ))M−1

)
=

= det

(
1

2
(Φ− λ(2M+Λ))−1(Φ− λ(3M+Λ))M−1

)
=

det (Φ− λ(3M+Λ))

2n detMdet (Φ− λ(2M+Λ))
	= 0

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL, найдём, что ранг матрицы (31) равен 3n для

любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL (при этом также λ /∈ ΛE , как отмечено в начале

доказательства). По определению 3 задача (1) эллиптична при λ /∈ ΛE
⋃

ΛL. Лемма доказана.
Лемма 11. Справедливо равенство σess(A) = ΛE

⋃
ΛL. Множество C\σess(A) состоит

из регулярных точек и изолированных собственных значений конечной кратности опера-
тора A.

Доказательство. Из определения 1, лемм 9, 10 и результатов [9] следует формула для
существенного спектра оператора A. Далее, в лемме 5 доказано, что оператор A является
максимальным аккретивным оператором. Следовательно, оператор A− λI непрерывно обра-
тим при отрицательных λ и его дефект и индекс равны нулю. Множество C\σess(A), очевид-
но, является связным. Отсюда и из теоремы об устойчивости индекса и дефекта замкнутого
оператора (см. [13, гл. 4, § 5, п. 2, теорема 5.17] или [18, гл. 17, § 2, теорема 2.1]) следует, что
множество C\σess(A) состоит из регулярных точек и изолированных собственных значений
конечной кратности оператора A. Лемма доказана.
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5. Локализация и асимптотика дискретного спектра оператора A. Доказательство
факта, что невещественный спектр оператора A (или оператора A−1, если он существует)
состоит из конечного числа симметричных относительно вещественной оси пар собственных
значений конечной кратности, состоит в проверке принадлежности оператора A−1 классу
Хелтона: A−1 ∈ (H) (см. [23, гл. III, § 5, определение 5.1, следствие 5.21]). Чтобы не приводить
здесь множество сопутствующих определений и терминов, сформулируем желаемое следствие
из [23, гл. III, § 5, следствие 5.21 и пример 5.23] в виде следующего предложения.

Предложение. Определим в гильбертовом пространстве H = H1
⊕

H2 оператор

T =

(
T1 0
0 T2

)
+

(
S1 −S∗

3
S3 S2

)
, T1 = T ∗

1 ∈ L(H1), T2 = T ∗
2 ∈ L(H2),

S1 = S∗
1 ∈ S∞(H1), S2 = S∗

2 ∈ S∞(H2), S3 ∈ S∞(H1,H2).

Пусть σ(T1)
⋂

σ(T2) = ∅. Тогда невещественный спектр оператора T состоит из конечного
числа комплексно-сопряжённых собственных значений конечной алгебраической кратности.

Лемма 12. Невещественный спектр оператора A состоит из конечного числа комплекс-
но-сопряжённых собственных значений конечной алгебраической кратности.

Доказательство. Покажем, что KerA = {0}. Предположим противное, тогда существует
такой элемент 0 	= ξ = (u, ρ)т ∈ D(A), что (см. лемму 5)

Aξ =

(
A1/2(A1/2u+Q∗ρ)

−QA1/2u

)
=

(
0
0

)
.

Отсюда следует, что (ρ,QA1/2u)H2 = 0, а значит, (A1/2(A1/2u+Q∗ρ),u)H1 = ‖A1/2u‖2H1
= 0 и

u = 0. Тогда A1/2Q∗ρ = 0, а значит, ρ = 0, так как KerQ∗ = {0} (см. лемму 3, (9) и лемму 4).
Таким образом, точка λ = 0 не является собственным значением оператора A. По лем-

ме 11 точка λ = 0 – регулярная точка оператора A : 0 ∈ ρ(A). Отсюда и из второй фак-
торизации в лемме 5 следует, что (неотрицательный) оператор QQ∗ является положительно
определённым в H2, а значит, существует (QQ∗)−1 ∈ L(H2).
Из второй факторизации в лемме 5 теперь найдём, что

A−1 =

(
0 0
0 (QQ∗)−1

)
+

(
A−1 −A−1/2Q∗(QQ∗)−1QA−1/2 −A−1/2Q∗(QQ∗)−1

(QQ∗)−1QA−1/2 0

)
.

Из представления A = L+ T , лемм 1 и 2 следует, что A−1 ∈ S∞(H1). Таким образом,
оператор A−1 имеет структуру оператора T из предложения. Утверждение леммы теперь
следует из σ((QQ∗)−1)

⋂
{0} = ∅ и предложения. Лемма доказана.

Лемма 13. Спектр оператора A содержит подпоследовательность собственных значе-
ний с асимптотическим поведением (4), (5).

Доказательство. 1. Покажем, что собственные значения оператора L имеют асимптоти-
ческое распределение

λk(L) = c−2/3k2/3(1 + o(1))

при k → ∞ с константой c, определённой формулой (5).
Действительно, указанная асимптотическая формула следует из работы [24, § 1, п. 3] с

константой
c =

1

24π3

∫
Ω

dΩ

∫
|ξ|=1

tr {(a−1/2
0 b0a

−1/2
0 )3/2} dS(ξ), (37)

где a0 := M
⊗

|ξ|2I3 + (M+Λ)
⊗

ξξт, b0 := R
⊗

I3. Учитывая, что

tr {(a−1/2
0 b0a

−1/2
0 )3/2} = tr {(a1/20 b−1

0 a
1/2
0 )−3/2} = tr {(b−1/2

0 a0b
−1/2
0 )−3/2},
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вычислим собственные значения матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 . Используя (24) и теорему Лапласа о

вычислении определителей, найдём соответствующее характеристическое уравнение

det (b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 − λI3n) = det (R−1/2(M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт − λR

⊗
I3)R

−1/2) =

= det2R−1/2 det ((In
⊗

Γт
ξ)(M

⊗
|ξ|2I3 + (M+Λ)

⊗
ξξт − λR

⊗
I3)(In

⊗
Γξ)) =

= detR−1 det (M
⊗

|ξ|2I3 + (M+Λ)
⊗

|ξ|2P1 − λR
⊗

I3) =

= |ξ|6n detR−1 det (M
⊗

I3 + (M+Λ)
⊗

P1 −R
⊗

λ|ξ|−2I3) =

= |ξ|6n detR−1 det ((2M+Λ)− λ|ξ|−2R) det2(M− λ|ξ|−2R) = 0.

Отсюда следует, что спектр матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 состоит из трёх множеств:

{λ(1)
k = |ξ|2λk(R

−1/2(2M +Λ)R−1/2), λ
(2)
k = λ

(3)
k = |ξ|2λk(R

−1/2MR−1/2)}nk=1,

где λk(R
−1/2(2M +Λ)R−1/2), λk(R

−1/2MR−1/2), k = 1, n, – собственные значения соответ-
ствующих матриц. Из (37) и проведённых рассуждений теперь найдём, что

c =
1

24π3

∫
Ω

dΩ

∫
|ξ|=1

( n∑
k=1

(λ
(1)
k )−3/2 + 2

n∑
k=1

(λ
(2)
k )−3/2

)
dS(ξ) =

=
1

24π3

∫
Ω

(tr (R−1/2(2M+Λ)R−1/2)−3/2 + 2 tr (R−1/2MR−1/2)−3/2) dΩ

∫
|ξ|=1

dS(ξ)

|ξ|3 =

=
1

6π2

∫
Ω

(tr (R−1/2(2M+Λ)R−1/2)−3/2 + 2 tr (R−1/2MR−1/2)−3/2) dΩ.

2. Из представления A = L+ T = (I + TL−1)L вытекает, что оператор A является слабым
возмущением оператора L. Отсюда и из степенной асимптотики собственных значений опе-
ратора L следует (см., например, [25]), что главные члены асимптотик собственных значений
этих операторов совпадают.
Из (13) следует, что собственные значения оператора A и оператор-функции L(λ) сов-

падают. Наличие же у оператор-функции (пучка операторов) L(λ) последовательности соб-
ственных значений с указанным в лемме асимптотическим распределением следует из теоремы
о сравнении спектров [25, теорема 1.2]. Лемма доказана.
Утверждения сформулированной выше теоремы следуют из лемм 11–13.
Заключение. Исследован спектр оператора в задаче о нормальных колебаниях гомоген-

ной смеси нескольких вязких сжимаемых жидкостей, заполняющих ограниченную область
трёхмерного пространства с бесконечно гладкой границей. Доказано, что существенный спектр
задачи представляет собой конечный набор отрезков, расположенных на действительной оси.
Оставшийся спектр состоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической
кратности и расположен на действительной оси, за исключением, быть может, конечного числа
комплексно-сопряжённых собственных значений. Спектр задачи содержит подпоследователь-
ность собственных значений с предельной точкой в бесконечности и степенным асимптотиче-
ским распределением. Отсюда следует, в частности, что в рассматриваемой модели существует
не более конечного числа осциллирующих собственных колебательных режимов. Все осталь-
ные собственные колебания являются апериодически затухающими. Можно показать, что если
нижние грани матриц вязкостей будут “достаточно большими”, то осциллирующих режимов
вообще не будет. Аналогичные факты, как известно, имеют место и для однокомпонентной
вязкой сжимаемой жидкости.
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Далее, опираясь на доказанные результаты, предполагается исследовать задачу о малых
движениях описанной системы, решить задачу о вынужденных колебаниях, а также обосно-
вать разложение решений эволюционной задачи по системе корневых элементов оператора A
в предположении постоянства стационарных плотностей.
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10. Faierman M., Fries R.J., Mennicken R., Möller M. On the essential spectrum of the linearized Navier–
Stokes operator // Integr. Equat. Oper. Theory. 2000. V. 38. № 1. P. 9–27.

11. Atkinson F.V., Langer H., Mennicken R., Shkalikov A.A. The essential spectrum of some matrix
operators // Math. Nachr. 1994. V. 167. P. 5–20.

12. Ректорис К. Вариационные методы в математической физике и технике. М., 1985.
13. Като Т. Теория возмущений линейных операторов. М., 1972.
14. Солонников В.А. Об общих краевых задачах для систем, эллиптических в смысле А. Даглиса–

Л. Ниренберга. II // Тр. Мат. ин-та имени В.А. Стеклова. 1966. Т. 92. С. 233–297.
15. Mennicken R., Shkalikov A.A. Spectral decomposition of symmetric operator matrices // Math. Nachr.

1996. V. 179. P. 259–273.
16. Азизов Т.Я., Копачевский Н.Д., Орлова Л.Д. Эволюционная и спектральная задачи, порождённые

проблемой малых движений вязкоупругой жидкости // Тр. Санкт-Петербургского мат. о-ва. 1988.
Т. 6. С. 5–33.

17. Крейн С.Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. М., 1967.
18. Gohberg I., Goldberg S., Kaashoek M.A. Classes of Linear Operators. V. 1. Basel; Boston; Berlin, 1990.
19. Волевич Л.Р. Разрешимость краевых задач для общих эллиптических систем // Мат. сб. 1965.

Т. 68 (110). № 3. С. 373–416.
20. Кожевников А.Н. Функциональные методы математической физики. М., 1991.
21. Kozhevnikov A., Skubachevskaya T. Some applications of pseudo-differential operators to elasticity

// Hokkaido Math. J. 1997. V. 26. № 2. P. 297–322.
22. Ланкастер П. Теория матриц. М., 1973.
23. Азизов Т.Я., Иохвидов И.С. Основы теории линейных операторов в пространствах с индефинитной

метрикой. М., 1986.
24. Бирман М.Ш., Соломяк М.З. Асимптотика спектра дифференциальных уравнений // Итоги науки

и техн. Сер. Мат. анализ. 1977. Т. 14. № 11. C. 5–58.
25. Маркус А.С., Мацаев В.И. Теорема о сравнении спектров и спектральная асимптотика для пучка

М.В. Келдыша // Мат. сб. 1984. Т. 123 (165). № 3. С. 391–406.

Крымский федеральный университет Поступила в редакцию 22.12.2022 г.
имени В.И. Вернадского, После доработки 18.02.2023 г.
г. Симферополь Принята к публикации 24.02.2023 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 4 2023



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2023, том 59, № 4, с. 483–493

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.22

ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА С СИНГУЛЯРНЫМ

ΔB-ОПЕРАТОРОМ КИПРИЯНОВА

c© 2023 г. Л. Н. Ляхов, Ю. Н. Булатов,
С. А. Рощупкин, Е. Л. Санина

Функции, удовлетворяющие уравнению Лапласа для ΔB -оператора Киприянова, называ-
ются K -гармоническими. В работе приведены и доказаны следующие свойства K -гармо-
нических функций: интегральное представление типа Грина C2-функций, теорема о сфе-
рическом среднем, принцип максимума. В качестве следствия доказана единственность
решения внутренней и внешней задач Дирихле.

DOI: 10.31857/S0374064123040052, EDN: ANDKDD

1. Основные обозначения и определения. Через Rn будем обозначать евклидово
пространство точек x = (x1, . . . , xn), а через R

+
n – n-полупространство, определённое нера-

венствами xi > 0, i = 1, n. Пусть мультииндекс −γ = (−γ1, . . . ,−γn) имеет фиксированные
отрицательные параметры: −1 < −γi < 0. Сингулярный дифференциальный оператор

ΔB−γ =
n∑

i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
− γi

xi

∂

∂xi
= xγi

∂

∂xi

(
x−γi

∂

∂xi

)
, γi > 0,

называется оператором Киприянова [1]. Данный оператор целесообразно применять к функ-
циям, чётным по каждой координате своего аргумента, так как в этом случае существует

lim
xi→0

1

xi

∂u

∂xi
=

∂2u(x)

∂x2i

∣∣∣∣
xi=0

.

Пусть Ω+ ⊂ R
+
n . Учитывая особенность операторов Бесселя, будем полагать, что область

Ω+ прилегает к сингулярным координатным гиперплоскостям xi = 0, i = 1, n, операто-
ра ΔB. Тогда граница области Ω+ состоит из двух частей: Γ+ ∈ R

+
n и Γ0 ∈ R

+
n . Область Ω =

= Ω+
⋃

Ω− получена объединением Ω+ со своими зеркальными отражениями от координат-
ных гиперплоскостей xi = 0. Граница Γ области Ω предполагается гладкой в окрестности
Γ
⋂

Γ0 (условие гладкости границы И.А. Киприянова [2, § 3.1]). Это условие также предпола-
гает, что рассматриваемые функции в области Ω+ должны иметь гладкое чётное продолжение
через границу Γ0 по отношению к каждой координате xi. В связи с этим вводим следующее

Определение 1. Функцию f = f(x), определённую в m-полупространстве R
+
m ⊂ Rn

(m � n), будем называть m-чётной (по Киприянову), если она допускает чётное продолжение
по каждой из координат xi ∈ R

+
m, i = 1,m, своего аргумента с сохранением класса функций

своей принадлежности.
В частности, если u ∈ Ck(xi∈[0,∞)), то u – i-чётная функция, если все её производные по

xi, i = 1, n, нечётного порядка � � k равны нулю при xi = +0. Такое определение чётности
введено в монографии [2, с. 21]. Функции, удовлетворяющие определению 1, принято называть
чётными по Kиприянову.
Из определения 1 вытекает, что каждую из областей Ω+ и Ω−, как правило, удобно счи-

тать частично замкнутыми, т.е. считать границу Γ0 границей симметрии, и поэтому полагаем
Ω+ = Ω+

⋃
Γ0 и Ω− = Ω−⋃

Γ0. Точки, принадлежащие Ω+ = Ω+
⋃

Γ0 или Ω− = Ω− ⋃
Γ0,
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будем называть s-внутренними. Аналогично подобласть Ω+
∗ = Ω+

∗
⋃

Γ0
∗ области Ω+, имею-

щую общую границу Γ0
∗ ⊂ Γ0, будем называть s-подобластью области Ω+. Это же касается

и соответствующей подобласти области Ω−.
Заметим также, что гладкость границы Γ области Ω = Ω+

⋃
Ω− в окрестности сингуляр-

ных гиперплоскостей xi = 0 связана с возможностью корректно ввести локальные координаты
с центром в точках пересечения границы Γ с координатной гиперплоскостью xi = 0, i = 1, n.

Определение 2. Функция u ∈ C2(Ω+)
⋂

C1(Ω+) называется K-гармонической функцией
в области Ω+, если ΔB−γu = 0 в каждой точке Ω+.
Важную роль в наших рассуждениях играет многомерный T-псевдосдвиг

T
yf(x) =

n∏
i=1

T
yi
xi
f(x), x, y ∈ R

+
n ,

одномерные составляющие которого определены в [3] формулами

T
yi
xi
f(x) =

Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

π∫
0

(xiyi)
γi+1f(xi

αi→ yi, x
i)

(xi
αi→ yi)γ+i+1

sinγi+1 αi dαi, (1)

где для сокращения записи положили

xi = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), xi
αi→ yi =

√
x2i + y2i − 2xiyi cosαi.

Конструкция (1) возникла в работе [3] в виде интегрального оператора, связывающего
решения u = Jμ сингулярного уравнения Бесселя B−γu(s) + t2u(s) = 0 разных аргументов
(s = xi и s = yi), в виде теоремы сложения Jμi -функций Бесселя

Jμ1(ξt)Jμ(ηt) = T
η
ξJμi(xit), μi =

γi + 1

2
.

Отметим, что оператор (1) связан с оператором обобщённого сдвига Пуассона [4]

T yi
xi
f(x) =

Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

π∫
0

f(xi
αi→ yi, x

i) sinγi+1 αi dαi

формулой
T
yi
xi

= (xiyi)
γi+1T yi

xi
(x

−(γi+1)
i f(xi, x

i)),

которая, по сути, и применяется в статье [3].
Основным свойством T-псевдосдвига, используемым в этой работе, является равенство∗)

B−γiT
yi
xi
f(x) = T

yi
xi
B−γif(x),

из которого в многомерном случае вытекает теорема о коммутируемости T-псевдосдвига и
оператора Киприянова ΔB−γ :

ΔB−γT
yf(x) = T

yΔB−γf(x), x, y ∈ R
+
n .

Введём весовую билинейную форму

(u, v)−γ =

∫

R
+
n

u(x)v(x)x−γ dx, x−γ =

n∏
i=1

x−γi
i

∗) Для обобщённых сдвигов, определяемых формулой Пуассона [4], это свойство доказано в книге [2, фор-
мула (1.8.5)] и в общем случае в работе [5].
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на функциональном пространстве Lγ
2 = {f(x) : x−γf(x) ∈ R

+
n } (обычно называемым про-

странством Лебега–Киприянова).
Операторы T-псевдосдвига и оператор Киприянова ΔB−γ симметричны (см. [3]) в следу-

ющем смысле:

(ΔB−γu, v)−γ = (u,ΔB−γv)−γ , (Tyu(x), v(x))−γ = (u,Tyv(x))−γ .

Более востребованным в этих исследованиях оказался оператор
∗
T

y = xγ+1
T
y, (2)

где xγ+1 =
∏n

i=1 x
γi+1
i , γi+1 > 1, одномерные составляющие которого определены равенством

∗
T

yi
xi
f(x) =

Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

π∫
0

yγi+1
i f(xi

αi→ yi)

(xi
αi→ yi)γi+1

sinγi+1 αi dαi. (3)

Б.М. Левитан ввёл понятие “оператора обобщённого сдвига”, который должен удовлетво-
рять четырём условиям (см. [6, с. 17–18]). Оператор (1) не удовлетворяет условиям 2◦ и 4◦ из
этой книги∗), поэтому называется (как и в [3]) T-псевдосдвигом. Но он симметричен: Ty

x = T
x
y ,

что важно при исследовании свёрток В.А. Какичева на основе T-псевдосдвига (см. [7, 8]).
Оператор

∗
T

yi
xi , напротив, не симметричен, но удовлетворяет условию 2◦, где роль “еди-

ничного” элемента играет точка xi = 0, т.е. именно для этой точки выполнено равенство
∗
T

yf(0) = f(y).

Доказательство достаточно просто следует из формулы (1), поскольку

(xi
αi→ yi)|xi=0 =

√
y2i = yi > 0.

Условие 4◦ Б.М. Левитана в определении оператора
∗
T в нашей работе заменено более простым

в доказательстве условием ограниченности интегрируемой функции: если f(xi, x
i) ∈ C (xi ∈

∈ [0,∞)) и max
xi∈[0,∞)

f(x) = M, то max
xi∈[0,∞)

∗
T

yf(x) = M. Это утверждение доказано далее в

лемме 3.
Отметим, что в более ранних работах Б.М. Левитана условием 4◦ было именно условие

“ограниченности в лебеговых классах функций” (см., например, работу [9]).
На основе изложенного выше будем называть оператор (2) обобщённым

∗
T-сдвигом. По-ви-

димому,
∗
T-сдвиг принадлежит классу обобщённых сдвигов Б.М. Левитана (т.е. выполняются

все условия 1◦– 4◦ [6]), но в рамках этих исследований необходимо лишь условие ограничен-
ности

∗
T-сдвига непрерывной функции.

2. K-формулы Грина. Многие свойства K-гармонических функций вытекают из соот-
ветствующих аналогов формул Грина, отвечающих оператору ΔB−γ (K-формулы Грина).
Пусть u и v – n-чётные функции, принадлежащие классу функций C2(Ω+)

⋂
C1(Ω+), и

x−γ =
∏n

i=1 x
−γi
i , −i < −γi < 0.

Утверждение. Для ΔB−γ оператора Киприянова справедлива первая K-формула Грина
∫
Ω+

vΔB−γux
−γ dx = −

∫
Ω+

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
x−γ dx+

∫
Γ+

v
∂u

∂ν
x−γ dΓ+, (4)

где ν – направление внешней нормали к границе Γ+ области Ω+.

∗) Условие 2◦. Функция f ∈ C и существует “единичный” элемент s0 такой, что T s0f(t) = f(t).
Условие 4◦. Функция f ∈ C, тогда F (s, t) = T sf(t) непрерывна по совокупности точек (s, t).
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Доказательство. Имеем

∫
Ω+

vΔB−γux
−γ dx =

∫
Ω+

v

( n∑
i=1

xγii
∂

∂xi
x−γi
i

∂u

∂xi

) n∏
k=1

x−γk
k dx =

∫
Ω+

v

( n∑
i=1

∂

∂xi
x−γi

∂u

∂xi

) n∏
k=1
k �=i

x−γk
k dx.

Применив формулу интегрирования по частям, получим

∫
Ω+

vΔB−γux
−γ dx =

∫
Γ+

v

( n∑
i=1

x−γi
∂u

∂xi
cos(ν, xi)

) n∏
k=1
k �=i

x−γk
k dΓ+ −

−
∫
Ω+

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk
xγ dx =

∫
Γ+

v
∂u

∂ν

n∏
k=1

x−γk
k dΓ+ −

∫
Ω+

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk
xγ dx.

Утверждение доказано.
Приведём несколько простых следствий из равенства (4).
Если в (4) u = v, то

∫
Ω+

uΔB−γux
−γ dx = −

∫
Ω+

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

x−γ dx+

∫
Γ+

u
∂u

∂ν
x−γ dx. (5)

Если в (4) v = 1, тогда
∫
Ω+

ΔB−γux
−γ dx =

∫
Γ+

∂u

∂ν
x−γ dΓ+. (6)

Если в (6) функция u K-гармоническая, то из определения 2 следует равенство
∫
Γ+

∂u

∂ν
x−γ dΓ+ = 0. (7)

Условие K-гармоничности. Если равенство (7) справедливо в любой s-подобласти об-
ласти Ω+, то u – K-гармоническая функция в Ω+.
Действительно, если функция u K-гармоническая в Ω+, то равенство (7) выполнено в

любой s-подобласти области Ω+, что с очевидностью вытекает из (6).
Наоборот, пусть равенство (7) выполняется в любой s-подобласти области Ω+. Тогда из (6)

следует, что ΔB−γu = 0 в любой s-внутренней точке области Ω+, т.е. выполнено требование
определения K-гармоничности функции u в области Ω+.
Формулы (5)–(7) называют следствиями из первой K-формулы Грина (4) (чаще просто

K-формулами Грина). Вторая K-формула Грина получается из (4) после интегрирования по
частям в объёмном интеграле и применения обычной формулы Грина:

∫
Ω+

(vΔB−γu− uΔBv)x
−γ dx =

∫
Γ+

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
xγ dΓ+.

3. Интегральное представление Грина n-чётных функций. В работе [1] получено
следующее представление оператора Киприянова в сферических координатах x = rθ, |θ = 1| :

ΔB−γ = Bn−|γ|−1 −
1

r2
ΔB−γ (θ), (8)
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где

Bn−|γ|−1 =
∂2

∂r2
+

n− |γ| − 1

r

∂

∂r
,

а ΔB−γ (θ) – оператор Киприянова–Бельтрами на сфере.
Используя (8), нетрудно доказать, что функция v = |x|2−n+|γ| при n − |γ| > 2 и |x| 	= 0

является K-гармонической. Действительно, переходя в выражении ΔB−γ |x|2−n+|γ| к сфери-
ческим координатам, с учётом (8) получим

ΔB−γ |x|2−n+|γ| = Bn−|γ|−1r
2−n+|γ| = ((2−n+|γ|)(1−n+|γ|) + (2−n+|γ|)(n−|γ|−1))r−n+|γ| = 0.

Функция |x|2−n+|γ| при n − |γ| > 0 называется сингулярным (элементарным) решением
оператора Киприянова ΔB−γ . Если же n − |γ| � 2, то сингулярным решением будет функ-
ция |x|2−n+|γ| ln |x|, что проверяется аналогично. Полученные далее результаты справедливы
для обоих сингулярных решений. Однако мы приведём доказательство наиболее простого в
описании случая, а именно n− γ > 2.

4. Основные леммы о T-сдвиге. Напомним, что многомерный T-сдвиг определён вы-
ражением (2), поэтому достаточно рассмотреть одномерный случай T-сдвига.

4.1. Перестановочность T-сдвига.
Лемма 1. Если f и g – функции, суммируемые с весом x−γ , то

(
∗
T

yf(x), g(y))−γ = (f(y),
∗
T

yg(x))−γ .

Доказательство. Учитывая, что −γ = 1− 2μ, имеем равенства

(f(y),
∗
T

yg(x))−γ = x−2μ

∞∫
0

π∫
0

(xy)2μf(y)
g(
√

x2 + y2 − 2xy cosα)

(
√

x2 + y2 − 2xy cosα)2μ
sin2μ αdα y1−2μ dy =

= x−2μ(Tyf(x), g(y))−γ = (
∗
T

yf(x), g(y))−γ .

Здесь использовалось свойство перестановочности T-псевдосдвига (см. [3]). Лемма доказана.
4.2. Коммутируемость с оператором B−γi

. Для удобства введём обозначение x =
= (xi, x

i).
Лемма 2. Пусть f – дважды непрерывно дифференцируемая i-чётная функция, 0 < γi <

< 1 и x−γf(x) ∈ L2(0,∞). Тогда

(B−γi)yi
∗
T

yi
xi
f(x) =

∗
T

yi
xi
B−γif(x).

Доказательство. Для T-псевдосдвига равенство

(B−γi)yiT
yi
xi
f(x) = T

yi
xi
(B−γ)xif(x)

вытекает из теоремы сложения J-функций Бесселя [3]. Отсюда получаем

(B−γi)yi
∗
T

yixif(x) = x−2μi
i (B−γi)yiT

yi
xi
f(x) = x

−2μi
i T

yi
xi
(B−γi)xif(y) =

∗
T

yi
x+iB−γif(x).

Лемма доказана.
Отметим, что леммы 1 и 2 в многомерном случае

∗
T

x =
∏n

i=1

∗
T

xi примут следующий вид.
Лемма 1′. Если f и g – функции, суммируемые с весом x−γ , то

(
∗
T

yf(x), g(y))−γ = (f(y),
∗
T

yg(x))−γ , x, y ∈ R
+
n .
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Лемма 2′. Пусть f – дважды непрерывно дифференцируемая i-чётная функция, 0 <
< γi < 1 и x−γf(x) ∈ L2(0,∞). Тогда

(ΔB−γ )y
∗
T

yf(x) =
∗
T

yΔB−γf(x), x, y ∈ R
n.

4.3. Ограниченность T-сдвига непрерывной функции.
Лемма 3. Пусть f ∈ C(Ω+). Если max

x∈Ω+
|f(x)| = M, то max

x∈Ω+
|
∗
T

yf(x)| = M.

Доказательство. Продолжим функции u и v нулём в область Ω+
1 = R

+
n \ Ω+.

Достаточно доказать это утверждение для одномерного T-сдвига. Наибольшее значение
выражение (3) принимает при xi = yi и αi → 0. Но при xi = yi

|
∗
T

yi
xi
f(x)| � Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

π∫
0

yγi+1
i M

(xi
αi→ yi)γ+1

∣∣∣∣
xi=yi

| sinαi|γ+1 dαi =

=
Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

π∫
0

M

|2(1− cosαi)|(γi+1)/2
| sinαi|γi+1 dαi =

= M
Γ((γi + 3)/2)

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)
· 2

π/2∫
0

cosγi+1 αi dαi = M,

поскольку, согласно определению B-функции Эйлера,

2

π/2∫
0

cosγi+1 αi dαi = B

(
γi + 2

2
,
1

2

)
=

Γ(1/2)Γ((γi + 2)/2)

Γ((γi + 3)/2)
.

Лемма доказана.
5. Представление Грина n-чётных функций. Учитывая симметричность T-сдвига в

R
+
n (лемма 1′) и его коммутируемость с ΔBγ -оператором Киприянова (лемма 2′), имеем

∫
Ω+

∗
T

yv(x)ΔB−γu(y)y
−γ dy =

∫
Ω+

v(y)
∗
T

y(ΔB−γu)(x)y
−γ dy =

∫
Ω+

v(y)(ΔB−γ )y
∗
T

yu(x)yγ dy.

В следующей теореме доказывается K-формула Грина представления n-чётных функций,
которая в нашем случае будет вытекать из правой части записанного выше равенства.

Теорема 1. Пусть n-чётная функция u ∈ C2(Ω+)
⋂

C1(Ω+), v = |x|2−n+|γ|, n− |γ| > 2,
и T – сдвиг, определённый в (2). Имеет место следующая формула Грина:

u(x) =
1

(n+|γ|−2)|S+
1 (n)|−γ

(∫
Γ+

(
v(y)

∂
∗
T

yu(x)

∂νy
−

∗
T

yu(x)
∂v(y)

∂ν

)
y−γ dΓ+ −

−
∫
Ω+

v(y)ΔB−γ

∗
T

yu(x)y−γ dy

)
. (9)

Доказательство. Поскольку функция y−γv = y−γ |y|2−n+|γ| при n > 2 имеет особенность
в начале координат (считается точкой Ω+

⋃
Γ0), то для применения K-формулы Грина (4)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 4 2023



ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ 489

необходимо вырезать из области Ω+ n-полушар |y| < ε. Полученную в результате область
обозначим Ω+

ε . Тогда

∫

Ω+
ε

v(y)(ΔB−γ )y
∗
T

yu(x)y−γ dy =

∫

Γ+
⋃

S+
ε (n)

v(y)
∂

∗
T

yu(x)

∂νy
y−γ

{
dΓ+

dS+

}
−

∫

Ω+
ε

n∑
i=1

∂v

∂y

∂
∗
T

yu(x)

∂y
y−γ dy.

Интегрирование по частям в последнем слагаемом правой части этого равенства даёт

∫

Ω+
ε

v(y)ΔB−γ

∗
T

yu(x)y−γ dy =

∫

Γ+
⋃

S+
ε (n)

v(y)
∂

∗
T

yu(x)

∂ν

{
dΓ+

dS+

}
−

−
∫

Γ+
⋃

S+
ε (n)

(
∂v(y)

∂ν

)
∗
T

yu(x)yγ
{

dΓ+

dS+

}
= I1 + I2. (10)

Здесь учитывалось, что ΔB−γv = 0 в области Ω+
ε .

Теперь в правой части (10) выделим интегрирование по поверхности n-полусферы S+
ε (n) :

∫

S+
ε (n)

v(y)
∂

∗
T

yu(x)

∂ν
y−γ dS+ −

∫

S+
ε (n)

∂v(y)

∂ν

∗
T

yu(x)y−γ dS+ = I1(ε) + I2(ε). (11)

Учитывая, что вектор нормали к сфере направлен вдоль радиуса, получаем

I1(ε) =

∫

S+
1 (n)

ε2−n−|γ|
(
∂

∗
T

rθu(x)

∂r

)∣∣∣∣
r=ε

(εθ)−γεn−1 dS1 = ε

∫

S+
1 (n)

∂
∗
T

rθu(x)

∂r

∣∣∣∣
r=ε

θ−γ dS1.

Отсюда, поскольку
∗
T

x-сдвиг – ограниченный оператор в пространстве непрерывно диффе-
ренцируемых функций (см. лемму 3), следует

lim
ε→0

I1(ε) = ε

∫

S+
1 (n)

∂
∗
T

rθu(x)

∂r

∣∣∣∣
r=ε

θ−γ dS1 = 0. (12)

Рассмотрим интеграл I2(ε). Имеем равенства

I2(ε) =

∫

S+
ε (n)

∂r2−n+|γ|

∂r

∣∣∣∣
r=ε

∗
T

yu(x)y−γ dSε = (2−n+|γ|)ε1−n−|γ|
∫

S+
1 (n)

∗
T

εθu(x)ε|γ|θ−γεn−1 dS1(n) =

= (2− n+ |γ|)
∫

S+
1 (n)

∗
T

εθu(x)θ−γ dS1 = (2− n+ |γ|)
∫

S+
1 (n)

∗
T

εθu(x)θ−γ dS1,

откуда находим

lim
ε→0

I2(ε) = (2− n+ |γ|)u(x)
∫

S+
1

θ−γ dS1 = (2− n− |γ|)|S+
1 (n)|−γu(x). (13)

Подставляя пределы (12) и (13) в (11), а затем переходя к пределу в (10) при ε → 0,
получаем равенство (9). Теорема доказана.
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6. Сферическое среднее K-гармонической функции. Из равенства (см. лемму 2)

ΔB−γ

∗
T

yf(x) =
∗
T

yu(x)ΔB−γf(x)

вытекает, что функции f и
∗
T

yf(x) одновременно K-гармонические.
Теорема 2. Пусть функция u(x) является K-гармонической в области Ω+ ⊂ R

+
n и

S+
r (n) – единичная n-полусфера с центром в начале координат, целиком лежащая в облас-

ти Ω+. Тогда
u(x) =

1

|S+
r (n)|γ

∫

S+
r (n)

∗
T

yu(x)y−γ dSr(y). (14)

Доказательство. Напомним, что по договоренности, принятой при определении облас-
ти Ω+, внутренней подобластью этой области является подобласть, возможно(!), прилегаю-
щая к границе Γ0. Вначале предположим, что хотя бы одна из координат центра шара не
нулевая, т.е. для некоторого i ∈ 1, n выполняется условие xi � 2δ > 0. Радиус сферы r
выбирается таким, чтобы вся сфера (разумеется, и шар) лежала в области K-гармоничности
функции u и начало координат при этом не оказалось на сфере радиуса r с центром в точке
x (т.е. выбираемый нами радиус r < δ или r > 2δ). Тогда |y| > 0 и, следовательно, функция
v = |y|2−n−|γ| бесконечно дифференцируема в любой точке сферы.
Для K-гармонической функции формула (9) примет вид

u(x) =
1

(n−|γ|−2)|S1(n)|−γ
×

×
∫

S1(n)

[
r2−n+|γ|

(
− ∂

∂r

∗
T

rθu(x)

)
−

∗
T

rθu(x)
−∂r2−n+|γ|

∂r

]
(rθ)−γrn−1 dS1(θ).

Так как шаг сдвига y = rθ не выводит функцию T
yu(x) за пределы области K-гармонично-

сти, то здесь исчезнет первое слагаемое (см. формулу (7)) и

u(x) =
1

|S1,x(n)|γ

∫
S1,x(n)

∗
T

rθu(x)(θ)−γ dS1(θ).

Отсюда с очевидностью следует (14).
Пусть теперь все координаты центра шара равны нулю. В этом случае в формуле пред-

ставления функции (9) отсутствует обобщённый сдвиг и нужно доказать формулу

u(0) =
1

|S1,0(n)|γ

∫
S1,0(n)

u(rθ)(θ)γ dS1(θ),

которая на самом деле уже известна. Её доказательство для одной особой переменной приве-
дено в работе [9] (см. также [10, 11]) и без особых затруднений переносится на многомерный
обобщённый сдвиг Пуассона. Теорема доказана.
Принципиальной особенностью формулы (14) является то, что интегрирование происходит

по n-полусфере с центром в начале координат, а точка интегрирования принадлежит сфе-
ре с центром в точке x ∈ Ω+, вообще говоря, не совпадающей с началом координат. Эта
особенность исчезает, если нет весовой нагрузки на оси координат, т.е. если все γi = 0.
Имеет место теорема о среднем при интегрировании по n-полушару в R

+
n (ср. [12]).

Теорема 3. Пусть функция u является K-гармонической в области Ω+⊂ R
+
n и S+

r (n) –
единичная n-полусфера с центром в начале координат, целиком лежащая в Ω+. Тогда

u(x) =
n+ |γ|

|ШR(n)|γ

∫
|x|<R

∗
T

rθu(x)xγ dSr, (15)
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где ШR(n) = {x : |x| < R}+ – n-полушар в R
+
n с центром в начале координат и радиуса R,

весовой объём которого равен

|ШR(n)|γ =
Rn+|γ|

2n
|S+

1 (n)|γ .

Учитывая, что

|S+
r (n)|−γ =

rn+|γ|−1

2n
|S+

1 (n)|γ ,

перепишем равенство (14) в виде

rn+|γ|−1|S+
1 (n)|−γu(x) =

∫

S+
r (n)

∗
T

rθu(x)xγ dS1.

Проинтегрируем это равенство по r на отрезке [0, R] и получим формулу (15). Теорема до-
казана.

7. Экстремальное свойство K-гармонических функций. Для классических гар-
монических функций экстремальное свойство вытекает из теоремы о среднем гармоники в
ограниченной области. В исследуемом случае область Ω+ прилегает к границе, образованной
координатными гиперплоскостями в R

+
n , следовательно, части этих гиперплоскостей тоже

оказываются границами области Ω+, однако они всего лишь границы симметрии.
Теорема 4. K-гармоническая функция u(x) 	≡ const в Ω+ принимает экстремальные

значения (sup и inf) на границе Γ+ области B-гармоничности:

min
x∈Γ+

u(x) < u(x) < max
x∈Γ+

u(x).

Доказательство. Предположим противное, т.е., например, что supu = u(x0), x0 – внут-
ренняя точка Ω+.
Применив формулу среднего значения (14) с центром в точке x0 и такого радиуса, чтобы

сфера целиком лежала в Ω+, получим

u(x0) =
1

|Sr(n)|γ

∫
Sr

∗
T

yu(x0)y
γ dS1(y). (16)

Так как u(x) 	= const, то на сфере должна присутствовать точка y′, в которой функция u
(среди всех значений на этой сфере) принимает наибольшее значение u(y′) = M ′. Обобщённый
∗
T-сдвиг действует ограниченно (лемма 3), а тогда из (16) следует, что

u(x0) = M � M ′

|Sr(n)|γ
|Sr(n)|γ = M ′,

т.е. u(x0) = M � M ′, что возможно, если u(x) = const внутри этой сферы. Напомним, что
для точек пересечения Γ0

⋂
Γ выполнено условие Киприянова, поэтому существует конечное

покрытие области Ω+ шарами, в которых функция u K-гармонична и, значит, постоянна:
u(x) = M, что противоречит условию теоремы. Теорема доказана.

Следствие 1. Если u ∈ C1
ev(Ω

+) – K-гармоническая функция в частично замкнутой
области Ω+ = Ω+

⋃
ΓO, то

|u(x)| � max
x∈Γ+

|u(x)|, x ∈ Ω+.

В частности, если u|Γ+ = 0, то u ≡ 0 в Ω+.
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Будем говорить, что n-чётная функция u = u(x) непрерывна на бесконечности и прини-
мает там значение a, если она непрерывна вне некоторого n-полушара в R

+
n и lim

x∈R+
n

‖x‖→∞

u = a.

Обозначим через Ω+
1 = R

+
n \Ω+ область, прилегающую к координатным гиперплоскостям

по границе Γ0.

Следствие 2. Если u ∈ C1
ev(Ω

+
1 ) – B-гармоническая функция в частично замкнутой

области Ω+
1 = Ω+

1

⋃
Γ0 и u(∞) ≡ lim

x∈R+
n

‖x‖→∞

u = 0, то

|u(x)| � max
x∈Γ+

|u(x)|, x ∈ Ω+
1 .

В частности, если u|Γ+ = 0 и u(∞) = 0, то u(x) ≡ 0, x ∈ Ω+
1 .

Следствие 3. Если последовательность K-гармонических функций {uk}∞k=1 равномерно
сходится на границе Γ+ области В-гармоничности Ω+, то она равномерно сходится на Ω+.
Это справедливо для области Ω+

1 , если дополнительно известно, что uk(∞) = 0.
Доказательства следствий 1 и 2 отличаются от доказательств классических утверждений

для гармонических функций лишь обозначениями (см., например, [13, § 24]).
8. Постановка и единственность решения внутренней и внешней задач Дирихле.
Внутренняя задача Дирихле. Пусть Ω+ – конечная область в R

+
n , прилегающая к

координатным гиперплоскостям по границе Γ0, и функция ϕ задана и непрерывна на части
границы Γ+ ∈ R

+
n . Найти функцию u ∈ C2(Ω+)

⋂
C(Ω+), удовлетворяющую в области Ω+

уравнению Пуассона ΔB−γu = f и граничным условиям u|Γ+ = ϕ.
Теорема 5. Внутренняя задача Дирихле для уравнения Пуассона с оператором Киприя-

нова имеет единственное решение.
Доказательство. Предположим, что существуют два решения задачи: u1 и u2. Тогда

функция u = u1−u2 является K-гармонической: ΔB−γu = 0, и поэтому согласно следствию 1
равна нулю, т.е. u1 = u2. Теорема доказана.

Внешняя задача Дирихле. Пусть Ω+
1 = R

+
n \Ω+ и функция ϕ задана и непрерывна на

части границы Γ+ ∈ R
+
n .

Теорема 6. Внешняя задача Дирихле для уравнения Пуассона с оператором Киприянова
имеет единственное решение.

Доказательство. Поскольку область Ω+ предполагается ограниченной, то существует
сфера достаточно большого радиуса R, включающая в себя эту область. Из условия убыва-
ния решения следует, что для любого ε > 0 существует такое число R, что на этой сфере
SR выполняется условие u(x)|SR

< ε. Область G+ = ШR \ Ω+, разумеется, конечная. Если
u1 и u2 – два решения внешней задачи Дирихле, то функция u = u1 − u2 K-гармоническая
в замкнутой области G+ с граничным условием |u| < 2ε на границе ∂G+. Согласно след-
ствию 2 |u(x)| < 2ε в Ω+, а поскольку число ε произвольное, то это возможно только если
u = 0, т.е. когда u1 = u2. Теорема доказана.
В заключение обратим внимание на одну особенность этих исследований, отмеченную ре-

цензентом: не найдено аналогичных исследований по отношению к B-гармоническим функ-
циям, определяемым равенством ΔBγu = 0, γi > 0. На самом деле аналогичные результаты
для B-гармонических функций легко вытекают из схемы доказательств этой работы, если
заменить T-сдвиг обобщённым сдвигом Пуассона.
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Рассматриваются однородная и неоднородная системы линейных разностных уравнений
с коэффициентами, являющимися N -периодическими функциями дискретного времени.
Для однородных систем получены достаточные условия существования периодических и
почти периодических решений. Для неоднородных систем показано, что необходимым и
достаточным условием существования N -периодического решения является наличие огра-
ниченного решения. Установлены необходимые и достаточные условия ортогональности
фундаментальной матрицы однородной системы. Приводятся иллюстрирующие примеры.

DOI: 10.31857/S0374064123040064, EDN: ANEVSL

Введение. Обозначим: Z – множество целых чисел, N – множество натуральных чисел,
а также, следуя [1, 2], Nq ≡ {n ∈ N0 : n � q}, N0 ≡ N

⋃
{0}.

Рассмотрим систему линейных разностных уравнений

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), (1)

где n ∈ Z – дискретное время, y(n) = (y1(n), . . . , yk(n))
т : Z → R

k – искомая функция (здесь
и в дальнейшем знак т обозначает операцию транспонирования), а

A(n) =

⎛
⎜⎝
a11(n) a12(n) . . . a1k(n)
a21(n) a22(n) . . . a2k(n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1(n) ak2(n) . . . akk(n)

⎞
⎟⎠ и g(n) =

⎛
⎜⎜⎝
g1(n)
g2(n)
...

gk(n)

⎞
⎟⎟⎠

– заданные k × k- и k × 1-матрицы соответственно, элементами которых являются действи-
тельные периодические функции с периодом N, определённые при n ∈ Z. Наряду с системой
(1), рассмотрим соответствующую ей линейную однородную систему

y(n+ 1) = A(n)y(n). (2)

Предполагаем, что матрица A(n) в системах (1) и (2) является невырожденной при всех
n ∈ Z.
Изучению линейных разностных уравнений посвящено большое количество исследований,

из которых отметим работы [3–11]. Практические приложения линейных разностных уравне-
ний с периодическими коэффициентами предложены в [12–14]. Однако не всегда такие уравне-
ния имеют периодические или почти периодические решения, описывающие регулярно повто-
ряющиеся процессы и составляющие важный класс решений разностных уравнений (так как
многие процессы, которые можно задать с помощью разностных уравнений, являются пери-
одическими). Изучению таких решений посвящено множество работ (см., например, [13–16]).
А. Пуанкаре в исследовании автономных дифференциальных систем придавал особое значе-
ние изучению периодических решений, поскольку они в существенном определяют поведение
остальных, не периодических, решений указанных систем. Периодические решения представ-
ляют собой простейший вид колебательных движений и являются, фактически, единственным
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типом решений, которые можно целиком наблюдать, так как вся эволюция периодического ре-
шения полностью определяется его поведением на конечном промежутке времени.
В случае k = 1, т.е. если (1) – скалярное уравнение, в статье [17] доказана следующая
Теорема А. Пусть A(n) и b(n) являются N -периодическими функциями дискретного

времени n ∈ Z, т.е. A(n +N) = A(n) и b(n+N) = b(n), n ∈ Z, и функция A(n) отлична
от нуля при всех n. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если
∏N

i=1 |A(i)| < 1, то уравнение (1) имеет единственное равномерно асимптотиче-
ски устойчивое периодическое решение с периодом N ;

2) если |[
∏N−1

i=0 A(N − i)]−1|−1 > 1, то у уравнения (1) имеется неустойчивое периодиче-
ское решение с периодом N.
В статье [18], как и в [17], система (1) также рассмотрена при k = 1. Решается зада-

ча: может ли это скалярное уравнение иметь сильно нерегулярные периодические решения∗),
отличные от постоянных? Доказана

Теорема Б. Скалярное линейное уравнение (1), в котором функции A(n) и b(n) перио-
дичны с одним и тем же периодом, не имеет сильно нерегулярных периодических решений.
В работе [5] рассмотрено скалярное линейное разностное уравнение вида (1), где A(n) и

g(n) – периодические функции с периодом N. Получено необходимое и достаточное условие
существования N -периодического решения периода. Статья [19] посвящена получению доста-
точных условий существования асимптотически периодических решений у линейного разност-
ного уравнения

arnx(n+ r) + . . . + a1nx(n + 1) + a0nx(n) = d(n), n ∈ N0,

где d(n) – дискретная N -периодическая функция, ain, i = 0, r, – константы такие, что
lim
n→∞

ain = 0, i = 0, r, и arn 	= 0 при всех n ∈ N0. В статье [20] изучаются нелинейные скаляр-
ные разностные уравнения вида x(n+1) = fn(x(n)), где функции fn(x), n ∈ N0, периодичны
с периодом N, т.е. fn(x) ≡ fn+N(x) для x ∈ R, n ∈ N0. Получено условие существования и
устойчивости периодического решения с периодом N.
Периодические функции являются частным случаем почти периодических функций. В ра-

ботах [21, 22] доказано, что существует система линейных разностных уравнений вида (2),
где n ∈ Z и элементы матрицы A(n) почти периодические функции, не имеющая почти
периодического решения, кроме тривиального.
В настоящей работе рассматривается вопрос о существовании периодических и почти пе-

риодических решений линейных систем разностных уравнений при других (отличных от [5,
17–22]) условиях.

1. О существовании N-периодических решений систем (1) и (2).
Теорема 1. У системы (1) тогда и только тогда существует N -периодическое решение,

когда у неё существует ограниченное решение.
Доказательство. Если у системы (1) существует N -периодическое решение, то оно будет

и ограниченным.
Покажем теперь, что если у этой системы существует ограниченное решение, то существует

также и N -периодическое решение. Зафиксируем какой-либо начальный момент n0 дискрет-
ного времени, и пусть вектор y0 ∈ R

k – положение в момент n0 решения y(n) = y(n, n0, y0),
n ∈ Z, системы (1). Рассмотрим однородную систему (2). Её решение ϕ(n, n0, y0) с теми же
начальными условиями имеет представление ϕ(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0, где Φ(n, n0) – фун-
даментальная матрица системы (2). При этом общее решение системы (1) можно записать в
виде [4, c. 79]

y(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r). (3)

Второе слагаемое в правой части представляет собой частное решение системы (1).
∗) Если в уравнении (1) функции A(n) и b(n) периодичны с периодом N, то периодическое решение этого

уравнения с периодом M называется сильно нерегулярным, когда числа N и M взаимно просты.
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Введём следующее обозначение:

Fs ≡
n0+sN−1∑
n0+(s−1)N

Φ(n0 + sN, r + 1)g(r), s ∈ N.

Так как система (2) является N -периодической, то для любого n ∈ Z справедливо равенство
Φ(n + N,n) = Φ(n0 + N,n0). Поэтому для доказательства существования N -периодического
решения у системы (1) нужно показать, что система уравнений

Φ(n0 +N,n0)y0 + F1 = y0 (4)

имеет решение относительно вектора y0. При решении этой задачи следует рассмотреть два
случая:

F1 = 0т (5)

и
F1 	= 0т, (6)

где 0 = (0, 0, . . . , 0) – 1× k-матрица.
В первом случае задача сводится к существованию N -периодического решения однородной

системы (2), но она всегда имеет N -периодическое решение, в качестве которого можно взять
тривиальное (нулевое) решение.
Рассмотрим второй случай, т.е. когда справедливо неравенство (6). Обозначив Φ(n0 +

+N,n0)− I =: B ∈ R
k×k (здесь и далее I – единичная k × k-матрица), систему (4) запишем

в виде
By0 = b, (7)

где b = −F1 = (b1, b2, . . . , bk)
т ∈ R

k.
Покажем, что система линейных уравнений (7) имеет решение относительно вектора y0.

Будем доказывать от противного: предположим, что у этой системы решения нет. Это означает,
что ранг матрицы B меньше ранга расширенной матрицы B | b, где

B =

⎛
⎜⎝
B11 B12 . . . B1k

B21 B22 . . . B2k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Bk1 Bk2 . . . Bkk

⎞
⎟⎠, B|b =

⎛
⎜⎝
B11 B12 . . . B1k b1
B21 B22 . . . B2k b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Bk1 Bk2 . . . Bkk bk

⎞
⎟⎠.

Так как строки матрицы B линейно зависимы, из теоремы Кронекера–Капелли вытекает, что
существуют действительные числа α1, α2, . . . , αk, не все равные нулю, при которых

α1(B11, . . . , B1k) + α2(B21, . . . , B2k) + . . . + αk(Bk1, . . . , Bkk) = (0, 0, . . . , 0),

но α1b1 + α2b2 + . . . + αkbk 	= 0. Таким образом, установлено, что при таких α1, α2, . . . , αk

справедливы соотношения
α(Φ(n0 +N,n0)− I) = 0 (8)

и αb 	= 0, где α = (α1, α2, . . . , αk) – матрица-строка.
Умножив справа последовательно обе части равенства (8) на Φ(n0 +N,n0), получим

α(Φ2(n0 +N,n0)− Φ(n0 +N,n0)) = 0, α(Φ3(n0 +N,n0)−Φ2(n0 +N,n0)) = 0, . . . ,

откуда и из (8) следует, что

αΦs(n0 +N,n0) = α при любом натуральном s. (9)

Обозначим

y1 = y(n0 +N,n0, y0), y2 = y(n0 + 2N,n0, y0), . . . , ys = y(n0 + sN, n0, y0), . . .
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Пользуясь формулой (3), последовательно находим

y1 = Φ(n0 +N,n0)y0 + F1,

y2 = y(n0 + 2N,n0 +N, y1) = Φ(n0 + 2N,n0 +N)y1 + F2 =

= Φ(n0 + 2N,n0 +N)[Φ(n0 +N,n0)y0 + F1] + F2, . . .

. . . , ys = Φ(n0 + sN, n0 + (s− 1)N)ys−1 + Fs.

Так как элементы матриц A(n) и g(n) периодичны с периодом N, заключаем, что

Φ(n0 +N,n0) = Φ(n0 + 2N,n0 +N) = . . . = Φ(n0 + sN, n0 + (s− 1)N) (10)

и
F1 = F2 = . . . = Fs. (11)

Вследствие равенств (10) и (11) выражение для ys принимает вид

ys = Φs(n0 +N,n0)y0 + (Φs−1(n0 +N,n0) + Φs−2(n0 +N,n0) + . . .+Φ(n0 +N,n0) + I)F1.

Умножая обе части последнего равенства слева на α и используя условия (9), получаем

αys = αy0 + sαF1.

Учитывая, что αF1 	= 0, имеем lim
s→∞

‖αys‖ = ∞. Отметим, что никаких ограничений на
начальный вектор y0 мы не накладывали, т.е. получено, что это предельное соотношение
выполняется при любом y0. Но это противоречит тому, что существует ограниченное решение
системы (1). Полученное противоречие доказывает утверждение о том, что система линейных
уравнений (7) имеет решение относительно y0, т.е. система разностных уравнений (1) имеет
периодическое решение периода N. Теорема доказана.

Замечание 1. Как следует из доказательства теоремы, при выполнении условия (5) у
системы (2), согласно теории Флоке, существует нетривиальное N -периодическое решение
тогда и только тогда, когда единица является мультипликатором системы (2), т.е. собственным
значением матрицы Φ(n0 +N,n0).
Доказанная теорема переносит теорему Массеры [23] на периодические системы разност-

ных уравнений. В статьях [24–26] теорема Массеры переносится на другие классы линейных
уравнений. Отметим, что системы линейных разностных уравнений вида (1) с периодическими
правыми частями могут не иметь ни периодических, ни ограниченных решений. В качестве
иллюстрации воспользуемся примером из статьи [9].

Пример 1. Скалярное разностное уравнение (1), т.е. k = 1, в котором коэффициент и
свободный член заданы равенствами

A(2n − 1) = −2, A(2n) = −1/2 и g(2n − 1) = −2, g(2n) = 1, n ∈ Z,

является периодичным с периодом N = 2 и имеет общее решение y(2n − 1) = C − 3 + 2n,
y(2n) = −2C + 4 − 4n, где C – произвольная постоянная. Нетрудно убедиться в том, что у
этого уравнения нет ни периодических, ни ограниченных решений.
Рассмотрим однородную систему линейных разностных уравнений (2), элементами матри-

цы A(n) которой являются периодические функции aij(n), i, j = 1, k, с периодом N. Пусть
n0 = 0 и Φ(n, 0) = Y (n) – фундаментальная матрица, т.е. матрица, столбцами которой яв-
ляются линейно независимые решения системы (2). Более того, эту матрицу будем считать
нормированной, т.е. такой, что выполняются равенства

Y (n+ 1) = A(n)Y (n), Y (0) = I. (12)

Теорема 2. Если в системе разностных уравнений (2) элементы матрицы A(n) перио-
дичны с периодом N и A(N − 1)A(N − 2) · · ·A(0) = I, то все решения этой системы будут
периодическими функциями дискретного времени n периода N.
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Доказательство. Пусть Y (n) – нормированная фундаментальная матрица, т.е. матрица,
для которой выполняются соотношения (12). Согласно [3, леммы 3.29 и 3.33] Y (n + N) =
= Y (n)C, где C = Y (N) = A(N − 1)A(N − 2) · · ·A(0). Вследствие условия теоремы верно
равенство A(N − 1)A(N − 2) · · ·A(0) = I. Поэтому Y (n + N) = Y (n), что и требовалось
доказать.

Пример 2. Рассмотрим систему разностных уравнений (2) при k = 2, где

A(3n) =
1

3

(
−1 2
1 1

)
, A(3n + 1) =

(
2 −1
1 1

)
, A(3n + 2) =

(
−1 1
0 1

)
.

Так как элементы матрицы A(n) периодичны с периодом N = 3 и

A(3n + 2)A(3n + 1)A(3n) =

(
1 0
0 1

)
,

то, согласно теореме 2, все решения этой системы разностных уравнений будут периодически-
ми с периодом N = 3.

2. О почти периодических решениях системы (2). Приведём определение почти
периодической функции дискретной переменной.

Определение [27, c. 45]. Функция f(n), определённая на множестве целых чисел, назы-
вается почти периодической, если для каждого ε > 0 можно указать такое натуральное число
l = l(ε), что среди любых последовательных l целых чисел найдётся хотя бы одно число p,
для которого справедливо неравенство |f(n+ p)− f(n)| < ε для n ∈ Z. При этом целое число
p называется ε-почти периодом функции f(n).
Отметим, что все периодические функции являются также и почти периодическими. Это

следует из определений периодической и почти периодической функций. Если функция f(t)
является непрерывной периодической функцией вещественной переменной t, то f(n), где
n – дискретная переменная (n ∈ Z), является функцией почти периодической. Например,
функция sinn почти периодическая. Почти периодические функции обладают следующим
свойством [28, c. 27].

Свойство. Сумма и произведение почти периодических функций суть также почти пе-
риодические функции.
Пусть A(n) – периодическая матрица периода N, а Y (n) – нормальная фундаментальная

матрица системы (2), удовлетворяющая условиям (12). Столбцами этой матрицы являются
линейно независимые решения системы (2). Так как элементами матрицы A(n) являются
периодические функции периода N, то, согласно [3, лемма 3.29], существует невырожденная
k × k-матрица B такая, что

Y (n+N) = Y (n)BN , где BN = A(N − 1)A(N − 2) · · ·A(0).

Матрица BN называется матрицей монодромии. В [3, c. 155] доказана следующая
Теорема 3. Для каждой фундаментальной матрицы Y (n) системы (2) существует

невырожденная периодическая матрица P (n) периода N такая, что Y (n) = P (n)Bn. Если
z(n) – решение системы z(n + 1) = Bz(n), то y(n) = P (n)z(n).
Отметим, что элементы матриц P (n) и B в общем случае являются комплекснозначными.

Воспользовавшись теоремой 3 и сформулированным свойством, получаем, что верна
Теорема 4. Если все собственные числа λi, i = 1, k, матрицы B различны и |λi| = 1,

i = 1, k, то все решения системы (2) будут почти периодическими.
Пример 3. Рассмотрим систему разностных уравнений (2) при k = 3, где

A(3n) =

⎛
⎝ 7/27 14/3 2/3
−2/27 3 1/6
−7/27 −4 −1/6

⎞
⎠, A(3n + 1) =

⎛
⎝−1 1 −1

1 0 1
−1 2 0

⎞
⎠, A(3n + 2) =

⎛
⎝ 1 0 −1
−1 2 1
1 0 −2

⎞
⎠.
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Правые части этой системы периодичны с периодом N = 3. Находим матрицу монодромии

B3 = A(2)A(1)A(0) =

⎛
⎝ 1/3 1 0
−1/3 1/3 1
20/27 −1/3 1/3

⎞
⎠.

Корнями её характеристического уравнения

det

⎛
⎝1/3− μ 1 0

−1/3 1/3 − μ 1
20/27 −1/3 1/3 − μ

⎞
⎠ = −μ3 + μ2 − μ+ 1 = 0

являются числа μ1 = 1, μ2 = i, μ3 = −i, где i =
√
−1 – мнимая единица. Все эти корни

различны и |μ1| = |μ2| = |μ3| = 1. Следовательно, собственные значения λ1, λ2, λ3 матрицы
B также различны и |λ1| = |λ2| = |λ3| = 1. Согласно теореме 4 все решения рассматриваемой
системы будут почти периодическими. Так как одно из собственных значений матрицы B3

равно единице, на основании теории Флоке можно утверждать, что среди всех решений у этой
системы имеются нетривиальные периодические решения с периодом N = 3.

3. Об ортогональности фундаментальной матрицы системы (2). Будем считать,
что n0 = 0 и Φ(n, n0) = Φ(n, 0) = Y (n). Более того, матрицу Y (n) считаем нормированной,
т.е. для неё выполняются соотношения (12).

Теорема 5. Нормированная фундаментальная матрица Y (n)ортогональна тогда и толь-
ко тогда, когда матрица A(n) ортогональна.

Доказательство. Вначале предположим, что Y (n) ортогональна, т.е.

Y (n)Y т = I. (13)

Покажем, что
A(n)Aт(n) = I. (14)

Заметим, что системы (2) и
Y т(n+ 1) = Y т(n)Aт(n) (15)

эквивалентны [29, c. 130]. Из соотношения Y (n+1)Y т(n+1) = I и уравнений (2), (15) получаем
A(n)Y (n)Y т(n)Aт(n) = I, откуда следует A(n)Aт(n) = I в силу (13).
Теперь предположим, что выполняется равенство (14). Докажем, что матрица Y (n) орто-

гональна. Из равенства (14) следует, что Aт(n)A(n) = I, откуда имеем Y т(n + 1)Y (n + 1) =
= Y т(n)AT (n)A(n)Y (n) = Y т(n)Y (n) = C, где C – некоторая постоянная матрица. Так как
Y (0) = Y т(0) = I, то C = I. Отсюда получаем Y т(n)Y (n) = I, что доказывает ортогональ-
ность фундаментальной матрицы Y (n). Теорема доказана.

Замечание 2. Отметим, что ситуация с разностной системой в теореме 5 отличается от си-
туации в случае системы обыкновенных дифференциальных уравнений. В статье [30] показано,
что нормированная фундаментальная матрица X(t) системы дифференциальных уравнений
ẋ = A(t)x будет ортогональной при всех t тогда и только тогда, когда матрица коэффициен-
тов A(t) является кососимметрической при всех t, т.е. A(t) ≡ −Aт(t).
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Рассматривается начально-краевая задача для интегро-дифференциальной системы, опи-
сывающей трёхмерное течение неньютоновской жидкости с памятью в сетеподобной об-
ласти. При постановке задачи используются краевые условия Дирихле для поля скоро-
стей и давления, а также условия трансмиссии типа Кирхгофа во внутренних узлах сети.
Доказана теорема о существовании и единственности непрерывного по времени слабого
решения. Кроме того, выведено энергетическое равенство, которому удовлетворяет это ре-
шение.
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1. Введение и постановка задачи. В последние годы интенсивно развивается теория
уравнений в частных производных на сетях (геометрических графах), стратифицированных
множествах и сетеподобных областях. Эта теория находит разнообразные приложения, в част-
ности, применяется при математическом анализе процессов тепло- и массопереноса в областях
со сложной геометрической структурой [1–3].
В большинстве гидродинамических моделей с сетеподобной областью течения в качестве

уравнений движения используются классические уравнения Навье–Стокса или некоторые их
упрощения. Эти уравнения выводятся на основе гипотезы о линейной связи между танген-
циальным напряжением и скоростью сдвига. Данная гипотеза, называемая законом вязкого
трения Ньютона, подтверждается для большинства низкомолекулярных жидкостей. Однако
при изучении динамики высокомолекулярных соединений и сред, склонных к структурообра-
зованию, обнаружены различные отклонения от “ньютоновского” поведения [4, 5]. Жидкости,
не подчиняющиеся при своем течении закону трения Ньютона, принято называть неньютонов-
скими. К ним относятся, например, жидкости с памятью [6, 7], реологические характеристики
которых зависят от предыстории деформаций и напряжений. В соответствующих реологиче-
ских моделях содержатся некоторые интегралы по времени с интервалами от нуля (либо даже
от −∞) до текущего момента времени. Это определяет актуальность исследований интегро-
дифференциальных уравнений, заданных на сетевых носителях.
В настоящей статье изучается линейная интегро-дифференциальная система, возникающая

при моделировании течения неньютоновской жидкости с памятью в трёхмерной сетеподобной
области P̃ = P

⋃
Q, где

P def
=

N⋃
i=1

Pi, Q def
=

M⋃
j=1

Qj ;

Pi и Qj – ограниченные локально-липшицевы области в R
3, причём

Pi
⋂

Qj = ∅ для любых i = 1, N, j = 1,M ;

Pi
⋂

Pk = ∅ для любых i, k = 1, N, i 	= k;

Qj
⋂

Ql = ∅ для любых j, l = 1,M, j 	= l.

Заметим, что множество P̃ можно рассматривать как модель трубопроводной сети [8],
предполагая, что P1, . . . , PN – трубы, а Q1, . . . , QM – узловые места (узлы), в которых
соединяются трубы.

501



502 БАРАНОВСКИЙ

Предположим, что граница каждого узла Qj , j = 1,M, имеет лишь одну связную ком-
поненту и существуют ровно mj областей Pj1 , Pj2 , . . . , Pjmj

, 1 � j1 < j2 < . . . < jmj � N,

таких, что Qj
⋂

Pjk 	= ∅ для каждого k = 1,mj .
Через Υ обозначим множество j таких, что mj � 2. Если j ∈ Υ, будем говорить, что

Qj – внутренний узел. В случае когда j ∈ {1, . . . ,M} \Υ, узел Qj будем называть внешним
узлом.
Пусть Πjn

def
= Qj

⋂
Pjn – поверхность примыкания трубы Pjn к узлу Qj. Предположим,

что Πjn – плоская поверхность и для каждой области Pi существуют ровно два узла Qi1
и Qi2 таких, что

P i
⋂

Qi1 	= ∅, P i
⋂

Qi2 	= ∅.

Тогда для каждого i = 1, N однозначно определена пара чисел (i′1, i
′
2) такая, что

P i
⋂
Qi1 = Πi1i′1

, P i
⋂

Qi2 = Πi2i′2
.

Через Γi обозначим боковую поверхность трубы Pi, i = 1, N, т.е.

Γi
def
= ∂Pi \ (Πi1i′1

⋃
Πi2i′2

).

Введём также следующие обозначения: Π
def
=

⋃N
i=1(Πi1i′1

⋃
Πi2i′2

) – объединение поверхно-

стей примыкания труб к узлам, Γ def
=

⋃N
i=1 Γi – объединение боковых поверхностей труб.

Пусть n : Π → R
3 – вектор-функция такая, что

n|Πi1i
′
1

⋃
Πi2i

′
2

= ni|Πi1i
′
1

⋃
Πi2i

′
2

, i = 1, N,

где ni = ni(x) – внешняя (по отношению к области Pi) единичная нормаль к поверхности ∂Pi

в точке x ∈ ∂Pi.
Рассмотрим начально-краевую задачу, описывающую течение несжимаемой неньютонов-

ской жидкости с памятью через систему труб P на промежутке времени [0, T ] :

∂u

∂t
− η∇2u−

t∫
0

β(s, t)∇2u( · , s) ds +∇π = f в P × (0, T ), (1)

divu = 0 в P × (0, T ), (2)

u = 0 на Γ× (0, T ), (3)

utan = 0, π = −ζ + C на Π× (0, T ), (4)

u( · , 0) = u0 в P, (5)
mj∑
k=1

∫
Πjk

u · n dΠ = 0 для каждого j ∈ Υ, (6)

где u : P × [0, T ] → R
3 – скорость течения жидкости; π : P × [0, T ] → R – давление; η – коэф-

фициент вязкости (η > 0); β : [0, T ]× [0, T ] → R+ – функция памяти (ядро вязкоупругости),
R+

def
= [0,∞); f : P × [0, T ] → R

3 – поле внешних сил; функция ζ : Π× [0, T ] → R описыва-
ет давление на компонентах Π; u0 : P → R

3 – поле скоростей в начальный момент времени;
utan – касательная составляющая вектора u, т.е. по определению utan

def
= u− (u · n)n; сим-

волы ∇ и div обозначают соответственно градиент и дивергенцию по пространственным пе-
ременным x1, x2, x3; ∇2 def

= ∇ · ∇ – оператор Лапласа. Для упрощения предполагается, что
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плотность жидкости равна единице. Произвольная константа C во втором равенстве из (4)
отражает факт, что при задании давления важен только его перепад [9].
Соотношение (1) – это уравнение нестационарного движения вязкой жидкости с памятью

в стоксовом приближении, т.е. без учёта конвективных ускорений. В частном случае, когда
β(s, t) ≡ 0, приходим к линеаризованным эволюционным уравнениям Навье–Стокса [2]. Если
β(s, t) ≡ b exp(−a(t− s)), где a > 0 и b > 0, то система (1), (2) сводится к линеаризованным
уравнениям движения несжимаемой вязкоупругой жидкости типа Олдройда [10–12]. Мы не
будем ограничиваться конкретным выбором функции памяти – рассмотрим общую ситуацию,
предполагая только, что функция β является неотрицательной и непрерывной.
Отметим, что равенство (2) выражает свойство несжимаемости жидкости, а краевое усло-

вие (3) означает, что жидкость прилипает к боковым стенкам труб. Наряду с условием при-
липания, в моделях неньютоновской гидродинамики также широко используются различные
условия пристенного проскальзывания (см., например, [13–15]). Краевые условия (4) задают
касательную составляющую вектора скорости и давление на участках примыкания труб к уз-
лам. Равенства (6) – это условия трансмиссии типа Кирхгофа, обеспечивающие выполнение
закона сохранения массы во внутренних узлах сети.
Основная цель настоящей статьи – доказать однозначную разрешимость начально-краевой

задачи (1)–(6) в слабой постановке. Работа организована следующим образом. В п. 2 рассмат-
риваются необходимые функциональные пространства и вводится определение слабого реше-
ния. В п. 3 сформулирован основной результат работы – теорема о существовании и единствен-
ности непрерывного по времени слабого решения при естественных допущениях относительно
данных задачи, а также приводится энергетическое равенство, которому удовлетворяет слабое
решение. В п. 4 установлены некоторые вспомогательные результаты, в частности, получены
оценки норм слабого решения в пространствах L∞(0, T ;L2(P)) и L2(0, T ;W 1,2(P)). Доказа-
тельству теоремы существования и единственности посвящён последний пункт.

2. Слабая формулировка задачи. Через VΠ(P) обозначим множество вектор-функций
ν : P → R

3 таких, что ν|P i
∈ C∞(P i)

def
= C∞(P i) × C∞(P i) × C∞(P i), i = 1, N, div ν = 0

в P, ν = 0 на Γ, νtan = 0 на Π и для каждого j ∈ Υ выполнено равенство

mj∑
k=1

∫
Πjk

ν · n dΠ = 0.

Обозначим через HΠ(P) замыкание множества VΠ(P) в декартовом произведении про-
странств Лебега L2(P)

def
= L2(P) × L2(P) × L2(P), а через VΠ(P) – замыкание VΠ(P) в де-

картовом произведении пространств Соболева W 1,2(P)
def
= W 1,2(P) ×W 1,2(P)×W 1,2(P).

В пространствах HΠ(P) и VΠ(P) введём скалярные произведения и нормы по формулам

(v,w)HΠ(P)
def
=

∫
P

v ·w dx, ‖v‖HΠ(P)
def
= (v,v)

1/2
HΠ(P),

(v,w)VΠ(P)
def
=

∫
P

∇v : ∇w dx, ‖v‖VΠ(P)
def
= (v,v)

1/2
VΠ(P),

где символ “ : ” используется для обозначения скалярного произведения 3× 3-матриц.
Поскольку meas (Γi) > 0, i = 1, N, то из следующей леммы вытекает, что скалярное про-

изведение ( · , · )VΠ(P) определено корректно, а норма ‖·‖VΠ(P) эквивалентна норме ‖·‖W 1,2(P).

Лемма 1 [16, § II.5]. Пусть Ω – ограниченная область в R
3 с локально-липшицевой

границей ∂Ω. Если S ⊂ ∂Ω и meas (S) > 0, то существует константа K0 = K0(Ω, S) та-
кая, что

‖ω‖L2(Ω) � K0(Ω, S)

(
‖∇ω‖L2(Ω) +

∫
S

|ω| dS
)
, ω ∈ W 1,2(Ω).
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Будем предполагать, что выполнены следующие два условия:
(i) функция β : [0, T ]× [0, T ] → R+ непрерывна;
(ii) выполнены включения: f ∈ L2(0, T ;L2(P)), ζ ∈ L2(0, T ;L2(Π)) и u0 ∈ HΠ(P).
Лемма 2. Если пара (u, π) – классическое решение начально-краевой задачи (1)–(6), то

выполняется равенство

d

dt
(u,v)L2(P) + η(∇u,∇v)L2(P) +

( t∫
0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇v

)
L2(P)

=

=

∫
Π

ζv · n dΠ+ (f ,v)L2(P) (7)

для любой вектор-функции v ∈ VΠ(P) и любого t ∈ [0, T ].
Доказательство. Умножим обе части равенства (1) на вектор-функцию v скалярно

в пространстве L2(P) :

(
∂u

∂t
,v

)
L2(P)

− η(∇2u,v)L2(P)︸ ︷︷ ︸
=J1

−
( t∫

0

β(s, t)∇2u( · , s) ds,v
)

L2(P)︸ ︷︷ ︸
=J2

+

+ (∇π,v)L2(P)︸ ︷︷ ︸
=J3

= (f ,v)L2(P). (8)

Используя интегрирование по частям, получаем

J1 = η

∫
P

∇2u · v dx = η

3∑
i,j=1

∫
P

∂2ui
∂x2j

vi dx = η

3∑
i,j=1

∫
Π

∂ui
∂xj

vinj dΠ− η

3∑
i,j=1

∫
P

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

dx =

= η

∫
Π

∂u

∂n
· v dΠ− η

∫
P

∇u : ∇v dx = η

∫
Π

∂(u · n)
∂n

(v · n) dΠ− η

∫
P

∇u : ∇v dx. (9)

Кроме того, так как divu = 0 в P × (0, T ) и utan = 0 на Π× (0, T ), то ∂(u · n)/∂n = 0 на
Π× (0, T ). Поэтому из (9) следует, что

J1 = −η(∇u,∇v)L2(P). (10)

Аналогично получаем

J2 = −
( t∫

0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇v

)
L2(P)

. (11)

Далее, применяя интегрирование по частям, с учётом равенства div v = 0 в P находим

J3 =

∫
P

∇π · v dx =
3∑

i=1

∫
P

∂π

∂xi
vi dx =

3∑
i=1

∫
Π

πvini dΠ−
3∑

i=1

∫
P

π
∂vi
∂xi

dx =

=

∫
Π

πv · n dΠ−
∫
P

π div v dx =

∫
Π

πv · n dΠ,
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откуда, принимая во внимание краевое условие π = −ζ+C на Π×(0, T ), выводим следующее
равенство:

J3 = −
∫
Π

ζv · n dΠ+ C

∫
Π

v · n dΠ. (12)

Нетрудно видеть, что ∫
Π

v · n dΠ =

∫
P

div v dx = 0,

поэтому формула (12) упрощается и принимает вид

J3 = −
∫
Π

ζv · n dΠ. (13)

Наконец, подставляя (10), (11) и (13) в равенство (8), приходим к соотношению (7). Лемма
доказана.
Лемма 2 приводит к следующему определению.
Определение. Слабым решением начально-краевой задачи (1)–(6) будем называть вектор-

функцию u : P × [0, T ] → R
3 такую, что

u ∈ L2(0, T ;VΠ(P))
⋂

C([0, T ];HΠ(P)), u( · , 0) = u0

и выполнено равенство (7) в смысле скалярных распределений на интервале (0, T ).
Через U(β,f , ζ,u0) обозначим множество слабых решений задачи (1)–(6). Ниже будет

показано, что это множество состоит из единственного элемента при естественных допущениях
относительно данных β, f , ζ и u0.

3. Основной результат работы.
Теорема. Пусть выполнены условия (i) и (ii). Тогда начально-краевая задача (1)–(6) име-

ет единственное слабое решение u и для него справедливо энергетическое равенство

‖u( · , τ)‖2L2(P) + 2η

τ∫
0

‖u( · , t)‖2VΠ(P) dt+ 2

τ∫
0

( t∫
0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇u( · , t)
)

L2(P)

dt =

= ‖u0‖2L2(P) + 2

τ∫
0

∫
Π

ζ(x, t)u(x, t) · n(x) dΠ dt + 2

τ∫
0

(f( · , t),u( · , t))L2 (P) dt, τ ∈ [0, T ]. (14)

Доказательство этой теоремы приводится в п. 5.
4. Вспомогательные результаты. Нам понадобятся следующие две леммы.
Лемма 3.Пусть X и Y – гильбертовы пространства и имеет место цепочка вложений

X ↪→ Y 
 Y ∗ ↪→ X∗,

где каждое пространство плотно в последующем пространстве и вложения непрерывны. Ес-
ли функция ψ принадлежит пространству L2(0, T ;X), а её обобщённая производная dψ/dt
принадлежит пространству L2(0, T ;X∗), то функция ψ почти всюду равна некоторой
непрерывной функции из отрезка [0, T ] в Y и, кроме того, справедливо равенство

d

dt
‖ψ‖2Y = 2

〈
dψ

dt
,ψ

〉
X∗×X

почти всюду на (0, T ), где скобки 〈 · , · 〉X∗×X обозначают отношение двойственности меж-
ду пространством X и сопряжённым пространством X∗.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 4 2023



506 БАРАНОВСКИЙ

Доказательство этой леммы приводится в монографии [17, гл. III, § 1].
Пусть γΠ : VΠ(P) → L2(Π) – линейный непрерывный оператор такой, что γΠν = ν|Π для

любой вектор-функции ν ∈ VΠ(P). Существование, единственность и непрерывность операто-
ра γΠ, называемого оператором следа, вытекает из классических результатов о следах функ-
ций, принадлежащих пространствам Соболева (см., например, [18, § 2.4]).

Лемма 4. Если u ∈ U(β,f , ζ,u0), то справедлива следующая оценка:

max
τ∈[0,T ]

(
‖u( · , τ)‖2L2(P) + η

τ∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
�

� eK(β,T,η)T

(
‖u0‖2L2(P) +

‖f‖2L2(0,T ;L2(P))

K(β, T, η)
+

2‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))‖ζ‖
2
L2(0,T ;L2(Π))

η

)
, (15)

где

K(β, T, η)
def
=

2

η2
max
t∈[0,T ]

t∫
0

β2(s, t) ds + 1 > 0.

Доказательство. Отождествляя пространства HΠ(P) и сопряжённое к нему H∗
Π(P)

в соответствии с теоремой представления Рисса, приходим к цепочке вложений

VΠ(P) ↪→ HΠ(P) 
 H∗
Π(P) ↪→ V ∗

Π(P).

Заметив, что имеет место включение

du

dt
∈ L2(0, T ;V ∗

Π(P)),

и применив лемму 3 в предположении, что

X = VΠ(P), Y = HΠ(P), ψ = u,

получаем, что почти всюду на (0, T ) выполнено равенство

d

dt
‖u‖2L2(P) = 2

〈
du

dt
,u

〉
V ∗
Π (P)×VΠ(P)

. (16)

Поскольку u – слабое решение начально-краевой задачи (1)–(6), то

〈
du

dt
,v

〉
V ∗
Π (P)×VΠ(P)

+ η(∇u,∇v)L2(P) +

( t∫
0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇v

)
L2(P)

=

=

∫
Π

ζv · n dΠ+ (f ,v)L2(P) (17)

для любой вектор-функции v ∈ VΠ(P).

Подставляя v
def
= u( · , t) в (17) и принимая во внимание (16), приходим к равенству

d

dt
‖u( · , t)‖2L2(P) + 2η‖u( · , t)‖2VΠ(P) + 2

( t∫
0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇u( · , t)
)

L2(P)

=

= 2

∫
Π

ζ(x, t)u(x, t) · n(x) dΠ + 2(f( · , t),u( · , t))L2 (P). (18)
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Затем, применяя неравенства Гёльдера и Юнга, находим

d

dt
‖u( · , t)‖2L2(P) + 2η‖u( · , t)‖2VΠ(P) � η‖u( · , t)‖2VΠ(P) +K(β, T, η)η

t∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds+

+
2

η
‖ζ( · , t)‖2L2(Π)‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π)) +

‖f( · , t)‖2L2(P)

K(β, T, η)
+K(β, T, η)‖u( · , t)‖2L2 (P).

После элементарных преобразований получаем

d

dt
‖u( · , t)‖2L2(P) + η‖u( · , t)‖2VΠ(P) � K(β, T, η)

(
‖u( · , t)‖2L2(P) + η

t∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
+

+
2

η
‖ζ( · , t)‖2L2(Π)‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π)) +

‖f( · , t)‖2L2(P)

K(β, T, η)
.

Проинтегрируем обе части последнего неравенства по t от 0 до τ :

‖u( · , τ)‖2L2(P) + η

τ∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds �

� ‖u0‖2L2(P) +K(β, T, η)

τ∫
0

(
‖u( · , t)‖2L2(P) + η

t∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
dt+

+
1

K(β, T, η)

τ∫
0

‖f( · , t)‖2L2(P) dt+
2‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))

η

τ∫
0

‖ζ( · , t)‖2L2(Π) dt.

Наконец, применив лемму Гронуолла–Беллмана, получим следующую оценку:

max
τ∈[0,T ]

(
‖u( · , τ)‖2L2(P) + η

τ∫
0

‖u( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
�

� eK(β,T,η)T

(
‖u0‖2L2(P)+

1

K(β, T, η)

T∫
0

‖f( · , t)‖2L2(P) dt+
2‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))

η

T∫
0

‖ζ( · , t)‖2L2(Π) dt

)
,

из которой и вытекает требуемое неравенство (15). Лемма доказана.
5. Доказательство теоремы. Для нахождения слабого решения u построим после-

довательность приближённых решений {um}∞m=1 по методу Фаэдо–Галёркина, а затем осу-
ществим предельный переход при m → ∞, используя равномерную ограниченность норм
{‖um‖L2(0,T ;VΠ(P))}∞m=1.
Приближённые решения будем искать в виде сумм:

um(x, t)
def
=

m∑
j=1

gmj(t)vj(x), x ∈ P, t ∈ (0, T ),

где gmj : [0, T ] → R – неизвестные функции и {vj}∞j=1 – полная последовательность в VΠ(P),

образующая ортонормированный базис в HΠ(P).
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Зафиксируем произвольное натуральное число m. Рассмотрим задачу Коши

(
∂um

∂t
,vk

)
L2(P)

+ η(∇um,∇vk)L2(P) +

( t∫
0

β(s, t)∇um( · , s) ds,∇vk

)
L2(P)

=

=

∫
Π

ζvk · n dΠ+ (f ,vk)L2(P), t ∈ (0, T ), k = 1,m, (19)

um(x, 0) =
m∑

k=1

(u0,vk)L2(P)vk(x), x ∈ P. (20)

Линейная интегро-дифференциальная система (19) с начальным условием (20) единствен-
ным образом определяет функции gmk на всём отрезке [0, T ]. Выведем независящие от пара-
метра m оценки решений задачи (19), (20).
Предположим, что вектор-функция um удовлетворяет (19) и (20). Умножим обе части (19)

на gmk(t). Складывая полученные равенства по k = 1,m, имеем

(
∂um

∂t
,um

)
L2(P)

+ η(∇um,∇um)L2(P) +

( t∫
0

β(s, t)∇um( · , s) ds,∇um

)
L2(P)

=

=

∫
Π

ζum · n dΠ+ (f ,um)L2(P), t ∈ (0, T ). (21)

Умножим обе части равенства (21) на 2. С помощью элементарных преобразований прихо-
дим к следующему равенству:

d

dt
‖um‖2L2(P) + 2η‖um‖2VΠ(P) + 2

( t∫
0

β(s, t)∇um( · , s) ds,∇um

)
L2(P)

=

= 2

∫
Π

ζum · n dΠ+ 2(f ,um)L2(P), t ∈ (0, T ).

Затем, применяя неравенства Гёльдера и Юнга, получаем

d

dt
‖um‖2L2(P) + 2η‖um‖2VΠ(P) �

� η‖um‖2VΠ(P) +K(β, T, η)η

t∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds+
2

η
‖ζ‖2L2(Π)‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π)) +

+
1

K(β, T, η)
‖f‖2L2(P) +K(β, T, η)‖um‖2L2(P), t ∈ (0, T ),

откуда следует, что

d

dt
‖um‖2L2(P) + η‖um‖2VΠ(P) � K(β, T, η)

(
‖um‖2L2(P) + η

t∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
+

+
2

η
‖ζ‖2L2(Π)‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π)) +

1

K(β, T, η)
‖f‖2L2(P), t ∈ (0, T ). (22)
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Проинтегрируем обе части неравенства (22) по t от 0 до τ :

‖um( · , τ)‖2L2(P) + η

τ∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds �

� ‖um( · , 0)‖2L2(P) +K(β, T, η)

τ∫
0

(
‖um( · , t)‖2L2(P) + η

t∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds

)
dt+

+
2

η
‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))

τ∫
0

‖ζ( · , t)‖2L2(Π) dt+
1

K(β, T, η)

τ∫
0

‖f( · , t)‖2L2(P) dt.

Из последнего неравенства с помощью леммы Гронуолла–Беллмана выводим оценку

‖um( · , τ)‖2L2(P) + η

τ∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds �

� eK(β,T,η)τ

(
‖um( · , 0)‖2L2(P) +

2

η
‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))

τ∫
0

‖ζ( · , t)‖2L2(Π) dt+

+
1

K(β, T, η)

τ∫
0

‖f( · , t)‖2L2(P) dt

)
. (23)

Полагая τ = T в (23) и принимая во внимание соотношения

‖um( · , 0)‖2L2(P) =

m∑
k=1

(u0,vk)
2
L2(P) � ‖u0‖2L2(P), m ∈ N,

получаем оценку

‖um( · , T )‖2L2(P) + η

T∫
0

‖um( · , s)‖2VΠ(P) ds �

� eK(β,T,η)T

(
‖u0‖2L2(P) +

2

η
‖γΠ‖2L(VΠ(P),L2(Π))

T∫
0

‖ζ( · , t)‖2L2(Π) dt+

+
1

K(β, T, η)

T∫
0

‖f( · , t)‖2L2(P) dt

)
. (24)

Заметим, что правая часть неравенства (24) не зависит от m. Следовательно, имеет место
равномерная по m ограниченность норм {‖um‖L2(0,T ;VΠ(P))}∞m=1. Поэтому, переходя к подпо-
следовательности (если это необходимо), получаем, что

um → u слабо в L2(0, T ;VΠ(P)) при m → ∞ (25)

для некоторой вектор-функции u из пространства L2(0, T ;VΠ(P)).
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Умножим обе части равенства (19) на произвольную C∞-гладкую функцию ϕ с носите-
лем, содержащимся в интервале (0, T ), и проинтегрируем по t от 0 до T. Применив инте-
грирование по частям к первому слагаемому из левой части полученного равенства, приходим
к соотношению

−
T∫
0

(um,vk)L2(P)ϕ
′ dt+ η

T∫
0

(∇um,∇vk)L2(P)ϕdt+

T∫
0

( t∫
0

β(s, t)∇um( · , s) ds,∇vk

)
L2(P)

ϕdt =

=

T∫
0

(∫
Π

ζvk · n dΠ

)
ϕdt+

T∫
0

(f ,vk)L2(P)ϕdt, k = 1,m, (26)

где штрих обозначает классическую производную по t.
Принимая во внимание слабую сходимость (25), перейдём к пределу при m → ∞ в равен-

стве (26) и в результате получим

−
T∫
0

(u,vk)L2(P)ϕ
′ dt+ η

T∫
0

(∇u,∇vk)L2(P)ϕdt+

T∫
0

( t∫
0

β(s, t)∇u( · , s) ds,∇vk

)
L2(P)

ϕdt =

=

T∫
0

(∫
Π

ζvk · n dΠ

)
ϕdt+

T∫
0

(f ,vk)L2(P)ϕdt (27)

для каждого k ∈ N. Поскольку {vj}∞j=1 – полная последовательность в пространстве VΠ(P),

равенство (27) останется справедливым, если в нем заменить vk на произвольную вектор-
функцию v из пространства VΠ(P). Отсюда, в частности, следует включение

du

dt
∈ L2(0, T ;V ∗

Π(P)).

Поэтому, снова используя лемму 3, получаем, что u ∈ C([0, T ];HΠ(P)).
Кроме того, с учётом соотношения (20) нетрудно проверить, что для вектор-функции u

выполнено начальное условие u( · , 0) = u0. Таким образом, установлено, что u – слабое ре-
шение начально-краевой задачи (1)–(6).
Покажем теперь, что найденное нами слабое решение u является единственным. Предпо-

ложим, что
u∗,u∗∗ ∈ U(β,f , ζ,u0), ũ

def
= u∗ − u∗∗.

Очевидно, что имеет место включение ũ ∈ U(β,0, 0,0). Тогда, согласно лемме 4, получаем,
что ũ ≡ 0 и, следовательно, u∗ ≡ u∗∗.
Наконец, интегрируя обе части равенства (18) по t от 0 до τ, выводим энергетическое

равенство (14). Теорема доказана.
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Исследовано линейное интегро-дифференциальное уравнение с особым дифференциаль-
ным оператором в главной части. Для отыскания его приближённого решения в прост-
ранстве обобщённых функций предложен и обоснован специальный вариант обобщённого
метода коллокации.

DOI: 10.31857/S0374064123040088, EDN: ANOUZQ

Введение. Настоящая работа посвящена приближённому решению линейного интегро-
дифференциального уравнения (ИДУ)

Ax ≡ x(p)(t)

q∏
j=1

(t− tj)
mj +

1∫
−1

K(t, s)x(s) ds = y(t), (1)

в котором t ∈ I ≡ [−1, 1], числа tj ∈ (−1, 1), mj ∈ N, j = 1, q, и p ∈ Z
+ являются фиксиро-

ванными; K и y – известные непрерывные функции, обладающие определёнными свойствами
“гладкости” точечного характера, а x – искомая функция. Очевидно, что задача об отыскании
решения ИДУ (1) в классе обычных гладких функций является некорректно поставленной.
Следовательно, важен вопрос о построении основных пространств, обеспечивающих коррект-
ность данной задачи. При обсуждении этого вопроса вполне естественно учитывать, что в слу-
чае p = 0 ИДУ (1) преобразуется в линейное интегральное уравнение третьего рода (УТР)
(т.е. в этом смысле эти уравнения являются “родственными”). Хорошо известно, что УТР ши-
роко применяются в различных приложениях, в частности, УТР встречаются в ряде задач
теорий переноса нейтронов, упругости, рассеяния частиц (см., например, [1; 2, с. 121–129] и
приведённую в них библиографию), в теории уравнений с частными производными смешанно-
го типа [3], а также в теории сингулярных интегральных уравнений с вырождающимся симво-
лом [4]. При этом, как правило, естественными классами решений УТР являются специальные
пространства обобщённых функций типа D или V. Под D (соответственно V ) понимается
пространство обобщённых функций, построенных при помощи функционала “дельта-функция
Дирака” (соответственно функционала “конечная часть интеграла по Адамару”). Подробный
обзор полученных результатов и обширную библиографию по УТР можно найти в моногра-
фии [5, с. 3–11, 168–173] и в диссертации [6, с. 3–6, 106–114]. На основе упомянутой выше связи
между ИДУ (1) и УТР соответствующие идеи и результаты для УТР можно успешно исполь-
зовать для корректной постановки задачи для уравнения (1), разработки и теоретического
обоснования приближённых методов его решения в пространствах обобщённых функций.
ИДУ (1) при q = 1, t1 = 0 исследовано в работе [7, с. 25–43], в которой с использованием

известных результатов по УТР построена теория Нётера для такого уравнения в классах глад-
ких и обобщённых функций типа D. В статье [8] разработана полная теория разрешимости
общего ИДУ (1) в некотором пространстве типа D обобщённых функций (фредгольмовость
уравнения, условия разрешимости, алгоритм отыскания точного решения, достаточные усло-
вия непрерывной обратимости оператора A). Следует отметить, что исследуемые ИДУ точно
решаются лишь в очень редких частных случаях. Поэтому особенно актуальна разработка
эффективных методов их приближённого решения в пространствах обобщённых функций с
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соответствующим теоретическим обоснованием. Определённые результаты в этой области по-
лучены в работах [8, 9], где предложены и обоснованы прямые проекционные методы при-
ближённого решения ИДУ вида (1), основанные на применении стандартных и некоторых
специальных полиномов.
В настоящей статье разработан обобщённый вариант метода коллокации, специально при-

способленный к приближённому решению ИДУ (1) в пространстве типа D обобщённых функ-
ций. Основное внимание уделено обоснованию построенного метода в смысле [10, гл. 1], а
именно доказана теорема существования и единственности решения соответствующего при-
ближённого уравнения, установлены оценки погрешности приближённого решения и доказана
безусловная сходимость последовательности приближённых решений к точному решению од-
нозначно разрешимого ИДУ (1). Также исследованы вопросы устойчивости и обусловленности
аппроксимирующих уравнений.

1. О пространствах основных и обобщённых функций. Пусть C ≡ C(I) – банахово
пространство всех непрерывных на отрезке I функций с обычной max-нормой и m ∈ N.

Обозначим через C{m; 0} ≡ C
{m}
0 (I) множество всех функций f ∈ C, имеющих в точке t = 0

тейлоровскую производную f{m}(0) порядка m (см., например, [11]). Назовём его классом
“точечно-гладких” функций (естественно считаем, что C{0; 0} ≡ C). Построим основное в
наших исследованиях пространство

Y ≡ C{m, p; 0} ≡ {y ∈ C{m; 0} : y{i}(0) = 0, i = 0, p − 1},

где число p ∈ Z
+ удовлетворяет неравенству p < m. Снабдим его нормой

‖y‖Y ≡ ‖Ty‖C +

m−1∑
i=p

|y{i}(0)|, (2)

где T : Y → C – “характеристический” оператор класса Y, определённый следующим образом:

(Ty)(t) ≡
[
y(t)−

m−1∑
i=p

y{i}(0)
ti

i!

]
t−m ≡ H(t) ∈ C, H(0) ≡ lim

t→0
H(t).

Лемма 1 [8]. i) Включение y ∈ Y равносильно выражению

y(t) = tmH(t) +
m−1∑
i=p

αit
i, (3)

причём Ty = H ∈ C с точностью до устранимого разрыва в точке t = 0, а y{i}(0) = αii!,
i = p,m− 1.

ii) Пространство Y по норме (2) полно и нормально вложено в пространство C.
Обозначим через C(p) ≡ C(p)(I) векторное пространство p раз непрерывно дифференци-

руемых на I функций, в котором введём специальную норму

‖z‖(p) ≡ ‖Dz‖C +

p−1∑
i=0

|z(i)(−1)|, z ∈ C(p), (4)

где Dz ≡ z(p)(t) ∈ C.

Лемма 2 [8]. Пространство C(p) с нормой (4) полно и нормально вложено в простран-
ство C.

Следствие 1. Обычная норма ‖·‖C(p) в C(p) и норма (4) эквивалентны, т.е. существует
постоянная d � 1 такая, что ‖z‖(p) � ‖z‖C(p) � d‖z‖(p) для любой функции z ∈ C(p), где
‖z‖C(p) ≡

∑p
i=0 ‖z(i)‖C .
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Пусть C
(p)
−1 ≡ C

(p)
−1 (I) ≡ {z ∈ C(p) : z(i)(−1) = 0, i = 0, p − 1} – банахово пространство

гладких функций с нормой ‖z‖(p) ≡ ‖Dz‖C .
Теперь над пространством Y основных функций построим семейство X ≡ D

(p)
−1{m; 0}

обобщённых функций x(t) вида

x(t) ≡ z(t) +

m−p−1∑
i=0

γiδ
{i}(t), (5)

где t ∈ I, z ∈ C
(p)
−1 , γi ∈ R – произвольные постоянные, а δ и δ{i} – соответственно дельта-

функция Дирака и её “тейлоровские” производные, действующие на пространстве Y основных
функций по следующему правилу:

(δ{i}, y) ≡
1∫

−1

δ{i}(t)y(t) dt ≡ (−1)iy{i}(0), y ∈ Y, i = 0,m− p− 1. (6)

Очевидно, что векторное пространство X банахово относительно нормы

‖x‖X ≡ ‖z‖(p) +
m−p−1∑
i=0

|γi|. (7)

2. О полиномиальном приближении “точечно-гладких” функций. Введём следу-
ющий класс алгебраических полиномов:

Πm+l
p ≡ span {ti}m+l

p , l ∈ N
⋃
{0}.

Пусть Γn ≡ Γ4n+m−p : Y → Πm+4n−1
p – оператор, ставящий в соответствие любой функции

y ∈ Y полином Γny, однозначно определяемый условиями

(TΓny − Ty)(νj) = 0, (TΓny)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n,

(Γny − y){i}(0) = 0, i = p,m− 1, (8)

где {νj}n1 – система узлов Чебышёва первого рода.
Лемма 3. Оператор Γn действует согласно правилу

Γny ≡ Γ4n+m−p(y; t) ≡ tm(ΦnTy)(t) +
m−1∑
i=p

y{i}(0)
ti

i!
, y ∈ Y, (9)

где Φn ≡ Φ4n−1 : C → Π4n−1
0 – интерполяционный оператор, который всякой функции f ∈ C

ставит в соответствие полином Φnf, однозначно определённый из 4n условий

(Φnf)(νj) = f(νj), (Φnf)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n. (10)

Доказательство. Искомый полином Γny ∈ Πm+4n−1
p представим в виде

Γny ≡
4n+m−1∑

i=p

αit
i =

m−1∑
i=p

αit
i + tmP4n−1(t), P4n−1 ≡

4n−1∑
i=0

αm+it
i. (11)

При этом на основании леммы 1 имеем

P4n−1(t) = (TΓny)(t), αi = (Γny)
{i}(0)/i!, i = p,m− 1. (12)

Тогда из (11) с учётом равенств (12), (8) и (10) вытекает соотношение (9). Лемма доказана.
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Одно из аппроксимативных свойств полиномиального оператора Γn в пространстве Y
устанавливает

Лемма 4. Для любой функции y ∈ Y справедлива оценка

‖y − Γny‖Y � d1ω

(
Ty;

lnn

n

)
, (13)

где ω(f ;Δ) – модуль непрерывности функции f ∈ C с шагом Δ, 0 < Δ � 2 (здесь и далее di,
i = 1, 2, – некоторые константы, значения которых не зависят от натурального числа n).
Справедливость леммы 4 легко следует из леммы 1, соотношений (9), (2) и оценки [12]:

‖f − Φnf‖C � d1ω

(
f ;

lnn

n

)
, f ∈ C. (14)

Далее введём в рассмотрение множество

Q4n+m−1
p ≡ {y ∈ Π4n+m−1

p : (Tyn)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n}.

Лемма 5. Оператор Γn : Y → Q4n+m−1
p является проекционным.

Доказательство. Пусть yn ∈ Q4n+m−1
p – произвольный полином, Hji(t), i = 0, 3, j =

= 1, n, – фундаментальные полиномы Эрмита степени 4n− 1 по узлам {νj}n1 (см., например,
[13, с. 63]). Тогда очевидно равенство

(Tyn)(t) =

n∑
j=1

3∑
i=0

(Tyn)
(i)(νj)Hji(t) =

n∑
j=1

(Tyn)(νj)Hj0(t) ≡ (ΦnTyn)(t). (15)

Теперь из соотношений (9), (15) и леммы 1 следует, что Γnyn = yn. Лемма доказана.
3. Обобщённый метод коллокации на основе специального интерполяционно-

го полинома. Пусть задано ИДУ (1). Для сокращения громоздких выкладок и упрощения
формулировок, не ограничивая при этом общности идей, методов и результатов, всюду в даль-
нейшем будем считать, что q = 1, t1 = 0, т.е. рассмотрим ИДУ вида

(Ax)(t) ≡ (V x)(t) + (Kx)(t) = y(t), t ∈ I,

V ≡ UD, Df ≡ f (p)(t), Ug ≡ tmg(t), Kx ≡
1∫

−1

K(t, s)x(s) ds, (16)

где p ∈ N
⋃

{0}, m ∈ N, p < m; y ∈ Y ≡ C{m, p; 0}; ядро K обладает следующими
свойствами:

K( · , s) ∈ C,K(t, · ) ∈ Y, ψi(t) ≡ K{i}
s (t, 0) ∈ Y, i = 0,m− p− 1, (17)

а x ∈ X – искомый элемент.
Приближённое решение ИДУ (16) построим в виде

xn ≡ xn(t; {cj}) ≡ gn(t) +

m−p−1∑
i=0

ci+4nδ
{i}(t), (18)

gn ≡ (Jzn)(t), zn(t) ≡
4n−1∑
i=0

cit
i, n = 2, 3, . . . , (19)
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где

Jz ≡ (Jp−1z)(t) ≡ ((p − 1)!)−1

t∫
−1

(t− s)p−1z(s) ds,

при этом J : C → C(p), (Jz)(i) = Jp−i−1z, i = 0, p− 1, DJz = z. Неизвестные параметры
cj = c

(n)
j , j = 0, 4n +m− p− 1, найдём согласно нашему методу из квадратной системы

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (4n +m− p)-го порядка:

(Tρn)(νj) = 0, (TUxn)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n, ρ{i}n (0) = 0, i = p,m− 1, (20)

где ρn(t) ≡ ρAn (t) ≡ (Axn − y)(t) – невязка приближённого решения, а {νj}n1 – использованная
выше система узлов коллокации.
Следуя работе [14], примем соглашения, полезные при оформлении результатов по обосно-

ванию приближённых методов. Во-первых, стандартное утверждение “при всех n ∈ N, n � n0,
СЛАУ (20) имеет единственное решение {c∗j}, и последовательность приближённых решений
x∗n ≡ xn(t; {c∗j}) сходится к точному решению x∗ = A−1y уравнения (16) по норме прост-
ранства X ” заменим простой фразой “метод (18)–(20) обоснованно применим к уравнению
(16)”. Во-вторых, для погрешности приближённого решения введём специальное обозначение
Δx∗n ≡ ‖x∗n − x∗‖X ; оценка этой величины определяет скорость сходимости приближённых
решений x∗n к точному решению x∗ уравнения (16).
Для вычислительного алгоритма (16)–(20) справедлива
Теорема 1. Если однородное ИДУ Ax = 0 имеет в пространстве X лишь нулевое ре-

шение (например, в условиях теоремы 2 из [8]), то прямой метод (18)–(20) обоснованно
применим к уравнению (16), причём

Δx∗n = O

{
ωt(h;Δn) +

m−p−1∑
i=0

ω(fi;Δn) + ω(Ty;Δn)

}
, (21)

где ωt(h;Δ) – частный модуль непрерывности функции h(t, s) по переменной t; h ≡ TtK,
fi ≡ Tψi, i = 0,m− p− 1, Δn ≡ n−1 lnn.

Доказательство. Очевидно, что ИДУ (16) можно представить в виде линейного опера-
торного уравнения

Ax ≡ V x+Kx = y, x ∈ X ≡ D
(p)
−1{m; 0}, y ∈ Y ≡ C{m, p; 0}, (22)

в котором оператор A : X → Y непрерывно обратим.
Систему (18)–(20) требуется записать также в операторной форме. С этой целью постро-

им соответствующие конечномерные подпространства основных пространств. Именно, через
Xn ⊂ X обозначим (4n + m − p)-мерное подпространство элементов вида (18) таких, что
(TUxn)

(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n, а за Yn ⊂ Y примем класс Q4n+m−1
p .

Покажем теперь, что система (18)–(20) эквивалентна линейному уравнению

Anxn ≡ V xn + ΓnKxn = Γny, xn ∈ Xn, Γny ∈ Yn. (23)

Пусть x∗n ≡ xn(t; {c∗j}) – решение уравнения (23), т.е. V x∗n + Γnτ
∗
n = 0, τ∗n ≡ Kx∗n − y.

В силу равенств (18), (19) и (9) последнее означает, что

(U(z∗n +ΦnTτ
∗
n))(t) +

m−1∑
i=p

(τ∗n)
{i}(0)

ti

i!
≡ 0. (24)

На основании (3) очевидно, что тождество (24) равносильно системе

(z∗n +ΦnTτ
∗
n)(t) ≡ 0, (τ∗n)

{i}(0) = 0, i = p,m− 1. (25)
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Подробно изучим первое тождество в (25). С учётом условий (10) и соотношений Φnz
∗
n = z∗n,

z∗n = TUz∗n = TUx∗n = TV x∗n рассматриваемое тождество принимает вид

(Tρ∗n)(νj) = 0, (TUx∗n)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n, ρ∗n ≡ Ax∗n − y.

Далее, поскольку V x∗n = Uz∗n, имеем

(ρ∗n)
{i}(0) = (V x∗n +Kx∗n − y){i}(0) ≡ (Uz∗n + τ∗n)

{i}(0) = (τ∗n)
{i}(0), i = p,m− 1.

Следовательно, система (25) принимает вид

(Tρ∗n)(νj) = 0, (TUx∗n)
(k)(νj) = 0, k = 1, 3, j = 1, n,

(ρ∗n)
{i}(0) = 0, i = p,m− 1.

Итак, СЛАУ (20) имеет единственное решение {c∗j}
4n+m−p−1
0 , т.е. решение уравнения (23)

является решением системы (18)–(20).
Для получения обратного утверждения достаточно провести изложенные выше рассужде-

ния в обратном порядке.
Таким образом, для доказательства теоремы 1 достаточно установить существование, един-

ственность и сходимость решений уравнения (23).
Покажем теперь “близость” операторов A и An на подпространстве Xn в условиях (17).

Используя уравнения (16) и (23), представления (3) и (9), норму (2), для произвольного эле-
мента xn ∈ Xn находим, что

‖Axn −Anxn‖Y = ‖Kxn − ΓnKxn‖Y = ‖TKxn − ΦnTKxn‖C . (26)

На основании (16), (5) и (6) имеем

(Kx)(t) = (Kz)(t) +

m−p−1∑
i=0

(−1)iγiψi(t).

Следовательно,

(Kxn)(t) = (Kgn)(t) +

m−p−1∑
i=0

(−1)ici+4nψi(t),

и тогда справедливо равенство

(TKxn)(t) =

1∫
−1

h(t, s)gn(s) ds +

m−p−1∑
i=0

(−1)ici+4nfi(t). (27)

В силу (27), (14), леммы 2 и определения (7) последовательно выводим промежуточную
оценку

‖TKxn − ΦnTKxn‖C ≡ max
t∈I

∣∣∣∣
1∫

−1

(h− Φt
nh)(t, s)gn(s) ds+

∑
i

(−1)ici+4n(fi − Φnfi)(t)

∣∣∣∣ �

� 2d1‖gn‖Cωt(h;Δn) + d1
∑
i

|ci+4n|ω(fi;Δn) � 2d1‖gn‖(p)ωt(h;Δn) + d1‖xn‖X
∑
i

ω(fi;Δn) �

� d2

[
ωt(h;Δn) +

∑
i

ω(fi;Δn)

]
‖xn‖X , d2 ≡ 2d1. (28)
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Из (26) и (28) следует искомая оценка “близости” операторов A и An :

εn ≡ ‖A−An‖Xn→Y � d2

[
ωt(h;Δn) +

∑
i

ω(fi;Δn)

]
. (29)

На основании оценок (29) и (13) из теоремы 7 работы [10, с. 19] вытекает утверждение
теоремы 1 с оценкой погрешности (21).

Следствие 2. Если h (по t), fi, i = 0,m− p− 1, и Ty принадлежат классу C(1), то
в условиях теоремы 1 верна оценка Δx∗n = O(Δn).

4. Об устойчивости и обусловленности предложенного метода. На практике при-
ближённое уравнение (23), в силу неточности задания его элементов, решается, вообще говоря,
только приближённо. Например, уравнение (23) заменяется уравнением вида

Bnxn = un, xn ∈ Xn, un ∈ Yn,

в котором Bn : Xn → Yn – линейный оператор, причём An и Bn, а также yn ≡ Γny и un,
“близки” в определённом смысле. Следовательно, возникает необходимость исследования на
устойчивость прямых методов решения уравнения (22).
Далее снова рассмотрим операторное уравнение (22). Величина μ ≡ μ(A) ≡ ‖A‖‖A−1‖

называется числом обусловленности оператора A и уравнения (22) (см., например, [10, с. 24]);
уравнение (22) называется хорошо обусловленным, если μ невелико, и плохо обусловленным –
в противном случае.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливы следующие утверждения:
i) прямой метод (18)–(20) для ИДУ (16) устойчив относительно малых возмущений

исходных данных СЛАУ (20);
ii) при достаточно больших n существуют числа μn ≡ μ(An) для приближённого урав-

нения (23), причём

μn � cμ, 1 � c � 1 + ε, ε > 0, n � n1(ε), limμn = μ,

т.е. если ИДУ (16) хорошо обусловлено, то СЛАУ (20) также хорошо обусловлена.
Доказательство следует из теорем 11–13 работы [10, с. 22–25] с учётом того, что в усло-

виях теоремы 1 при достаточно больших n аппроксимирующие операторы An непрерывно
обратимы и обратные операторы ограничены по норме в совокупности:

‖A−1
n ‖ = O(1), A−1

n : Yn → Xn, n � n2.

5. Замечания.
1. При приближении решений операторных уравнений Ax = y возникает естественный

вопрос о скорости сходимости невязки ρ∗n(t) ≡ (Ax∗n − y)(t) исследуемого метода. Один из
результатов в этом направлении легко получить из теоремы 1, а именно, из неё вытекает
простое следствие: если исходные данные (h, fi, T y) уравнения (16) принадлежат классу C1,
то в условиях теоремы 1 справедлива оценка ‖ρ∗n‖Y = O(Δn).

2. В силу определения нормы в D
(p)
−1{m; 0} нетрудно заметить, что из сходимости последо-

вательности x∗n приближённых решений к x∗ = A−1y в метрике D
(p)
−1{m; 0} следует обычная

сходимость в пространстве обобщённых функций, т.е. слабая сходимость.
3. Если p = m = 0, то ИДУ (16) преобразуется в интегральное уравнение Фредгольма

второго рода в пространстве C, а предложенный вычислительный алгоритм (18)–(20) – в
соответствующий вариант метода коллокации для уравнения второго рода, причём Ty ≡ y и
h ≡ K. Поэтому теорема 1 охватывает соответствующие результаты по обоснованию данного
варианта метода коллокации для приближённого решения уравнений второго рода в классе
C, при этом погрешность характеризуется оценкой ‖x∗n − x∗‖C = O[ωt(K;Δn) + ω(y;Δn)].
4. Результат теоремы 2 по устойчивости предложенного метода позволяет найти численное

решение исследуемых уравнений с любой наперёд заданной степенью точности.
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Исследована задача оптимального управления с нерегулярным смешанным ограничением,
линейным по переменной управления. Предложены необходимые условия оптимальности
в форме принципа максимума Понтрягина для такого класса задач. Рассмотрены соответ-
ствующие примеры.

DOI: 10.31857/S037406412304009X, EDN: ANTGIC

Введение. В работе исследуется один класс задач оптимального управления с нерегу-
лярным смешанным ограничением, которое линейно по управляющему параметру. Приведём
пример такой нерегулярной задачи.

Пример 1. Зафиксируем произвольную точку a ∈ (0, 1). На фиксированном отрезке [0, 1]
рассмотрим следующую одномерную задачу оптимального управления с закреплёнными кон-
цами: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫
0

x(t) dt → min,

ẋ(t) = u(t),

(t− a)u(t) − x(t) � 0,

x(0) = 0, x(1) = 1.

(1)

В этой задаче существует допустимое управление, которое имеет вид ū(t) = 0 при t � a,
ū(t) = 1/(1 − a) при t > a. Соответствующая ему траектория имеет вид x̄(t) = 0 при t � a,
x̄(t) = (t− a)/(1 − a) при t > a. Покажем, что этот процесс оптимален.
Для произвольного допустимого процесса (x(·), u(·)), используя интегрирование по частям,

имеем
1∫

0

x(t) dt �
1∫

0

(t− a)u(t) dt =

1∫
0

(t− a)ẋ(t) dt = (t− a)x(t)|10 −
1∫

0

x(t) dt.

Следовательно, справедливо неравенство

1∫
0

x(t) dt � 1− a

2
.

Однако в то же время
1∫

0

x̄(t) dt =
1− a

2
,

что доказывает искомое утверждение.
В задаче (1) нарушаются условия регулярности смешанных ограничений при t = a. При-

меним формально к этой задаче известные условия оптимальности. Имеем

H(x, u, t, ψ, λ) = ψu− λx.
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Поэтому ψ̇(t) = λ + ν(t) – измеримая ограниченная неотрицательная функция, где λ � 0 –
константа, ν – множитель Лагранжа, отвечающий за смешанные ограничения. Вместе с тем
условие Эйлера–Лагранжа даёт

ψ(t) = (t− a)ν(t).

Из этих двух равенств следует, что ν(t) – непрерывно дифференцируемая функция при t 	= a
и имеет место равенство (t− a)ν̇(t) = λ. Отсюда получим

ν(t) = ν(0) +

t∫
0

λ

s− a
ds.

Однако функция ν(t) неотрицательна, поэтому неограниченность интеграла влечёт за собой,
что λ = 0 и, следовательно, ν(t) постоянна при t < a и t > a. Поскольку λ = ψ(a) = 0, то
здесь известное условие нетривиальности

λ+ |ψ(t)| > 0 для любого t ∈ [0, 1]

нарушено в точке t = a, в которой условие максимума неинформативно.
Рассмотрим ещё один двумерный пример задачи с фиксированным левым и свободным

правым концами.
Пример 2. На отрезке [0, 1] рассмотрим задачу оптимального управления

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
1∫

0

x1(t) dt → min,

ẋ1(t) = u(t),

ẋ2(t) = 2t,

tu(t)− x2(t) � 0,

x(0) = 0.

(2)

Здесь очевиден оптимальный процесс ū(t) = t, x̄(t) = (x̄1(t), x̄2(t)) = (t2/2, t2). Условие
регулярности смешанных ограничений нарушается при t = 0. Применим формально принцип
максимума. Имеем

H(x, u, ψ, t, λ) = ψ1u+ 2tψ2 + λx1.

Значит, ψ̇1(t) = −λ, ψ1(1) = 0, в то время как ψ̇2(t) = −ν(t), ψ2(1) = 0. Условие Эйлера–
Лагранжа даёт равенство

ψ1(t) = tν(t) для п.в. t ∈ [0, 1].

Отсюда, поскольку ν(t) ограничена, ψ1(0) = 0, следовательно, ψ1 = 0 и λ = 0. Значит,
ν = 0 и, таким образом, ψ2 = 0. Получили, что все множители Лагранжа равны нулю одно-
временно. Поэтому следует вывод, что функция ν(t) может не быть ограниченной в задаче с
нерегулярными смешанными ограничениями.
Эти примеры демонстрируют, что класс существенно ограниченных измеримых функций

является слишком узким, чтобы гарантировать включение для множителя Лагранжа, отве-
чающего нерегулярным смешанным ограничениям. Поэтому возникает естественный вопрос о
более широком пространстве для этого множителя и соответственно об уточнённых необхо-
димых условиях оптимальности для задач со смешанными ограничениями, которые не удо-
влетворяют известному условию регулярности. В настоящей работе предпринимается попытка
найти такие пространство и условия, в частном случае, ограничений, линейных по переменной
управления. Оказывается, что, как и в случае чистых фазовых ограничений, здесь возможно
ограничиться запасом борелевских мер.
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1. Постановка задачи, определения и основной результат. На фиксированном от-
резке времени рассмотрим задачу оптимального управления со смешанными ограничениями⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φ(x0, u(·)) := ϕ(p) +

1∫
0

f0(x(t), u(t), t) dt → min,

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), t ∈ [0, 1],

g(x(t), t) + 〈u(t), a(t)〉 � 0,

u(t) ∈ U для п.в. t,

p ∈ S.

(3)

Здесь p = (x0, x1), x0 = x(0), x1 = x(1), 〈· , ·〉 означает скалярное произведение векторов.
Множества U ⊆ R

m и S ⊆ R
2n выпуклы и компактны. Отображения ϕ : R2n → R, f : Rn ×

× R
m × R

1 → R
n, f0 : Rn × R

m × R
1 → R, g : Rn × R → R, a : R → R

m предполагаются
непрерывно дифференцируемыми. При этом считается, что f – линейное отображение по
переменной управления u, т.е.

f(x, u, t) = f1(x, t) + F (x, t)u,

а f0 – выпуклая функция по u.
Пара функций (x, u) называется процессом управления, если x(·) абсолютно непрерывна,

u(·) измерима и существенно ограничена, и ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) для п.в. t ∈ [0, 1]. Процесс
управления называется допустимым, если он удовлетворяет всем наложенным ограничениям
задачи (3). Напомним, что допустимый процесс (x̄, ū) называется сильным минимумом в
задаче (3), если существует число ε0 > 0 такое, что для любого допустимого процесса (x, u)
такого, что |x(t) − x̄(t)| � ε0 для любого t ∈ [0, 1], имеет место неравенство Φ(x̄0, ū(·)) �
� Φ(x0, u(·)), где x̄0 = x̄(0).
Введём обозначение

U(x, t) := {u ∈ U : r(x, u, t) � 0},
где r(x, u, t) := g(x, t) + 〈a(t), u〉. Рассмотрим подмножество UR(x, t) множества U(x, t), ко-
торое состоит из точек u ∈ U(x, t), отвечающих следующему условию непрерывности: для
любой окрестности Ou точки u найдётся окрестность Ox точки x такая, что U(y, t)

⋂
Ou 	=

	= ∅ при всех y ∈ Ox. На простом примере проиллюстрируем как устроено множество точек
непрерывности UR(x, t).
Рассмотрим случай, когда U = {u ∈ R

m : |u| � 1} – единичный шар. Зафиксируем точку
t∗ ∈ [0, 1] и пусть a∗ = a(t∗) 	= 0. Пусть Γ(x) обозначает гиперплоскость g(x, t∗)+ 〈a∗, u〉 = 0.
Тогда имеют место несколько случаев.
1. Гиперплоскость Γ(x) касается сферы Sm−1 = ∂U в точке u∗, и векторы u∗ и a∗

сонаправлены. В этом случае UR(x, t∗) = U(x, t∗) как следствие непрерывности функции g.
2. Гиперплоскость Γ(x) пересекает сферу Sm−1 более чем в одной точке. Тогда, очевидно,

также имеем UR(x, t∗) = U(x, t∗).
3. Гиперплоскость Γ(x) касается сферы Sm−1 в точке u∗, и векторы u∗ и a∗ разнона-

правлены. При этом в любой окрестности x существует хотя бы одно положительное значение
функции g( · , t∗) + 〈a∗, u∗〉. В этом случае UR(x, t∗) = ∅.
4. Гиперплоскость Γ(x) касается сферы Sm−1 в точке u∗, и векторы u∗ и a∗ разнона-

правлены. При этом g(y, t∗) � −〈a∗, u∗〉 для всех y из некоторой окрестности точки x. Тогда
UR(x, t∗) = U(x, t) = {u∗}.
5. Гиперплоскость Γ(x) не пересекает сферу Sm−1. В этом случае UR(x, t∗) = U(x, t∗).
Таким образом, в разобранном примере всегда имеем равенство UR(x, t∗) = U(x, t∗), за

исключением случая 3, в котором UR(x, t∗) = ∅ 	= U(x, t∗).
Положим Θ(x, t) := clUR(x, t), если a(t) 	= 0, и Θ(x, t) := U, если a(t) 	= 0.
Условие непрерывности, с помощью которого определяется Θ(x, t), является некоторым

общим предположением. Необходимо привести достаточные условия для проверки включения
u ∈ UR(x, t). Сделаем это.
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Обозначим через NU (u) нормальный конус ко множеству в точке, т.е.

NU (u) = {v ∈ R
m : 〈v,w − u〉 � 0 для любых w ∈ U}.

Будем говорить, что точка u ∈ U(x, t) регулярна, если при u ∈ U0(x, t) выполняется условие
a(t) /∈ −NU (u), где U0(x, t) = {u ∈ U : r(x, u, t) = 0}. Для каждой регулярной точки u ∈
∈ U(x, t) имеет место включение u ∈ UR(x, t). Этот факт вытекает из теоремы устойчивости
Робинсона [1]. Действительно, регулярность точки u означает выполнение условия Робинсона
для вариационной системы (

r(x, u, t)
u

)
∈ (−∞, 0]× U,

которое заключается в том, что ядро сопряжённого оператора производной по u отображения
слева имеет тривиальное пересечение с нормальным конусом ко множеству справа.
Рассмотрим функцию

γ(x, t) := min
u∈U0(x,t)

max
q∈NU (u)∗

⋂
B1(0)

〈a(t), q〉,

где K∗ означает сопряжённый конус, Bε(x) – замкнутый шар радиуса ε с центром в x.
Если U0(x, t) = ∅, то по определению γ(x, t) = +∞. Из того, что многозначные отобра-
жения U0(x, t) и NU (u) полунепрерывны сверху, а значит, NU (u)

∗ полунепрерывно снизу,
непосредственно вытекает, что γ(x, t) является полунепрерывной снизу функцией. Отсюда
также имеем, что эта функция – борелевская, что используем ниже. Кроме того, γ(x, t) � 0.
Пусть E – заданное измеримое множество на прямой и τ ∈ E. Обозначим через F(τ ;E)

семейство замкнутых подмножеств D ⊆ E, которые обладают тем свойством, что τ ∈ D и
точка τ является точкой плотности множества D.
Рассмотрим функцию Гамильтона–Понтрягина (см. [2, гл. 1, с. 24])

H(x, u, t, ψ, λ) := 〈ψ, f(x, u, t)〉 − λf0(x, u, t).

Cформулируем принцип максимума.
Определение 1. Процесс управления (x̄, ū) удовлетворяет принципу максимума, если

существуют множители Лагранжа: число λ � 0, вектор-функция с ограниченным изменением
ψ(t) и борелевская мера η � 0 такие, что выполняются следующие условия:
условие нетривиальности

λ+ |ψ(0)| + ‖η‖ 	= 0;

сопряжённое уравнение

ψ(t) = ψ(0) −
t∫

0

H′
x(x̄(s), ū(s), s, ψ(s), λ) ds +

∫
[0,t]

g′x(x̄(s), s) dη, t ∈ (0, 1]; (4)

условия трансверсальности

(ψ(0),−ψ(1)) ∈ λϕ′(p̄) +NS(p̄); (5)

условие максимума

max
u∈Θ(x̄(t),t)

H(x̄(t), u, t, ψ(t), λ) � H(x̄(t), ū(t), t, ψ(t), λ) для п.в. t ∈ [0, 1]; (6)

условие Эйлера–Лагранжа, которое принимает вид: для п.в. t ∈ [0, 1] существует множе-
ство D ∈ F(t; [0, 1]) такое, что

H ′
u(x̄(t), ū(t), t, ψ(t), λ) ∈ a(t)Dη(t;D) +NU (ū(t)), (7)
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где Dη(t;D) – обобщённая производная меры η в смысле предела∗)

Dη(t;D) := Lim sup
ε→0

η(D
⋂

Bε(t))

2ε
;

условие дополняющей нежёсткости, которое состоит из двух частей:
(a) для п.в. t ∈ E := {s ∈ [0, 1] : r(x̄(s), ū(s), s) < 0} существует множество D ∈ F(t;E)

такое, что
Dη(t;D) = {0}; (8)

(b) для любого отрезка [c, d] ⊆ {t ∈ [0, 1] : a(t) = 0} имеет место равенство
∫

[c,d]

g(x̄(t), t) dη = 0.

Кроме того, при каждых t ∈ [0, 1] и ε > 0 таких, что

Bε(t)
⋂

[0, 1] ⊆ {s ∈ [0, 1] : UR(x̄(s), s) 	= ∅},

имеет место оценка ∫
Bε(t)

⋂
[0,1]

γ(x̄(s), s) dη � const · ε. (9)

Множество D в условиях (7) и (8) можно взять одним и тем же для п.в. t ∈ E.
Основной результат данной работы содержится в следующей теореме.
Теорема. Пусть процесс управления (x̄(·), ū(·)) является сильным минимумом в задаче

(3). Тогда (x̄(·), ū(·)) удовлетворяет принципу максимума.
Приведём небольшой комментарий. Условие максимума (6) принимает нестандартную фор-

му, так как максимум берётся по некоторому подмножеству Θ(x̄(t), t) исходного допустимого
множества U(x̄(t), t) . Это подмножество содержит замыкание регулярных точек допустимого
множества, но может оказаться пустым. В таком случае максимум полагается равным −∞.
Заметим, что неравенство (6) может быть строгим, а условие максимума в форме (6) обобщает
аналогичное условие из статьи [3].
Обратимся к условию Эйлера–Лагранжа (7). Поскольку скалярная монотонная функция

η([0, t]) почти всюду дифференцируема, а её производная почти всюду совпадает с плотно-
стью абсолютно непрерывной компоненты меры m(t) := dηac/dt, из (7) несложно с помощью
леммы об измеримом селекторе выводится существование такой функции ξ ∈ L1([0, 1];R), что
справедливо включение

H ′
u(x̄(t), ū(t), t, ψ(t), λ) − ξ(t)a(t) ∈ NU (ū(t)).

При этом ξ(t) ∈ [0,m(t)] для п.в. t ∈ [0, 1]. Поскольку множество D можно взять одним и
тем же и в (7), и в (8), то для функции ξ(·) из (8) также имеем равенство

ξ(t)r(x̄(t), ū(t), t) = 0 для п.в. t.

Приходим к условию Эйлера–Лагранжа в форме, предложенной в книге [4, гл. 1]. Осуществим
и обратный переход, а значит, имеют место эквивалентные формы записи некоторых условий
оптимальности из числа представленных здесь и в [4].
Рассмотрим условие дополняющей нежёсткости. Вторая часть этого условия, справедливая

при a(t) = 0, стандартна, т.е. такая же, как и в обычном принципе максимума для задачи
с фазовыми ограничениями. Относительно же первой его части, ввиду условия “п.в.” в (8),

∗) Здесь Lim sup означает множество всех предельных точек, или так называемый верхний предел в смысле
Куратовского (см. [3]).
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ничто не “запрещает” мере η иметь атом в любой точке отрезка [0, 1], где a(t) 	= 0. Однако
этот факт может оказаться в противоречии с оценкой (9) при наличии подходящих условий
регулярности. Перейдём к таким условиям.

Определение 2. Траектория x̄(·) называется регулярной в точке t0 ∈ [0, 1] относитель-
но смешанных ограничений, если для любой точки u ∈ U0(x̄(t0), t0) существует такое d =
= d(u, t0) ∈ NU (u)

∗ ⋂Sm−1, что выполняется неравенство 〈a(t0), d〉 > 0. Траектория регу-
лярна относительно смешанных ограничений, если она регулярна в каждой точке t ∈ [0, 1]
равномерно по t, т.е. существует α0 > 0 такое, что 〈a(t), d(u, t)〉 > α0 для всех t ∈ [0, 1] и
u ∈ U0(x̄(t), t).
Рассмотрим точку t0 ∈ [0, 1], в которой траектория регулярна относительно смешанных

ограничений. Из теоремы устойчивости Робинсона [1] вытекает, что UR(x̄(t), t) 	= ∅ для всех
t из некоторой окрестности точки t0. С другой стороны, в силу определений и свойства ком-
пактности несложно проверяется, что γ(x̄(t0), t0) > 0. Поскольку γ полунепрерывна снизу,
отсюда в силу (9) следует, что мера η абсолютно непрерывна в окрестности точки t0 и,
более того, липшицева (т.е. её производная Радона–Никодима существенно ограничена). Тог-
да, как несложно видеть, в окрестностях таких регулярных точек t0 принцип максимума из
определения 1 превращается в обычный принцип максимума, справедливый для регулярных
смешанных ограничений (см. [5–7]).
Рассмотрим теперь точку t0 ∈ [0, 1] такую, что a(t) = 0 для всех t из некоторой окрестно-

сти t0. В такой окрестности, очевидно, будут выполнены условия обычного принципа макси-
мума для задач с фазовыми ограничениями, и, в частности, если a(t) = 0 для любого t ∈ [0, 1],
то определение 1 представляет собой известный принцип максимума в форме Дубовицкого–
Милютина [8, 9].

2. Доказательство теоремы 1. Предположения линейности и выпуклости позволяют
воспользоваться методом штрафов (см. [6, гл. 2]). Пусть i – произвольное натуральное число.
Зафиксируем ε > 0 и рассмотрим штрафную задачу

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φi(x0, u(·)) := Φ(x0, u(·)) + i

1∫
0

(r(x(t), u(t), t)+)2 dt+

+ |p− p̄|2 + ε
∫ 1
0 |u(t)− ū(t)|2 dt → min,

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t),

p ∈ S,

|x(t)− x̄(t)| � ε для любого t ∈ [0, 1],

u(t) ∈ U для п.в. t ∈ [0, 1].

(10)

В силу предположений линейности и выпуклости, поскольку U – компакт, решение задачи
(10) существует по теореме А.Ф. Филиппова [10]. Обозначим это решение через (x0,i, ui(·)), а
через xi(·) и pi – траекторию и концевой вектор соответственно. Используя стандартные рас-
суждения, основанные на секвенциальной компактности, переходя к подпоследовательности,
имеем сходимости pi → p, ui

w→ u слабо в L2([0, 1];R
m) для некоторых p = (x0, x1) и u(·).

Тогда xi(t) ⇒ x(t) равномерно на отрезке [0, 1], где x(·) – абсолютно непрерывная функция
такая, что ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) и x(0) = x0.
Покажем что процесс управления (x(·), u(·)) допустим в исходной задаче (3). Действитель-

но, имеем Φi(x0,i, ui(·)) � Φi(x̄0, ū(·)), откуда

1∫
0

(r(xi(t), ui(t), t)
+)2 dt � const

i
.

Отсюда при i → ∞ следует, что u(t) ∈ U(x(t), t) для п.в. t ∈ [0, 1], так как выпуклый функ-
ционал, стоящий в левой части, слабо полунепрерывен снизу. При этом также используется
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тот факт, что выпуклое замкнутое множество в гильбертовом пространстве слабо замкнуто.
Также очевидно, что p ∈ S. Таким образом, (x(·), u(·)) – допустимый процесс в задаче (3).
Докажем, что x(·) = x̄(·) и u(·) = ū(·). Имеем

Φ(x0,i, ui(·)) + |pi − p̄|2 + ε

1∫
0

|ui(t)− ū(t)|2 dt � Φi(x0,i, ui(·)) � Φi(x̄0, ū(·)) = Φ(x̄0, ū(·)).

Используя слабую полунепрерывность снизу и переходя к пределу в последнем выражении,
получаем неравенство

Φ(x0, u(·)) + |p− p̄|2 + ε

1∫
0

|u(t)− ū(t)|2 dt � Φ(x̄0, ū(·)).

Однако процесс (x(·), u(·)) допустим, поэтому Φ(x0, u(·)) � Φ(x̄0, ū(·)). Тогда x(·) = x̄(·),
u(·) = ū(·). Таким образом, установлено, что xi(t) ⇒ x̄(t), ui(t)

w→ ū(t) при i → ∞, t ∈ [0, 1].
Более того, в силу полученной оценки ui(·) → ū(·) сильно в пространстве L2 после перехода
к подпоследовательности можно считать, что ui(t) → ū(t) для п.в. t ∈ [0, 1].
Используя то, что |xi(t) − x̄(t)| < ε для всех t и всех достаточно больших i, применим

к штрафной задаче известный принцип максимума (см., например, [11, теорема 6.27]). Су-
ществуют число λi � 0 и абсолютно непрерывная функция ψi(·), которые одновременно не
равны нулю, такие, что имеют место равенства

ψ̇i(t) = −H′
x(xi(t), ui(t), t, ψi(t), λi) + 2λiir(xi(t), ui(t), t)

+g′x(xi(t), t), (11)

(ψi(0),−ψi(1)) ∈ λiϕ
′(pi) +NS(pi) + 2λi(pi − p̄), (12)

max
u∈U

(H(xi(t), u, t, ψi(t), λi)− λii(r(xi(t), u, t)
+)2 − λiε|u− ū(t)|2) =

= H(xi(t), ui(t), t, ψi(t), λi)− λii(r(xi(t), ui(t), t)
+)2 − λiε|ui(t)− ū(t)|2 (13)

для п.в. t ∈ [0, 1].
Из условия максимума (6) вытекает уравнение Эйлера–Лагранжа в форме

H′
u(xi(t), ui(t), t, ψi(t), λi)− 2λiir(xi(t), ui(t), t)

+a(t)− 2λiε(ui(t)− ū(t)) ∈ NU (ui(t)) (14)

для п.в. t ∈ [0, 1].
Из метода штрафов следует, что

i

1∫
0

(r(xi(t), ui(t), t)
+)2 dt → 0 при i → ∞. (15)

Обозначим через ηi абсолютно непрерывную борелевскую меру такую, что

ηi(B) = 2λii

∫
B

r(xi(t), ui(t), t)
+ dt.

Пронормируем множители Лагранжа следующим образом:

λi + |ψi(0)| + ‖ηi‖ = 1. (16)

Из (16), используя слабую-* секвенциальную компактность в пространстве борелевских
мер и переходя к подпоследовательности, имеем сходимость ηi

w→ η для некоторой борелев-
ской меры η на σ([0, 1]). При этом ‖ηi‖ → ‖η‖. Также в силу компактности имеем λi → λ
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для некоторого числа λ � 0 и ψi(t) → ψ(t) для некоторой функции ψ с ограниченным
изменением на [0, 1]. Причём сходимость имеет место для всех точек непрерывности функ-
ции ψ, включая концы отрезка времени. Здесь учтено то, что последовательность функций
ψi(t) равномерно ограничена. Это несложно вытекает из (11), (16) и неравенства Гронуолла.
Существование искомой функции ψ(t) следует из теоремы Хелли.
Теперь перейдём последовательно к пределу в условиях (11)–(14). Переходя к пределу

в (11) стандартным образом, используя интегральную форму представления, получаем (4).
Переходя к пределу в (12), используя свойство полунепрерывности сверху предельного нор-
мального конуса, приходим к условию (5).
Перейдём к пределу в условии максимума (13). По определению множества UR(x, t) для

всех t ∈ [0, 1] : a(t) 	= 0 и u ∈ UR(x̄(t), t) при каждом достаточно большом i существует
вектор vi ∈ U(xi(t), t) такой, что |vi−u| → 0 при i → ∞. Поэтому, подставляя при заданном
t в условие максимума (13) в качестве u вектор vi и переходя к пределу при i → ∞, приходим
к условию

H(x̄(t), u, t, ψ(t), λ) − λε|u− ū(t)|2 � H(x̄(t), ū(t), t, ψ(t), λ)

для любого u ∈ UR(x̄(t), t) и п.в. t таких, что a(t) 	= 0. При этом мы использовали тот факт,
что в силу (15) с точностью до подпоследовательности можно считать, что

i(r(xi(t), ui(t), t)
+)2 → 0 для п.в. t ∈ [0, 1].

Для п.в. t ∈ [0, 1] таких, что a(t) = 0, очевидно, имеем

max
u∈U

(H(x̄(t), u, t, ψ(t), λ) − λε|u− ū(t)|2) = H(x̄(t), ū(t), t, ψ(t), λ).

Перейдём к пределу в (14). По теореме Егорова для любого δ > 0 существует измеримое
множество Eδ : �(Eδ) � 1− δ, на котором последовательность функций ui(t) сходится равно-
мерно к ū(t)∗). Рассмотрим точку t0 ∈ Eδ такую, что t0 есть точка плотности Eδ и одновре-
менно точка аппроксимативной непрерывности ū(t). Известно, что почти все точки множества
обладают такими свойствами. Рассмотрим измеримое подмножество D = D(t0, δ) ⊆ Eδ, для
которого t0 ∈ D и справедливы равенства:

i) lim
h→0

�(D
⋂

[t0 − h, t0 + h])

2h
= 1;

ii) lim
t
D→t0

ū(t) = ū(t0).

Модификация множества D, которая для упрощения изложения опускается, позволяет
считать, что D – замкнутое множество с сохранением свойств i), ii), и более того, что пре-
дельная мера η непрерывна в точках τj , σj, где τj, σj определяются из следующей формулы
для открытого дополнения:

(0, 1) \D =
⋃
j

(τj, σj).

Здесь используется тот факт, что любое измеримое множество можно аппроксимировать по
мере изнутри замкнутым множеством.
Интегрируя (14) на множестве D

⋂
Bε(t0), где ε > 0 выбрано так, что точки t0 ± ε суть

точки непрерывности η, и переходя к пределу сначала при i → ∞, а потом и по ε → 0, с
учётом равномерной сходимости функций ui(t) и сходимости по построению∫

D
⋂

Bε(t0)

a(t) dηi →
∫

D
⋂

Bε(t0)

a(t) dη

приходим к равенству (7) в точке t0. При этом конвексификация правой части в (7) возника-
ет из-за интегрирования. Поскольку множествами Eδ можно исчерпать с точностью до п.в.
отрезок [0, 1], получаем условие (7) для п.в. t ∈ [0, 1].

∗) Здесь � означает меру Лебега на прямой.
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Докажем условие дополняющей нежёсткости (8). Положим

Z := {t ∈ [0, 1] : r(x̄(t), ū(t), t) < 0}.

Рассмотрим точку t0 ∈ Z
⋂

Eδ, являющуюся точкой плотности Z
⋂

Eδ. Как и выше, рас-
смотрим замкнутое множество D ⊆ Z

⋂
Eδ, удовлетворяющее свойству i), такое, что мера η

непрерывна в точках τj, σj (см. выше). Тогда в силу равномерной сходимости на множестве
D при малом ε > 0 таком, что точки t0 ± ε также точки непрерывности η, имеем

ηi(D
⋂

Bε(t0)) = 2λii

∫
D

⋂
Bε(t0)

r(xi(t), ui(t), t)
+ dt = 0.

Отсюда в силу слабой-* сходимости мер имеем, что η(D
⋂

Bε(t0)) = 0. Поскольку множе-
ствами Eδ можно исчерпать с точностью до п.в. всё множество Z, приходим к условию (3).
Вторая часть условий, справедливая при a(t) = 0, вытекает непосредственно из предела (15).
Докажем оценку (9). Возьмём число α > 0 и положим

Uα(x, t) := {u ∈ U : |r(x, u, t)| � α},

γα(t) := min
u∈Uα(Bα(x̄(t)),t)

max
q∈(NU (u))∗

⋂
B1(0)

〈a(t), q〉.

Заметим, что функция γα(t) полунепрерывна снизу и γα1(t) � γα2(t) при α2 < α1. Также
очевидно, что γ0(t) = γ(x̄(t), t).
Рассмотрим точку t0 ∈ [0, 1], в некоторой окрестности O = (t0−ε, t0+ε) которой множество

UR(x̄(t), t) всюду непусто. Пусть η непрерывна на границе такой окрестности. Из условия
непустоты множества и условия максимума (13) следует, что r(xi(t), ui(t), t)

+ ⇒ 0 равномерно
на O. Поэтому, умножая скалярно (13) на произвольный вектор q ∈ (NU (ui(t)))

∗ ⋂B1(0),
приходим к оценке ∫

O

γα(t) dηi � const · �(O).

Переходя здесь к пределу, используя свойства полунепрерывности снизу и слабой-* сходимости
мер, получаем соотношения

∫
O

γα(t) dη � lim inf
i→∞

∫
O

γα(t) dηi � const · �(O).

Остаётся заметить, что lim
α→0

γα(t) = γ0(t). Поэтому по теореме Б. Леви (см. [12, с. 299]), пе-
реходя к пределу в последнем неравенстве, приходим к оценке (9). Если η имеет атомы на
границе O, то γ0(t) автоматически обнуляется в таких точках, и поэтому все предельные
переходы выше сохраняются.
Полученные множители Лагранжа зависят от ε > 0, поэтому нужен ещё один предельный

переход по ε → 0 в полученных условиях. Но этот предельный переход совершается по схеме,
аналогичной описанной выше. Теорема доказана.

3. Приложение. Рассмотрим приложение полученной теоремы к двум примерам, разо-
бранным во введении. Для этого будем рассматривать задачи (1) и (2) с дополнительным
ограничением u ∈ Bc(0), где c := ‖ū‖L∞ + 1. Такое ограничение введено формально, чтобы
удовлетворить требованиям теоремы о компактности множества U. Оно не влияет на минимум
задачи и дальнейшие рассуждения.
Начнём с задачи (1). Из оценки (9) следует, что мера η абсолютно непрерывна при t 	= a.

Положим m(t) := dη/dt для п.в. t. Сопряжённое уравнение (4) имеет вид

dψ(t) = λdt+ dη,
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поэтому при t 	= a функция ψ(t) также абсолютно непрерывна, и имеют место соотношения

ψ̇(t) = λ+m(t), ψ(t) = (t− a)m(t),

где последнее равенство справедливо в силу условия Эйлера–Лагранжа (7).
Тогда функция m(t) непрерывно дифференцируема при t 	= a и (t− a)ṁ(t) = λ. Значит,

m(t) = λ ln(t − a) + const при t > a, что влечёт за собой λ = 0, так как m(t) � 0. Пока-
жем, что η({a}) = 0. Действительно, в противном случае из сопряжённого уравнения имеем,
что ψ(t) разрывна в точке t = a. Однако из условия Эйлера–Лагранжа вытекает, что ψ(t)
непрерывна в t = a, поскольку m(t) интегрируема. Таким образом, получаем следующий
набор множителей: λ = 0, η = c1� на [0, a] и η = c2� на [a, 1], ψ(t) = c1(t − a) на [0, a] и
ψ(t) = c2(t− a) на [a, 1], где c1 и c2 – неотрицательные константы такие, что c1 + c2 > 0.
Перейдём ко второму примеру. Условия принципа максимума дают равенства

dψ1(t) = −λdt, dψ2(t) = − dη, ψ1(t) dt = t dη.

Вместе с тем ψ1(1) = 0, ψ2(1) = 0.
Из (9) следует, что мера η абсолютно непрерывна при t > 0. Поэтому для п.в. t имеем

ψ̇1(t) = −λ, ψ̇2(t) = −m(t), ψ1(t) = tm(t),

где m(t) = dη/dt.
Отсюда, поскольку m(t) суммируема, ψ1(0) = 0, из условий трансверсальности имеем,

что ψ1(t) ≡ 0 и λ = 0. Значит, m(t) = 0 для п.в. t. Поэтому единственный с точностью до
нормировки набор множителей Лагранжа, удовлетворяющий условиям оптимальности, будет
следующим:

λ = 0, η = δ(0), ψ1(t) = 0, ψ2(t) =

{
−1, t = 0,

0, t > 0.

Одной из первых работ по задачам со смешанными ограничениями является статья [13].
Смешанные ограничения рассматривались также, например, в работах [14, гл. 6, c. 282; 15,
гл. 5; 16, c. 283; 17–21].

Заключение. Теорема дополняет результаты других авторов о необходимых условиях
оптимальности в задачах управления с нерегулярными смешанными ограничениями.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 20-11-

20131).
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОЙ
СИСТЕМЫ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕГО ТИПА

c© 2023 г. А. В. Метельский

Для линейной автономной дифференциально-разностной системы с соизмеримыми запаз-
дываниями обоснованы алгоритмы построения регуляторов, обеспечивающих асимптоти-
ческую, финитную или полную стабилизацию данной системы. Отличительная черта пред-
ложенного подхода в том, что не требуется априорная информация о расположении корней
характеристического квазиполинома исходной системы. Результаты проиллюстрированы
примерами.

DOI: 10.31857/S0374064123040106, EDN: ANUSHI

Введение. Рассмотрим линейную автономную дифференциальную систему с соизмери-
мыми запаздываниями

ẋ(t) =

m∑
i=0

Aix(t− ih) +

m∑
i=0

biu(t− ih), t > 0. (1)

Здесь x = (x1, . . . , xn)
т – n-вектор решения системы (1) (n � 2); знак т означает опера-

цию транспонирования; u – скалярное управление; h > 0 – заданное число (запаздывание);
Ai – постоянные матрицы (m � 1); bi – постоянные столбцы; x(t), u(t), t < 0, – кусочно-
непрерывные функции.
Обозначим A(λ) = A0 + A1λ + . . . + Amλm (λ ∈ C, C – множество комплексных чисел),

En – единичная матрица n-го порядка, W (p, e−ph) = pEn − A(e−ph) – характеристическая
матрица (p ∈ C), w(p, e−ph) = |W (p, e−ph)| – характеристический квазиполином однородной
(u = 0) системы (1). Здесь и далее |·| – определитель квадратной матрицы. Множество корней
σ = {p ∈ C : w(p, e−ph) = 0} характеристического уравнения с учётом их кратностей назы-
вают спектром системы (1). Поскольку коэффициенты характеристического квазиполинома
w(p, e−ph) действительны, то комплексные числа входят в σ сопряжёнными парами.
Задача асимптотической стабилизации заключается в замыкании системы (1) обратной

связью по состоянию, обеспечивающей замкнутой системе спектр с отрицательными действи-
тельными частями (асимптотически устойчивый спектр). В данной работе задача асимптоти-
ческой стабилизации решается посредством динамического регулятора.
Рассмотрены также задачи финитной и полной стабилизации замкнутой системы. Под фи-

нитной стабилизацией понимается полное успокоение [1, c. 358] системы (1) (обнуление фазо-
вых переменных), замкнутой регулятором, за конечное время. Полная стабилизация предпо-
лагает финитную стабилизацию системы (1) с одновременной асимптотической стабилизацией
замкнутой системы.
Обозначим b(λ) = b0 + b1λ + . . . + bmλm. Система (1) называется спектрально управляе-

мой, если
rank [pEn −A(e−ph), b(e−ph)] = n, p ∈ C. (2)

Это условие является достаточным для асимптотической стабилизации, а также необходимым
и достаточным для финитной и полной стабилизации системы (1). Задачи финитной и полной
стабилизации системы (1) решаются в данной работе через обеспечение замкнутой системе
конечного спектра (спектральное приведение).
Основу одного из направлений асимптотической стабилизации [2–4] системы с запаздыва-

нием образует задача FSA (finite spectrum assignment) – назначения замкнутой системе про-
извольного конечного спектра [5–7], в частности, асимптотически устойчивого. Задача при-
ведения системы запаздывающего типа к некоторому конечному (не произвольному) спектру
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рассмотрена в статье [8]. Перечисленные задачи известны как задачи управления спектром
дифференциальной системы. Они обобщены задачей модальной управляемости [9, 10], ко-
торая заключается в назначении замкнутой системе наперёд заданного характеристического
квазиполинома с действительными коэффициентами.
Задача стабилизации систем с последействием и связанные с ней задачи управления спек-

тром образуют ядро математической теории управления объектами, описываемыми диффе-
ренциальными уравнениями. Исследованию финитной стабилизации линейных автономных
систем с запаздыванием посвящены работы [11–14]. Задача полного успокоения систем непол-
ного ранга в классе программных управлений изучена в статьях [11, 12]. В статьях [13, 14]
построены динамические регуляторы для систем дифференциальных и дифференциально-ал-
гебраических уравнений с последействием. Исследуемые задачи различаются определениями
стабилизации, используемыми регуляторами (статическими [4, 6, 10] и динамическими [13, 14]),
типом системы управления (запаздывающий [4, 11–14], нейтральный [5, 9], дифференциально-
алгебраический [14]), характером запаздываний (сосредоточенные запаздывания, как у систе-
мы (1), или распределённые [4, 7, 10], кроме того, запаздывания могут быть соизмеримыми и
несоизмеримыми [10]) и т.д.
Как и в работах [7, 9, 15], для построения обратных связей, обеспечивающих асимпто-

тическую, финитную или полную стабилизацию системы (1), используется вспомогательная
функция K(p, λ) (см. ниже (14), (48)), позволяющая указать линейный алгоритм замыкания
системы в терминах стандартных операций над полиномами и полиномиальными матрицами.

1. Модальная управляемость и FSA-регулятор. Построим динамический регулятор,
обеспечивающий замкнутой системе (1) заданный характеристический квазиполином

d(p, λ) =

n+1∑
i=0

γi(λ)p
n+1−i, λ = e−ph, (3)

где γ0(λ) = 1, γi(λ), i = 1, n+ 1, – полиномы с действительными коэффициентами, тем
самым решим задачу модальной управляемости для системы (1). Выбрав в качестве квазипо-
линома полином, имеющий корни с отрицательными действительными частями, получим для
системы (1) асимптотический стабилизатор.

Замечание 1. Квазиполином вида (3), т.е. монический полином со старшим членом pñ и
с коэффициентами от λ, будем называть квазиполиномом запаздывающего типа степени ñ.
Пусть в системе (1) A(λ) = [aij(λ)], b(λ) = (b1(λ), . . . , bn(λ))

т. Запишем матрицу

Fϕ(p, λ) =

⎡
⎢⎣
p− a11(λ) . . . −a1,n−1(λ) −a1,n(λ) −b1(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an,1(λ) . . . −an,n−1(λ) p− an,n(λ) −bn(λ)
ϕ1(λ) . . . ϕn−1(λ) ϕn(λ) ϕn+1(p, λ)

⎤
⎥⎦, p, λ ∈ C,

последняя строка которой образована полиномами с действительными коэффициентами, ко-
торые будут определены далее.
Рассмотрим алгебраические дополнения к элементам (начиная с первого) последней строки

матрицы Fϕ(p, λ) :

M(p, λ) = (M1(p, λ), . . . ,Mn(p, λ),Mn+1(p, λ))
т, Mn+1(p, λ) = w(p, λ). (4)

При выполнении условия (2) система полиномиальных уравнений

Mi(p, λ) = 0, (p, λ) ∈ C
2, i = 1, n+ 1, (5)

относительно переменных p, λ может иметь лишь конечное [15] (в частности, пустое) мно-
жество решений. Поэтому редуцированный базис Грёбнера (в словарном порядке λ > p) для
системы полиномов (4) обязательно содержит полином d0(p) с действительными коэффици-
ентами, множество корней которого обозначим

P0 = {pk ∈ C : d0(pk) = 0, k = 1, μ}.
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Старший коэффициент полинома d0(p) равен единице. В частности, возможно, что d0(p) = 1
и тогда P0 = ∅.
По свойству базиса Грёбнера найдётся векторный полином

ϕ̃т(p, λ) = (ϕ̃1(p, λ), . . . , ϕ̃n+1(p, λ))

такой, что справедливо разложение

ϕ̃т(p, λ)M(p, λ) = d0(p). (6)

Пусть ν = deg d0(p) � 0 и r = ν − n. Согласно [15] равенство (6) можно преобразовать
к виду

(ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ))M(p, λ) = d0(p). (7)

Здесь ϕn+1(p, λ) =
∑r

j=0 ϕ̆j(λ)p
j , ϕ̆r(λ) = 1, если r � 0; ϕn+1(p, λ) = 0, если r < 0. Полино-

мы ϕi(λ), i = 1, n; ϕ̆i(λ), i = 0, r, можно найти методом неопределённых коэффициентов из
равенства (7). Разложение (7) можно также получить через построение базиса Грёбнера или с
помощью алгоритма Евклида, рассматривая полиномы Mi(p, λ), i = 1, n+ 1, как полиномы
от λ с дробно-рациональными коэффициентами, зависящими от p. В таком случае полином
d0(p) кроме значений pk ∈ P0 может иметь и другие корни.

Замечание 2. В силу системы (5) значения pk ∈ P0 войдут в состав корней всякого
полинома d̂0(p), полученного из равенства

(ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ))M(p, λ) = d̂0(p) (8)

при подходящем выборе векторного полинома (ϕ1(λ), . . . , ϕn+1(p, λ)). Поэтому значения pk ∈
∈ P0 будем называть инвариантными спектральными значениями, а полином d0(p) – инва-
риантным полиномом. Равенство вида (8) будет осуществимо и в случае нарушения условия
(2) в конечном множестве точек p ∈ C. Это следует также из теоремы Гильберта о нулях,
применённой к системе полиномов (4).
Равенство (7) равносильно следующему:

|Fϕ(p, λ)| = d0(p).

Замечание 3. При построении искомого регулятора используется требование: различным
корням pi полинома d0(p) должны соответствовать различные значения λi = e−pih. Если
набор корней полинома d0(p) содержит комплексно-сопряжённую пару инвариантных спек-
тральных значений pk1,2 = α ± iβ такую, что sin(βh) = 0, то λk1 = λk2 = e

−pk1,2h. Для
решения данной ситуации введём в регуляторе “дробные” запаздывания: ω = h/k, k ∈ N.
Тогда матрица системы (1) примет вид

A(λ) = A0 +A1λ
k + . . .+Amλkm.

Натуральное k можно выбрать так, чтобы sin(βh/k) 	= 0 для всех пар pk1,2 = α± iβ таких,
что λk1 = λk2 = e

−pk1,2h. Тогда различным значениям pi ∈ P0 будут соответствовать разные
λi = e−pih/k. Считаем далее это требование выполненным.
Введём матрицу

Fψ(p, λ) =

⎡
⎢⎣
p− a11(λ) . . . −a1,n(λ) −b1(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an,1(λ) . . . p− an,n(λ) −bn(λ)
ψ1 . . . ψn ψn+1

⎤
⎥⎦,

где Ψ = (ψ1, . . . , ψn, ψn+1) – действительный вектор, образованный числами или полиномами.
Её определитель Δ(p, λ) = |Fψ(p, λ)|, очевидно, равен

Δ(p, λ) = M1(p, λ)ψ1 + . . .+Mn(p, λ)ψn +Mn+1(p, λ)ψn+1. (9)
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Справедлива
Лемма [15, лемма 1]. При выполнении условия (2) для произвольного набора чисел P0 =

= {pi ∈ C, i = 1, μ} найдётся действительный вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn, ψn+1) такой, что

Δ(pi, e
−pih) = M1(pi, e

−pih)ψ1+ . . .+Mn(pi, e
−pih)ψn+Mn+1(pi, e

−pih)ψn+1 	= 0, pi ∈ P0. (10)

Таким образом, вектор Ψ можно получить, исходя из (10), как указано в работе [15] при
доказательстве леммы 1, и затем записать полином Δ(p, λ) согласно (9) (см. ниже пример 3).

Замечание 4. В работе [15] в лемме 1 взято ψn+1 = 1, хотя, как очевидно из приведённого
там доказательства, это необязательно. Полином Δ(p, λ), удовлетворяющий условию (10),
можно строить и с полиномиальными коэффициентами:

Ψ(p, λ) = (ψ1(p, λ), . . . , ψn+1(p, λ)).

В частности, в качестве полинома Δ(p, λ), удовлетворяющего условию (10), можно брать эле-
менты базиса Грёбнера для системы полиномов (4) или их линейные комбинации. Соответ-
ствующий выбранному полиному Δ(p, λ) набор коэффициентов Ψ(p, λ) можно найти методом
неопределённых коэффициентов из равенства (9) (см. ниже примеры 1, 2).
При построении регулятора модальной управляемости системы (1) будем оперировать ха-

рактеристической матрицей (λ = e−ph) замкнутой системы

Ã(p, λ) =

⎡
⎢⎣
p− a11(λ) . . . −a1,n(λ) −b1(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an,1(λ) . . . p− an,n(λ) −bn(λ)
g1(p, λ) . . . gn(p, λ) gn+1(p, λ)

⎤
⎥⎦, (11)

которую для краткости будем называть системой (11). Регулятор, обеспечивающий замкну-
той системе характеристический квазиполином (3), задаётся последней строкой, где gi(p, λ) –
линейные комбинации полиномов и дробно-рациональных функций. Вид этих функций кон-
кретизируется в зависимости от решаемой задачи (см. далее теоремы 1–3 и примеры 1–3).
Убрать из конечного спектра замкнутой системы инвариантные спектральные значения

pk ∈ P0 в классе регуляторов с сосредоточенными запаздываниями не представляется воз-
можным (см. замечание 2), поэтому в регулятор добавлены распределённые запаздывания.
Как следствие, в (11) gi(p, λ), i = 1, n+ 1, – функции, содержащие полиномы относительно
p, λ и члены вида

g̃(p, λ) =

μ∑
k=1

lk∑
i=0

f̃ki(λ)

h∫
0

e−(p−pk)s
si

i!
ds (12)

с полиномиальными коэффициентами f̃ki(λ); pk, k = 1, μ, – различные корни полинома d0(p),
lk – их алгебраические кратности.
В операторной записи уравнений системы (11) λ – оператор сдвига, p – оператор диф-

ференцирования: piλjxk(t) = x
(i)
k (t − jh) (i, j � 0 – целые числа). Интегралам вида (12)

соответствуют члены с распределённым запаздыванием:

λl

h∫
0

e−(p−pk)ssi ds xj(t) =

h∫
0

epkssixj(t− lh− s) ds

(i, l � 0 – целые числа). После применения к членам с комплексно-сопряжёнными pk1,2 фор-
мулы Эйлера все коэффициенты системы (11) должны быть действительными величинами.
Вычисляя интегралы вида (12), получаем целые дробно-рациональные функции (λ = e−ph,

λk = e−pkh) :
h∫

0

e−(p−pk)s
si

i!
ds =

(−1)i+1

i!

di

dpi
(λ− λk)

λk(p− pk)
, i ∈ N

⋃
{0}. (13)
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Именно в терминах таких функций будем конструировать векторный полином (g1(p, λ), . . .
. . . , gn+1(p, λ)).
Введём функцию [15]

K(p, λ) = −(q(λ)Δ(p, λ) + d(p, λ)). (14)

Здесь q(λ) – полином с действительными коэффициентами; полином Δ(p, λ) = ΨM(p, λ) и
вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn+1) описаны выше в соотношениях (9), (10); d(p, λ) – желаемый квази-
полином (λ = e−ph) замкнутой системы (11).
Справедлива
Теорема 1. Пусть выполнено условие спектральной управляемости (2). Для того чтобы

замкнутая система (11) имела заданный характеристический квазиполином d(p, e−ph) вида
(3), достаточно:

1) найти полиномы d0(p), Φ(p, λ), Δ(p, λ) и вектор Ψ из условий (7), (10) соответ-
ственно;

2) выбрать полином q(λ) так, чтобы функция

f(p, λ) = K(p, λ)/d0(p) (15)

при λ = e−ph была целой (p ∈ C);
3) в системе (11) положить

(g1(p, λ), . . . , gn+1(p, λ)) = −f(p, λ)Φ(p, λ)− q(λ)Ψ. (16)

Доказательство. Разлагая характеристический определитель |Ã(p, λ)| замкнутой систе-
мы (11), (16) по последней строке, получаем

|Ã(p, λ)| = −f(p, λ)Φ(p, λ)M(p, λ)− q(λ)ΨM(p, λ).

Ввиду (7), (9), (15) имеем

|Ã(p, λ)| = −f(p, λ)d0(p)− q(λ)Δ(p, λ) = −K(p, λ)− q(λ)Δ(p, λ).

Заменив K(p, λ) согласно (14), получим требуемый квазиполином

|Ã(p, λ)| = −(−(q(λ)Δ(p, λ) + d(p, λ))) − q(λ)Δ(p, λ) = d(p, λ).

Теорема доказана.
Если необходимо, систему (11), (16) приводим к нормальной форме. Выполняя элементар-

ные операции над её строками, из функций gi(p, λ), i = 1, n, убираем полиномы относительно
переменной p. Для этого выбираем среди первых n элементов последней строки матрицы (11)
элемент (пусть его номер i0), содержащий одночлен pm1ξ(λ) с наибольшей степенью m1 от-
носительно p. Умножая i0-ю строку (она содержит одночлен p − ai0,i0(λ)) на −pm1−1ξ(λ)
и прибавляя к последней строке, понижаем степень переменной p. Повторяя этот процесс,
приведём последнюю строку к виду, где переменная p будет присутствовать в виде одночле-
на только в (n + 1)-й позиции. В результате в последней строке получим элементы ḡi(p, λ),
i = 1, n, включающие полиномы от λ и целые дробно-рациональные функции вида (13) с
полиномиальными коэффициентами от λ. Поскольку старший член квазиполинома d(p, λ)
относительно p имеет вид pn+1, то функция gn+1(p, λ) заменится на функцию p+ ḡn+1(p, λ),
где ḡn+1(p, λ) имеет тот же вид, что и ḡi(p, λ). Чтобы записать уравнения замкнутой систе-
мы, целые дробно-рациональные функции заменяем интегралами вида (12). Эта процедура в
развёрнутой форме продемонстрирована в примере 1.
Поясним, как реализовать условие 2) теоремы 1, т.е. как построить полином q(λ).
Полином q(λ) может быть найден как решение интерполяционной задачи. Напомним, что

P0 = {pk ∈ C : d0(pk) = 0, k = 1, μ} – множество различных корней полинома d0(p), lk – их
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алгебраические кратности. Ввиду замечания 3 все числа множества Λ0 = {λk = e−pkh : pk ∈
∈ P0, k = 1, μ} также различны. Условие 2) теоремы 1 равносильно следующему:

di

dpi
(q(e−ph)Δ(p, e−ph) + d(p, e−ph))

∣∣∣∣
p=pk

= 0, pk ∈ P0, i = 0, lk − 1, k = 1, μ. (17)

Поскольку выполнено условие 1) теоремы 1, то согласно лемме Δ(pk, e
−pkh) 	= 0 при любом

k ∈ 1, μ. Поэтому при каждом k = 1, μ из уравнения (17) найдём

q(i)(λk), i = 0, lk − 1, k = 1, μ, λk = e−pkh ∈ Λ0. (18)

Для комплексно-сопряжённых чисел p, p̄ числа λ = e−ph, λ̄ = e−p̄h также комплекс-
но-сопряжены. Поэтому система (17) для комплексно-сопряжённых пар {p0, p̄0} ∈ P0 имеет
комплексно-сопряжённые решения

(q(λ̄0), q
(1)(λ̄0), . . . , q

(l0−1)(λ̄0)) = (q̄(λ0), q̄
(1)(λ0), . . . , q̄

(l0−1)(λ0)), l0 ∈ {lk, k = 1, μ}.

Окончательно полином q(λ) получаем как интерполяционный полином Лагранжа–Силь-
вестра по значениям (18), найденным из системы (17). Согласно [16, c. 110] полином q(λ), по-
строенный по интерполяционным значениям (18), будет иметь действительные коэффициенты.
Предложенная схема построения регулятора модальной управляемости не требует знания

какой-либо информации о спектре системы (1). Выбрав в качестве d(p, λ) произвольный по-
лином d(p) (в частности, можно обеспечить Re p < 0), получим FSA-регулятор системы (1).

2. Построение асимптотического стабилизатора в общем случае. Если при каком-
либо значении p0 ∈ C

rank [p0En −A(e−p0h), b(e−p0h)] < n,

то вектор алгебраических дополнений (4) M(p0, e
−p0h) = 0. Разлагая определитель характе-

ристической матрицы (11) по последней строке, образованной целыми функциями, получаем,
что |Ã(p0, e−p0h)| = 0, т.е. значение p0 остаётся в спектре замкнутой системы при любом
выборе регулятора с разностными и интегральными членами. Если Re p < 0, то это значе-
ние не препятствует асимптотической устойчивости замкнутой системы (11). Отсюда вытекает
следующий критерий (см. [2]) асимптотической стабилизируемости системы (1):

rank [pEn −A(e−ph), b(e−ph)] = n, Re p � 0, p ∈ C. (19)

Множество различных спектральных значений

P+ = {p ∈ C : w(p, e−ph) = 0, Re p � 0}

для однородной системы (u = 0) вида (1) конечно [2].
Замечание 5. Этапы проверки условий (2), (19) приведены в п. 3.
При построении асимптотического стабилизатора рассмотрим три случая.
2.1. Если наряду с условием (19) имеет место условие спектральной управляемости (2),

то согласно п. 1 замкнутой системе (11) можно назначить произвольный самосопряжённый
спектр (см. теорему 1).

2.2. Рассмотрим случай, когда выполняется условие (19), но спектральное условие (2) на-
рушается в конечном числе точек Re p < 0. Тогда редуцированный базис Грёбнера (в сло-
варном порядке λ > p) для системы полиномов (4) содержит инвариантный полином d0(p) с
множеством корней

P0 = {pk ∈ C : d0(pk) = 0, k = 1, μ}

(см. замечание 2). Полином d0(p) представим в виде d0(p) = d̃0(p)d1(p) согласно следующему
условию. Для корней полинома d̃0(p) выполняется условие Re p � 0, для корней полинома
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d1(p) – Re p < 0. Ввиду критерия асимптотической устойчивости требуется заменить множе-
ство корней полинома d̃0(p) (обозначим его P̃0): P̃0 ⊆ P+. Полиномы d̃0(p), d1(p) взаимно
просты, так как наборы их корней различны.
Характеристический квазиполином замкнутой системы возьмём в виде

d(p, e−ph) = d1(p)d2(p, e
−ph), (20)

где d2(p, e
−ph) – произвольный квазиполином запаздывающего типа или полином

(d2(p, e
−ph) = d2(p)),

для всех корней которого Re p < 0. За счёт квазиполинома d2(p, e
−ph) обеспечим, чтобы

степень N характеристического квазиполинома d(p, e−ph) была N � n+ 1.
Замечание 6. Для части корней полинома d1(p) может быть выполнено равенство

rank [pEn −A(e−ph), b(e−ph)] = n. (21)

Если степень полинома d1(p) больше, чем n + 1, то, взяв d2(p, e
−ph) = 1 и включив часть

корней полинома d1(p), для которых имеет место (21), в множество P̃0 нулей, подлежащих
замене, можно понизить степень характеристического полинома d(p, e−ph) = d1(p) замкнутой
системы. При этом к полиному d̃0(p) от полинома d1(p) добавится множитель, соответству-
ющий этим корням. Если число корней полинома d1(p) (с учётом кратности), для которых
условие (21) не выполняется, больше, чем n + 1, то степень характеристического полинома
d(p, e−ph) = d1(p) также будет больше, чем n+ 1.
Модифицируем приведённую выше схему построения асимптотического стабилизатора для

данного случая.
Функцию K(p, λ) возьмём в виде

K(p, λ) = −(q(λ)Δ(p, λ) + d2(p, λ)). (22)

Вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn+1), в частности, векторный полином Ψ(p, λ) = (ψ1(p, λ), . . .
. . . , ψn+1(p, λ)) (см. замечание 4), подбираем таким, чтобы

Δ(pi, λi) = M1(pi, λi)ψ1 + . . .+Mn+1(pi, λi)ψn+1 	= 0, λi = e−pih, pi ∈ P̃0. (23)

Это возможно, так как согласно условию (19)

(M1(pi, λi), . . . ,Mn+1(pi, λi)) 	= 0, λi = e−pih, pi ∈ P̃0. (24)

Полином q(λ) строим таким, чтобы функция

f(p, e−ph) = K(p, e−ph)/d̃0(p), p ∈ C, (25)

была целой. Поэтому интерполяционные значения для полинома q(λ) находим из уравнения

di

dpi
(q(e−ph)Δ(p, e−ph) + d2(p, e

−ph))

∣∣∣∣
p=pk

= 0, pk ∈ P̃0, i = 0, l̃k − 1, k = 1, μ̃, (26)

где pk ∈ P̃0, k = 1, μ̃, – различные корни полинома d̃0(p), l̃k – их алгебраические кратности.
Согласно лемме на корнях полинома d̃0(p) Δ(pk, e

−pkh) 	= 0, поэтому уравнение (26) при всех
i = 0, l̃k − 1, k = 1, μ̃ имеет единственное решение.

Замечание 7. При интерполировании полинома q(λ) используется требование: различ-
ным корням pi ∈ P̃0 полинома d̃0(p) должны соответствовать разные значения λi = e−pih.
Способ обеспечения этого требования, если оно нарушается, указан в замечании 3.
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Построение асимптотического стабилизатора для данного случая подытожим следующей
теоремой.

Теорема 2. Пусть выполнен критерий асимптотической стабилизируемости (19), а
условие спектральной управляемости (2) нарушается в конечном числе точек – корнях по-
линома d1(p), Re p < 0.

Для того чтобы замкнутая система (11) имела асимптотически устойчивый харак-
теристический квазиполином d(p, e−ph) = d1(p)d2(p, e

−ph) запаздывающего типа степени
N � n+ 1 (или полином, если d2(p, e

−ph) = d2(p)), где d2(p, e
−ph) – произвольный асимпто-

тически устойчивый квазиполином, достаточно:
1) найти полиномы d0(p) = d̃0(p)d1(p), Φ(p, λ), Δ(p, λ) и вектор Ψ из условий (7), (23)

соответственно;
2) построить полином q(λ) как решение интерполяционной задачи (26), чтобы функция

(25) была целой;
3) в системе (11) положить

(g1(p, λ), . . . , gn+1(p, λ)) = −f(p, λ)Φ(p, λ)− q(λ)d1(p)Ψ. (27)

Доказательство. Разлагая характеристический определитель |Ã(p, λ)| замкнутой систе-
мы (11), (27) по последней строке, ввиду (7), (9), (25) имеем

|Ã(p, λ)| = −K(p, λ)/d̃0(p)(d̃0(p)d1(p))− q(λ)d1(p)Δ(p, λ) = −(K(p, λ) + q(λ)Δ(p, λ))d1(p).

Заменяя K(p, λ) согласно (22), получаем требуемый квазиполином

|Ã(p, λ)| = −(−q(λ)Δ(p, λ)− d2(p, λ) + q(λ)Δ(p, λ))d1(p) = d(p, λ).

Теорема доказана.
Систему (11), замкнутую регулятором (27), приводим к нормальной форме, как это указано

в п. 1. Выполняя элементарные операции над её строками, в последней строке получим функ-
ции ḡi(p, λ), i = 1, n, включающие полиномы от λ и целые дробно-рациональные функции
вида (13) с полиномиальными коэффициентами от λ. Поскольку старший член квазиполи-
нома d(p, λ) = |Ã(p, λ)| относительно p имеет вид pN , то функция gn+1(p, λ) заменится на
функцию p+ ḡn+1(p, λ) или ps+

∑s−1
i=1 ĝi(λ)p

s−i+ ḡn+1(p, λ), если s = N−n � 2, где ĝi(λ), i =
= 1, s − 1, – некоторые полиномы; функция ḡn+1(p, λ) того же вида, что и ḡi(p, λ). При записи
уравнений замкнутой системы целые дробно-рациональные функции заменяем интегралами
вида (12). Если s � 2, то понадобятся ещё вспомогательные переменные

ẋn+1(t) = x̃1(t), ˙̃x1(t) = x̃2(t), . . . , ˙̃xs−2(t) = x̃s−1(t) (28)

для приведения замкнутой системы к нормальной форме.
Отметим, что в рассмотренном случае замкнутой системе можно обеспечить не только

асимптотическую устойчивость, но и конечный спектр, выбрав полином в качестве

d2(p, e
−ph) = d2(p).

2.3. Предположим, что выполняется условие (19), но спектральное условие (2) наруша-
ется в бесконечном числе точек. Это означает, что все миноры n-го порядка матрицы (2)
при λ = e−ph обращаются в нуль в бесконечном числе точек p ∈ C. Соответственно систе-
ма уравнений (5) при λ = e−ph имеет бесконечно много корней. Известно [17, лемма 3.2],
что в таком случае система квазиполиномов (4) (λ = e−ph) имеет общий множитель-квази-
полином, обозначим его d̃(p, e−ph). Из разложения характеристического определителя (11) по
последней строке, образованной функциями gi(p, λ), i = 1, n, включающими полиномы от
p, λ и целые дробно-рациональные функции вида (13) с полиномиальными коэффициента-
ми от λ, очевидно, что квазиполином d̃(p, e−ph) остаётся в характеристическом определителе
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замкнутой системы. При выполнении условия (19) все его корни лежат в левой полуплоскости:
Re p < 0; если это не так, то система (1) не может быть стабилизирована.
Ввиду сказанного, редуцированный базис Грёбнера (в словарном порядке λ > p) для

системы полиномов (4) содержит (см. замечание 2) инвариантный полином d̃(p, λ)d0(p), где
d0(p) – некоторый полином с множеством корней

P0 = {pi ∈ C : d0(pi) = 0, i = 1, μ},

в частности, d0(p) = 1. Как и в предыдущем случае, полином d0(p) представим в виде d0(p) =

= d̃0(p)d̃1(p). Для корней полинома d̃0(p) Re p � 0 и выполняется ранговое условие (19), для
корней полинома d̃1(p) Re p < 0.
По свойству базиса Грёбнера найдётся векторный полином

Φ(p, λ) = (ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ))

такой, что Φ(p, λ)M(p, λ) = d̃(p, λ)d0(p).

Обозначим d1(p, λ) = d̃(p, λ)d̃1(p) – квазиполином, для всех корней которого Re p < 0.
Следовательно,

Φ(p, λ)M(p, λ) = d1(p, λ)d̃0(p). (29)

Согласно критерию асимптотической устойчивости требуется заменить все спектральные зна-
чения pk ∈ P̃0 ⊆ P+, являющиеся корнями полинома d̃0(p). В множество P̃0 можно добавить
и часть корней полинома d̃1(p), для которых имеет место (21) (см. замечание 6).
Сконструируем последнюю строку матрицы Ã(p, λ) (см. (11)) такой, чтобы характеристи-

ческий квазиполином замкнутой системы d(p, e−ph) степени N � n+ 1 имел вид

d(p, λ) = d1(p, λ)d2(p) = d̃(p, λ)d̃1(p)d2(p), λ = e−ph, (30)

где d2(p) – произвольный полином или квазиполином (d2(p, λ), λ = e−ph), все корни которого
имеют отрицательные действительные части: Re p < 0. В частности, возможно и d2(p) = 1.
Функцию K(p, λ) возьмём в виде

K(p, λ) = −(q(λ)Δ(p, λ) + d2(p)), (31)

где, как и в п. 1, Δ(p, λ) = ΨM(p, λ), Ψ – (n + 1)-вектор. Вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn+1) или
векторный полином Ψ(p, λ) = (ψ1(p, λ), . . . , ψn+1(p, λ)) (см. замечание 4) подбираем (лемма)
таким, чтобы полином Δ(p, λ) удовлетворял (23). Это возможно ввиду (24).
Интерполяционный полином Лагранжа–Сильвестра q(λ) строим таким, чтобы функция

(25) была целой. Интерполяционные значения для построения полинома q(λ) находим из
уравнения (26), где вместо d2(p, e

−ph) берём полином d2(p). На корнях полинома d̃0(p) со-
гласно (23) Δ(pk, e

−pkh) 	= 0, поэтому уравнение (26) относительно q(i)(λk), λk = e−pkh, при
всех i = 0, l̃k − 1, k = 1, μ̃ имеет единственное решение. Интерполирование полинома q(λ)
возможно ввиду замечания 3.
Справедлива следующая
Теорема 3. Пусть выполнено условие (19), а условие спектральной управляемости (2)

нарушается в бесконечном числе точек – корней квазиполинома d1(p, e
−ph), Re p < 0. Для

того чтобы замкнутая система (11) имела асимптотически устойчивый характеристиче-
ский квазиполином d(p, e−ph) вида (30) (λ = e−ph), достаточно:

1) найти полином Δ(p, λ) и (n+1)-вектор Ψ, а также полиномы d1(p, λ), d̃0(p), Φ(p, λ)
из условий (23), (29) соответственно;

2) полином q(λ) взять как решение интерполяционной задачи (26) (с заменой d2(p, e
−ph)

на d2(p)), чтобы функция (25) была целой;
3) в системе (11) положить

(g1(p, λ), . . . , gn+1(p, λ)) = −f(p, λ)Φ(p, λ)− q(λ)d1(p, λ)Ψ. (32)
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Доказательство равенства |Ã(p, λ)| = d(p, λ), как и в теоремах 1, 2, проводится через разло-
жение характеристического определителя |Ã(p, λ)| замкнутой системы (11), (32) по последней
строке.
Выполняя элементарные операции над строками, замкнутую систему (11), (32) приводим

к нормальной форме, как это указано в п. 2.2.
Выделим общие элементы теорем 2, 3:
d̃0(p) – полином (см. (25)), корни которого (все имеют Re p � 0) удаляются из спектра

замкнутой системы;
d2(p, λ) – квазиполином или полином d2(p) (см. (22), (31)), корни которого (все имеют

Re p < 0) добавляются в спектр замкнутой системы;
d1(p) – полином (см. (20)) или d1(p, λ) – квазиполином (см. (30)), корни которого (все

имеют Re p < 0) остаются в спектре замкнутой системы.
3. Схема проверки условий (2), (19). Выделим этапы проверки названных условий и

резюмируем ситуации, возникающие при построении асимптотического стабилизатора.
1. Вычисляем алгебраические дополнения к последней строке матрицы Fϕ(p, λ) и получаем

систему полиномов (4).
2. Находим редуцированный базис Грёбнера для системы полиномов (4) в порядке λ > p.
3. Пусть базис Грёбнера содержит инвариантный полином d0(p) (в частности, возможно

d0(p) = 1), тогда на корнях полинома d0(p) (множество P0) проверяем условия

M(p, e−ph) 	= 0, p ∈ P0. (33)

3.1. Если условия (33) имеют место или если d0(p) = 1, то выполнены условие спектраль-
ной управляемости (2) и, как следствие, условие (19). Значит, система (1) асимптотически
стабилизируема и, более того, ей можно назначить произвольный конечный спектр (см. тео-
рему 1).
3.2. Если условия (33) выполняются для множества P̃0 = {p ∈ P0 : Re p � 0} корней

полинома d̃0(p) :

M(p, e−ph) 	= 0, p ∈ P̃0, (34)

и не выполняются для некоторых p ∈ P0, Re p < 0, то система (1) асимптотически стабили-
зируема с частично заданным конечным спектром (см. теорему 2).
4. Пусть базис Грёбнера содержит инвариантный полином d̃(p, λ)d0(p), где d̃(p, λ) – общий

множитель для всех элементов базиса, зависящий от λ. В частности, возможно d0(p) = 1.

4.1. Если все корни квазиполинома d̃(p, e−ph) удовлетворяют неравенству Re p < 0, то
на корнях p ∈ P̃0 = {p ∈ P0 : Re p � 0} полинома d̃0(p) проверяем условия (34). Если
они выполняются, то справедливо условие (19). Система асимптотически стабилизируема с
бесконечным спектром, включающим корни квазиполинома d̃(p, e−ph) (см. теорему 3).
4.2. Если хотя бы один корень квазиполинома d̃(p, e−ph) не удовлетворяет условию Re p <

< 0 или/и хотя бы один корень p ∈ P̃0 полинома d̃0(p) не удовлетворяет (34), то условие (19)
не имеет места и система (1) не может быть асимптотически стабилизируема.
Условие Re p < 0 для всех корней квазиполинома запаздывающего типа

d̃(p, λ) = pñ +
ñ∑

i=1

γi(λ)p
ñ−i, λ = e−ph,

можно проверить, применив какой-либо критерий асимптотической устойчивости (см., напри-
мер, [4, лемма 2.2]) к системе с характеристическим определителем

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p 0 . . . 0 γñ(λ)
−1 p . . . 0 γñ−1(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . p γ2(λ)
0 0 . . . −1 p+ γ1(λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= d̃(p, λ), λ = e−ph.
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Замечание 8. Множество спектральных значений P+ для системы (1) с бесконечным
спектром конечно [2]. Допустим, что ранговое условие (19) выполняется на некотором мно-
жестве, включающем множество P+. Если построенный регулятор заменяет лишь конечное
множество спектральных значений, включая P+, то квазиполиномы исходной и замкнутой
систем имеют бесконечно много общих корней и, ввиду леммы 3.2 из работы [17], общий множи-
тель-квазиполином w0(p, e

−ph). Следовательно, процедура замены конечной части бесконеч-
ного спектра системы (1) возможна, лишь если квазиполином исходной системы разлагается
на множители

w(p, e−ph) = w0(p, e
−ph)δ(p),

где δ(p) – полином, часть корней которого заменяется. Замена только части корней нераз-
ложимого квазиполинома w0(p, e

−ph) невозможна, даже если для них выполняется ранговое
условие (19).

Пример 1. Рассмотрим систему второго порядка из работы [2, система (5.1)]

A(λ) =

[
−(π/2)λ 0
a+ bλ 0

]
, b(λ) = (b1, b2)

т, h = 1. (35)

Система (35) имеет бесконечный спектр, её характеристический квазиполином (λ = e−ph) :

w(p, λ) = p2 + p(π/2)λ.

В [2] отмечается, что данный квазиполином имеет корни

p1 = 0, p2 = iπ/2, p3 = −iπ/2,

i – мнимая единица; остальные корни имеют отрицательные действительные части. Там же
приведены ограничения

b1 	= 0, (a+ b)b1 + (π/2)b2 	= 0 (36)
на буквенные коэффициенты, обеспечивающие асимптотическую стабилизацию системы (35).
Заметим, что хотя условия (36) получены из критерия (19), они гарантируют большее, а имен-
но, спектральную управляемость системы (35). Этот факт есть следствие замечания 8.
Построим стабилизатор для системы (35) с конкретными числовыми параметрами a = b =

= b1 = 1, b2 = 0:

A(λ) =

[
−(π/2)λ 0
λ+ 1 0

]
, b(λ) = (1, 0)т, h = 1, (37)

взятыми с учётом условий (36). Действуем согласно обоснованной выше схеме построения
асимптотического стабилизатора.
1. Запишем систему (4) алгебраических дополнений к элементам последней строки матри-

цы Fϕ(p, λ) :

M(p, λ) = (M1(p, λ),M2(p, λ),M3(p, λ))
т = (p, λ+ 1, p2 + p(π/2)λ)т.

2. Находим базис Грёбнера в порядке λ > p : {p, λ+1}. Значит, d0(p) = p – инвариантный
полином, множество P0 = {0} и p = 0 – единственное инвариантное значение.
3. Для системы полиномов M(p, λ) выполняется условие (33):

M(p, e−ph)|p=0 = (0, 2, 0) 	= 0.

Таким образом, для системы (37) справедлива теорема 1. Значит, система (37) спектрально
управляема и замкнутой системе можно назначить произвольный характеристический поли-
ном, например, d(p, λ) = (p + 1)(p + 2)(p + 3).
Из уравнения (7), где (ϕ1(λ), ϕ2(λ), 0) – полиномы с неопределёнными коэффициентами,

d0(p) = p, заключаем, что Φ(p, λ) = (1, 0, 0). Полином ϕ3(λ) заведомо равен нулю, так как
deg d0(p) < 2.
Полином Δ(p, λ) находим из условия (10). Очевидно, что данному условию удовлетворяет

элемент базиса Грёбнера λ + 1, поэтому для Δ(p, λ) = λ + 1 обязательно найдётся вектор
Ψ(p, λ) согласно равенству (9). Очевидно, что Ψ = (0, 1, 0).
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Записываем (см. (14)) функцию

K(p, λ) = −(q(λ)Δ(p, λ) + d(p, λ)) = −(q(λ)(λ + 1) + (p + 1)(p + 2)(p + 3)).

Интерполяционное значение q(1) = −3 для полинома q(λ) получаем из уравнения (17):

(q(e−ph)(e−ph + 1) + (p + 1)(p + 2)(p + 3))|p=0 = 0.

Следовательно, q(λ) = −3.
Таким образом, асимптотический стабилизатор (последняя строка характеристической

матрицы Ã(p, λ) замкнутой системы (11)) имеет вид

(g1(p, λ), g2(p, λ), g3(p, λ)) = −(K(p, λ)/p)Φ(p, λ) − (−3)Ψ =

(
p2 + 6p + 11 +

3(1 − λ)

p
, 3, 0

)
.

Умножая первую строку характеристической матрицы

Ã(p, λ) =

⎡
⎢⎣

p+ (π/2)λ 0 −1
−1− λ p 0

p2 + 6p+ 11 +
3(1 − λ)

p
3 0

⎤
⎥⎦

на −p и прибавляя к последней строке, получаем(
11 − π

2
λ(p + 6) +

3(1− λ)

p
, 3, p + 6

)
.

Далее, умножая первую строку характеристической матрицы на (π/2)λ и прибавляя к по-
следней, приводим последнюю строку к виду(

1

4
(π2λ2 − 12πλ+ 44) +

3(1 − λ)

p
, 3, p +

1

2
(12 − πλ)

)
.

Чтобы записать уравнения замкнутой системы, целые дробно-рациональные функции заменя-
ем интегралами вида (12):

ẋ1(t) = −1

2
πx1(t− 1) + u(t), ẋ2(t) = x1(t) + x1(t− 1),

u̇(t) = −6u(t) +
1

2
πu(t− 1)− 11x1(t) + 3πx1(t− 1)−

− 1

4
π2x1(t− 2)− 3

1∫
0

x1(t− s) ds− 3x2(t), t > 0. (38)

Вычислив характеристический определитель замкнутой системы (38), получим d(p, λ) =
= (p+1)(p+2)(p+3), т.е. построенный регулятор решает задачу асимптотической стабилизации
системы (37).
Проверим наличие статического регулятора. Для этого характеристический полином замк-

нутой системы возьмём второй степени: d(p, λ) = (p + 1)(p + 2). Повторив проделанные вы-
кладки, имеем

K(p, λ) = −(q(λ)(1 + λ) + (p+ 1)(p + 2)), q(λ) = −1.

Величины d0(p), Φ(p, λ), Ψ имеют прежний вид. Значит, последнюю строку матрицы
Ã(p, λ) запишем как

(g1(p, λ), g2(p, λ), g3(p, λ)) = −(K(p, λ)/d0(p))Φ(p, λ)− q(λ)Ψ =

(
p+ 3 +

1− λ

p
, 1, 0

)
.
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Вычитая из этой строки первую строку матрицы Ã(p, λ), получаем статический стабилизатор

u(t) = −3x1(t) +
π

2
x1(t− 1)−

1∫
0

x1(t− s) ds− x2(t), t > 0, (39)

который обеспечивает замкнутой системе (37), (39) характеристический полином d(p, λ) =
= (p+ 1)(p + 2).
Обратим внимание на тот факт, что при построении регулятора информация о расположе-

нии спектральных значений однородной (u = 0) системы (37), взятая из работы [2], никак не
использовалась.

4. Регулятор финитной стабилизации. Под финитной стабилизацией понимается зада-
ча полного успокоения системы (1) посредством динамического дифференциально-разностного
регулятора по типу обратной связи по состоянию. Задача полного успокоения системы (1) [1,
с. 358] заключается в обеспечении за счёт выбора u(t), t ∈ [0, t1], тождеств

x(t) ≡ 0, u(t) ≡ 0, t � t1, (40)

где t1 > 0 – некоторый фиксированный момент времени, не зависящий от начальной функции
x(t), t < 0.
Регулятор финитной стабилизации будем строить, оперируя характеристической матрицей

замкнутой системы (1) (λ = e−ph) :

Ã(p, λ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣
p− a11(λ) . . . −a1,n(λ) −b1(λ) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an,1(λ) . . . p− an,n(λ) −bn(λ) 0
g1(p, λ) . . . gn(p, λ) gn+1(p, λ) a1(λ)
v1(p, λ) . . . vn(p, λ) vn+1(p, λ) p− a2(λ)

⎤
⎥⎥⎥⎦. (41)

Здесь gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n + 1, ai(λ), i = 1, 2, – некоторые полиномы с действительными
коэффициентами, задающие искомый регулятор. Предположим, что обратная связь, обеспечи-
вающая (40), построена. Тождества (40) означают точечную вырожденность [17] системы (41)
в направлениях, выделяющих её первые n+ 1 фазовые переменные. Этот факт стал основой
оригинального подхода к построению динамических регуляторов финитной стабилизации [18],
синтезированного в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть выполнено условие спектральной управляемости (2). Для того чтобы
замкнутая система (41) удовлетворяла тождествам (40), достаточно выполнить условия:

1) gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n + 1, ai(λ), i = 1, 2, – полиномы;
2) |Ã(p, λ)| = d(p) – полином степени N � n+ 2;
3) a1(e

−ph)/d(p), (p− a2(e
−ph))/d(p), p ∈ C, – целые функции.

Доказательство. Считаем, что две последние строки матрицы Ã(p, λ), т.е. полиномы
gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n+ 1, ai(λ), i = 1, 2, выбраны такими, что |Ã(p, λ)| = d(p) – характе-
ристический полином степени N � n+ 2. Согласно критерию точечной вырожденности [17],
основанному на теореме Винера–Пэли, для тождеств (40) достаточно, чтобы элементы первых
n + 1 строк матрицы Ã−1(p, e−ph), p ∈ C, были целыми функциями. Учитывая структуру
обратной матрицы, достаточно, чтобы целыми были функции Aij(p, e

−ph)/d(p), i = 1, n+ 2,
j = 1, n + 1, где Aij(p, λ) – алгебраические дополнения к элементам ãij(p, λ) первых n + 1
столбцов характеристической матрицы (41).
Каждое из алгебраических дополнений Aij(p, λ) = (−1)i+jmij(p, λ), i = 1, n + 2, j =

= 1, n + 1, можно вычислить, разлагая дополнительный минор mij(p, λ) по последнему столб-
цу. Поэтому для выполнения критерия точечной вырожденности, гарантирующего тождество
(40), наряду с условиями 1) и 2), достаточно условия, что a1(e

−ph)/d(p), (p − a2(e
−ph))/d(p),

p ∈ C, – целые функции. Теорема доказана.
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5. Вычисление коэффициентов финитного стабилизатора. Поясним как построить
полиномы d(p), ai(λ), i = 1, 2, gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n + 1, такими, чтобы выполнить
условия 2) и 3) теоремы 4.

5.1. Выбор полинома d(p) и полиномов a1(λ), a2(λ). Инвариантный полином d0(p)
находим, как указано в п. 1, через вычисление базиса Грёбнера. Поскольку элементы двух по-
следних строк матрицы Ã(p, λ) – полиномы, то равенство из условия 2) теоремы 4 справедливо
при любом λ ∈ C. Учитывая, что инвариантные спектральные значения pi ∈ P0 (корни по-
линома d0(p)) удовлетворяют системе (5) при подходящих значениях λ ∈ C, из разложения
определителя |Ã(p, λ)| по двум последним строкам (теорема Лапласа) заключаем, что кор-
ни полинома d0(p) остаются в конечном спектре замкнутой системы (41). Поэтому полином
d(p) берём в виде d(p) = d0(p)d1(p), где d1(p) – произвольный полином с действительными
коэффициентами, старший член которого pN−ν , где N � n + 2 – степень полинома d(p),
ν = deg d0(p) – степень полинома d0(p).
Неравенство N � n + 2 всегда можно обеспечить за счёт выбора полинома d1(p). Набор

корней полинома d1(p) формируем с учётом приведённого выше замечания 3: различным
корням pi полинома d1(p) должны соответствовать различные значения λi = e−pih. Таким
образом, это требование должно быть выполнено для всех корней полинома d(p).
Пусть характеристический полином d(p) замкнутой системы имеет вид

d(p) =

s1∏
i=1

(p− pi)
ri , pi ∈ P̃ , (42)

где P̃ = {pi ∈ C, i = 1, s1} – его различные действительные или комплексно-сопряжённые
корни с алгебраическими кратностями ri. Заметим, что P0 ⊆ P̃ . Обозначим Λ̃ = {e−pih : pi ∈
∈ P̃ , i = 1, s1}.
Для обеспечения условия 3) теоремы 4 необходимо и достаточно, чтобы корни полино-

ма d(p) (см. (42)) были корнями функций a1(e
−ph), (p− a2(e

−ph) не меньшей кратности.
Поэтому возьмём (см. [18])

a1(λ) =

s1∏
i=1

(λ− λi)
ri , λi = e−pih ∈ Λ̃. (43)

Чтобы функция (p− a2(e
−ph))/d(p) была целой, необходимо и достаточно, чтобы для всех

pi ∈ P̃ значения функции p−a2(e
−ph) и её производных по переменной p обращались в нуль:

(p− a2(e
−ph))

(k)|p=pi = 0, i = 1, s1, k = 0, ri − 1.

Поэтому для всех λi = e−pih ∈ Λ̃ (pi ∈ P̃ ) должны выполняться равенства

a2(λi) = pi ∈ P̃ , a
(k)
2 (λi) =

(−1)k(k − 1)!

hλk
i

, k = 1, ri − 1, если ri > 1, i = 1, s1. (44)

Согласно сформулированной лемме находим вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn+1) и полином Δ(p, λ)
(см. (9), где, как и раньше, P0 – множество корней полинома d0(p)). Обозначим

M̂(p, λ) = (Δ(p, λ), d0(p))
т.

Для построения векторного полинома (v1(p, λ), . . . , vn+1(p, λ)) понадобится условие

M̂(a2(λ), λ) 	= 0, λ ∈ C. (45)
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Допустим, что оно при некотором λ∗ ∈ C нарушено:

Δ(a2(λ
∗), λ∗) = 0, d0(a2(λ

∗)) = 0,

тогда a2(λ
∗) = pi ∈ P0. Если λ∗ = λi ∈ Λ̃, то λi = e−pih, и в силу (44) Δ(pi, e

−pih) = 0,

pi ∈ P0, что противоречит (10). Значит, λ∗ 	∈ Λ̃.
Пусть Λ = {λk ∈ C, k = 1, μ1} – множество различных чисел таких, что при некотором

pi ∈ P0 выполняется Δ(pi, λk) = 0. В силу условия (2) это множество конечно. Если множество
Λ\Λ̃ непусто, то к интерполяционным условиям (44) добавим равенства (если они не следуют
из (44))

a2(λi) = p0 (p0 ∈ R : p0 	∈ P0, λi ∈ Λ\Λ̃). (46)

Значение p0 можно взять одним и тем же для всех λi ∈ Λ\Λ̃. Условие (45) выполнено.
Таким образом, полином a2(λ) найдём как решение известной в теории полиномов интер-

поляционной задачи (44), (46), т.е. как полином Лагранжа–Сильвестра [16, с. 104].
5.2. Выбор полиномов gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n + 1. Построением полиномов a1(λ),

a2(λ), согласно п. 5.1, выполнение условия 3) теоремы 4 обеспечено. Выбором полиномов
gi(p, λ), vi(p, λ), i = 1, n+ 1, реализуем условие 2) той же теоремы.
Согласно соотношению (7) строим полином Φ(p, λ) = (ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ)) та-

кой, что
d0(p) = Φ(p, λ)M(p, λ), (47)

где M(p, λ) – система полиномов (4).
Введём функцию

K(p, λ) = (a1(λ)q(λ)M̂ (p, λ) + d(p))/(a2(λ)− p), (48)

где q(λ) = (q1(λ), q2(λ)) – полином. Справедлива следующая
Теорема 5. Пусть выполнено условие спектральной управляемости (2). Для того чтобы

замкнутая система (41) имела характеристический полином d(p) (см. условие 2) теоре-
мы 4) степени N � n+ 2, достаточно:

1) выбрать векторный полином q(λ) таким, чтобы функция K(p, λ) была полиномом;
2) векторный полином f(p, λ) = (f1(p, λ), f2(p, λ)) взять таким, чтобы

f(p, λ)M̂(p, λ) = K(p, λ); (49)

3) в системе (41) положить

g(p, λ) = (g1(p, λ), . . . , gn+1(p, λ)) = −f2(p, λ)Φ(p, λ)− f1(p, λ)Ψ,

v(p, λ) = (v1(p, λ), . . . , vn+1(p, λ)) = q2(λ)Φ(p, λ) + q1(λ)Ψ. (50)

Доказательство. Покажем, что при выполнении условий теоремы 5 система (41), (50)
имеет выбранный характеристический полином d(p). Разлагая определитель |Ã(p, λ)| харак-
теристической матрицы по последнему столбцу, получаем

|Ã(p, λ)| = (p− a2(λ))g(p, λ)M(p, λ) − a1(λ)v(p, λ)M(p, λ) =

= (p− a2(λ))(−f2(p, λ)Φ(p, λ)− f1(p, λ)Ψ)M(p, λ) − a1(λ)(q2(λ)Φ(p, λ) + q1(λ)Ψ)M(p, λ).

Учитывая (9), (47)–(49), имеем требуемый результат:

|Ã(p, λ)| = (p− a2(λ))(−f2(p, λ)d0(p)− f1(p, λ)Δ(p, λ)) − a1(λ)(q2(λ)d0(p) + q1(λ)Δ(p, λ)) =
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= (p− a2(λ))(−f(p, λ)M̂ (p, λ)) − a1(λ)q(λ)M̂ (p, λ) =

= (p − a2(λ))(−K(p, λ)) − a1(λ)q(λ)M̂ (p, λ) = d(p).

Теорема доказана.
Замечание 9. Пусть ρ1 = degp f1(p, λ). Поскольку deg d0(p) = ν, то в равенстве (49)

можно обеспечить ρ1 � ν − 1. Если степень переменной p полинома f1(p, λ) не меньше, чем
ν, то представим его в виде f1(p, λ) = f̃2(p, λ)d0(p)+ f̃1(p, λ), где f̃i(p, λ), i = 1, 2, – некоторые
полиномы, degp f̃1(p, λ) � ν − 1. Это возможно, так как полином d0(p) имеет старший член
вида pν . Тогда

K(p, λ) = f̃1(p, λ)Δ(p, λ) + (f2(p, λ) + f̃2(p, λ)Δ(p, λ))d0(p).

При нахождении полинома Δ(p, λ) можно взять ψn+1 = 1 (см. замечание 4), и тогда его
старший член будет pn. Соответственно, степень полинома f2(p, λ) можно сделать меньше n.

5.3. Вычисление векторного полинома q(λ). Покажем как выбрать векторный по-
лином q(λ) = (q1(λ), q2(λ)) таким, чтобы функция K(p, λ) была полиномом. Ввиду теоремы
Безу векторный полином q(λ) должен обеспечивать тождество

a1(λ)q(λ)M̂ (a2(λ), λ) + d(a2(λ)) = 0, λ ∈ C.

Согласно (43), (44) все корни полинома a1(λ) являются корнями d(a2(λ)) не меньшей
кратности, поэтому полином q(λ) нужно искать как решение полиномиального уравнения

q(λ)M̂ (a2(λ), λ) + d(a2(λ))/a1(λ) = 0, λ ∈ C.

Ввиду условия (45) полиномы Δ(a2(λ), λ), d0(a2(λ)) взаимно просты. Поэтому, следуя
алгоритму Евклида, получаем векторный полином q̃(λ) = (q̃1(λ), q̃2(λ)) такой, что

q̃(λ)M̂ (a2(λ), λ) = 1, λ ∈ C, (51)

и, следовательно, полином
q(λ) = −q̃(λ)d(a2(λ))/a1(λ) (52)

построен.
5.4. Нахождение векторного полинома f(p, λ). Полином K(p, λ) запишем как

K(p, λ) = ((d(p) − d(p)q̃т(λ)M̂ (p, λ)) + (d(p)q̃т(λ)M̂(p, λ) + a1(λ)q
т(λ)M̂ (p, λ)))/(a2(λ)− p).

Заменяя d(p) в первой скобке на d(p) = d1(p)d0(p) = (0, d1(p))M̂ (p, λ) и q(λ) ввиду (52) во
второй скобке, получаем

K(p, λ) =

(
1− q̃(λ)M̂ (p, λ)

a2(λ)− p
(0, d1(p)) +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃(λ)

)
M̂(p, λ). (53)

Здесь согласно теореме Безу

(1− q̃(λ)M̂ (p, λ))/(a2(λ)− p), (d(p) − d(a2(λ)))/(a2(λ)− p)

– полиномы.
Взяв полином

f(p, λ) =
1− q̃(λ)M̂ (p, λ)

a2(λ)− p
(0, d1(p)) +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃(λ), (54)
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с учётом (53) имеем равенство (49). Таким образом, полиномы в двух последних строках мат-
рицы (41), задающие регулятор финитной стабилизации, согласно требованиям теорем 4, 5
построены.

5.5. Приведение замкнутой системы к нормальной форме. Осталось показать, что
система (41), (50) приводится к системе запаздывающего типа в нормальной форме. Используя
n первых строк системы (41), последние две строки элементарными преобразованиями, как
указано в п. 1, приведём к виду

[
g̃1(λ) . . . g̃n(λ) ḡn+1(p, λ) a1(λ)
ṽ1(λ) . . . ṽn(λ) v̄n+1(p, λ) p− a2(λ)

]
. (55)

Если в полиноме v̄n+1(p, λ) степень p больше нуля, то представим его в виде

v̄n+1(p, λ) = v̂(p, λ)(p − a2(λ)) + ṽn+1(λ).

Последний столбец преобразованной характеристической матрицы домножим на −v̂(p, λ) и,
прибавив к предпоследнему, получим

[
g̃1(λ) . . . g̃n(λ) g̃n+1(p, λ) a1(λ)
ṽ1(λ) . . . ṽn(λ) ṽn+1(λ) p− a2(λ)

]
. (56)

Так как переменная p присутствует только в элементах главной диагонали и |Ã(p, λ)| =
= d(p), то полином g̃n+1(p, λ) будет иметь вид

ps +

s∑
i=1

ĝi(λ)p
s−i, s = N − n− 1;

ĝi(λ), i = 1, s, – некоторые полиномы.
Таким образом, регулятор финитной стабилизации

u(t) = xn+1(t),

x
(s)
n+1(t) = −g̃1(λ)x1(t)− . . . − g̃n(λ)xn(t)−

s∑
i=1

ĝi(λ)x
(s−i)
n+1 (t)− a1(λ)xn+2(t),

ẋn+2(t) = −ṽ1(λ)x1(t)− . . .− ṽn(λ)xn(t)− ṽn+1(λ)xn+1(t) + a2(λ)xn+2(t).

Если s � 2, то, введя вспомогательные переменные (см. (28)), из системы (41), (50) полу-
чим систему с характеристической матрицей

Â(p, λ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p− a11(λ) . . . −a1,n(λ) −b1(λ) 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an,1(λ) . . . p− an,n(λ) −bn(λ) 0 . . . 0 0
0 . . . 0 p −1 . . . 0 0
0 . . . 0 0 p . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 0 . . . −1 0
g̃1(λ) . . . g̃n(λ) ĝs(λ) ĝs−1(λ) . . . p+ ĝ1(λ) a1(λ)
ṽ1(λ) . . . ṽn(λ) ṽn+1(λ) 0 . . . 0 p− a2(λ)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (57)

Для краткости систему с характеристической матрицей (57) будем называть системой (57), а
набор фазовых переменных обозначать, как и раньше, (x1, . . . , xN ).
Итак, все условия теорем 4, 5 реализованы и замкнутая система (57) записана в нормальной

форме. Первые N − 1 � n + 1 строки матрицы, обратной к характеристической матрице
(57), образованы целыми функциями экспоненциального типа. Если старшая степень λ в i-й
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строке матрицы (Â(p, λ))−1 равна αi, i = 1, N − 1, то согласно теореме Винера–Пэли [17]
переменные xi(t) ≡ 0, i = 1, N − 1, t � αih. Таким образом, при t � t1 = α̃h, α̃ = max{αi :
i ∈ 1, N − 1}, тождества (40) выполнены и, значит, финитный стабилизатор построен.
Процедуру построения финитного стабилизатора проиллюстрируем примером.
Пример 2. Пусть объект управления описывается системой (1) второго порядка с мат-

рицами

A(λ) =

[
0 λ
1 0

]
, b(λ) = (1, 0)т, h = ln 2. (58)

Система (58) имеет бесконечный спектр, её характеристический квазиполином (λ = e−ph)
w(p, λ) = p2 − λ. Запишем алгебраические дополнения к элементам последней строки матри-
цы Fϕ(p, λ) :

M(p, λ) = (M1(p, λ),M2(p, λ),M3(p, λ)) = (λ, p, p2 − λ).

Согласно п. 3 проверяем наличие условия спектральной управляемости (2).
Находим базис Грёбнера (λ > p) : {p, λ} для системы полиномов M(p, λ). Значит, d0(p) =

= p – инвариантный полином и p = 0 – единственное инвариантное значение, множество
P0 = {0}.
При p = 0 значение λ = e−0h = 1, поэтому M(p, λ)|p=0 = (1, 0,−1) 	= 0. Поскольку

выполняется условие (33), то система (58) спектрально управляема. Таким образом, регулятор
финитной стабилизации существует.
Согласно равенству (7) методом неопределённых коэффициентов находим вектор

Φ(p, λ) = (ϕ1(λ), ϕ2(λ), 0) = (0, 1, 0).

Полином ϕ3(p, λ) заведомо равен нулю, так как степень d0(p) меньше двух.
Полином Δ(p, λ) должен удовлетворять условию (10). Поэтому можно взять элемент ба-

зиса Грёбнера: Δ(p, λ) = λ. Вектор Ψ находим методом неопределённых коэффициентов.
В данном случае, очевидно, Ψ = (0, 1, 0).
Согласно п. 5.1 строим полиномы d(p), a1(λ), a2(λ). Характеристический полином замк-

нутой системы d(p) = d0(p)d1(p) возьмём в виде

d(p) = p(p+ 1)(p + 2)(p + 3).

Таким образом,

P̃ = {0,−1,−2,−3}, Λ̃ = {1, 2, 4, 8}, d1(p) = (p + 1)(p + 2)(p + 3).

По формулам (43), (44) (функции a1(e
−ph)/d(p), (a2(e

−ph)−p)/d(p) должны быть целыми)
получаем полиномы

a1(λ) = (λ− 1)(λ− 2)(λ − 4)(λ− 8), a2(λ) = − 1

168
(λ− 1)(3λ2 − 46λ+ 248).

Через вычисление базиса Грёбнера для системы полиномов

M̃ (a2(λ), λ) = (Δ(a2(λ), λ), d0(a2(λ)))

проверяем условие (45) – оно выполняется, так как получаем {1}.
Векторный полином q̃(λ) найдём с помощью алгоритма Евклида согласно (51):

q̃(λ) = (1/248(3λ2 − 49λ+ 294), 21/31).

Отсюда (см. (52))

q(λ) =

(
−(3λ2−49λ+294)(3λ2−46λ+248)(3λ2−43λ+208)(3λ2−37λ+146)(3λ2−25λ+94)

197555355648
,
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− (3λ2 − 46λ+ 248)(3λ2 − 43λ+ 208)(3λ2 − 37λ+ 146)(3λ2 − 25λ+ 94)

1175924736

)
.

Согласно (54) находим векторный полином f(p, λ) с компонентами

f1(p, λ) =
1

1175924736
(λ− 2)(λ − 4)(λ− 8)(3λ2 − 49λ+ 294)(3λ2 − 43λ+ 208) ×

× (3λ2 − 37λ+ 146)(3λ2 − 25λ+ 94),

f2(p, λ) = −p2 +
p(3λ3 − 49λ2 + 294λ − 1256)

168
+

−40033λ2 + 110544λ − 155488

7056
+

+
−9λ6 + 294λ5 − 4165λ4 + 33324λ3

28224
.

По формулам (50) получаем элементы двух последних строк характеристической матри-
цы (41) замкнутой системы. Следуя п. 5.5 (см. выражения (55), (56)), приводим замкнутую
систему к нормальной форме и вычисляем матрицу, присоединённую к характеристической
матрице (57). Элементы первых трёх строк полученной матрицы имеют старшую степень от-
носительно λ, равную 12, и при λ = e−ph есть целые функции экспоненциального типа.
Согласно теореме Винера–Пэли при t � 12h тождества (40) выполнены и, значит, финитный
стабилизатор построен.

6. Регулятор полной стабилизации. Регулятор полной стабилизации, наряду с тожде-
ствами (40), должен обеспечивать асимптотическую устойчивость замкнутой системы. Поэто-
му для построения такого регулятора синтезируем обоснованные выше алгоритмы асимптоти-
ческой и финитной стабилизации.
Характеристическую матрицу замкнутой системы будем искать в виде (41), где gi(p, λ) –

целые дробно-рациональные функции, описанные в п. 1, vi(p, λ), i = 1, n + 1, ai(λ), i = 1, 2, –
некоторые полиномы с действительными коэффициентами.
Следуя п. 1, построим звено обратной связи, заменяющее инвариантные спектральные зна-

чения (корни полинома d0(p)) исходной однородной (u = 0) системы (1).
Согласно соотношениям (7), (10) находим полиномы

d0(p) = Φ(p, λ)M(p, λ), Φ(p, λ) = (ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ)), Δ(p, λ) = ΨM(p, λ)

и вектор Ψ = (ψ1, . . . , ψn+1).
Выбираем характеристический полином d(p) замкнутой системы степени n+2, все корни

которого имеют отрицательные действительные части: Re p < 0. Единственное дополнитель-
ное требование к полиному d(p) : различным корням pi должны соответствовать различные
значения λi = e−pih (см. замечание 3).
Аналогично (14) записываем функцию

K̂(p, λ) = −(q̂(λ)Δ(p, λ) + d(p)).

Функция K̂(p, e−ph)/d0(p), p ∈ C, должна быть целой, поэтому, как и в п. 1, полином q̂(λ)

строим по интерполяционным значениям q̂(i)(λk), i = 0, lk − 1, k = 1, μ, λk = e−pkh ∈ Λ0,
найденным из уравнения

di

dpi
(q̂(e−ph)Δ(p, e−ph) + d(p))

∣∣∣∣
p=pk

= 0, pk ∈ P0, i = 0, lk − 1, k = 1, μ.

Убеждаемся, что

(−q̂(λ);−K̂(p, λ)/d0(p))M̂ (p, λ) = −q̂(λ)Δ(p, λ) − (K̂(p, λ)/d0(p))/d0(p) = d(p). (59)
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Следуя пп. 4, 5, конструируем внешний контур регулятора, обеспечивающий финитную
стабилизацию замкнутой системы. По формулам пп. 5.1, 5.3 строим полиномы ai(λ), i = 1, 2,
векторный полином q̃(λ). Векторный полином f(p, λ) берём вида

f(p, λ) =
1− q̃(λ)M̂ (p, λ)

a2(λ)− p
(−q̂(λ);−K̂(p, λ)/d0(p)) +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃(λ).

В силу (52), (59) получаем
f(p, λ)M̂(p, λ) = K(p, λ),

где, как и раньше, функция K(p, λ) задаётся формулой (48) и согласно п. 5.3 является поли-
номом. Векторные полиномы g(p, λ), v(p, λ) берём вида (50).
Таким образом, все условия теоремы 5 выполнены. Замкнутая система (41), (50) имеет

асимптотически устойчивый характеристический полином d(p), и ввиду теоремы 4 всякое её
решение удовлетворяет тождествам (40). Регулятор полной стабилизации построен.

Замечание 10. Пусть полином d0(p) представим в виде произведения двух полиномов
d0(p) = d̃0(p)d1(p), причём для корней полинома d1(p) Re p < 0 и deg d1(p) � n + 2. Тогда
характеристический полином d(p) степени n + 2 замкнутой системы можно взять в виде
d(p) = d1(p)d2(p). Здесь d2(p) – произвольный полином (см. замечание 3), для корней которого
Re p < 0 (d2(p) = 1, если deg d1(p) = n+ 2). В таком случае полагаем (см. п. 2.2)

K̂(p, λ) = −(q̂(λ)Δ(p, λ) + d2(p));

di

dpi
(q̂(e−ph)Δ(p, e−ph) + d2(p))

∣∣∣∣
p=pk

= 0, pk ∈ P̃0, i = 0, l̃k − 1, k = 1, μ̃,

где pk ∈ P̃0, k = 1, μ̃, – различные корни полинома d̃0(p), l̃k – их алгебраические кратности;

f(p, λ) =
1− q̃(λ)M̂ (p, λ)

a2(λ)− p
(−q̂(λ)d1(p);−K̂(p, λ)/d̃0(p)) +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃(λ)

и применяем теорему 5.
Согласно п. 5.5 (см. выражения (55), (56)) приводим замкнутую систему к нормальной

форме и определяем момент времени t1 > 0, начиная с которого имеют место тождества (40).
Заключение. Рассмотрены задачи модальной управляемости, построения FSA-регулято-

ра и построения обратных связей, обеспечивающих асимптотическую, финитную или полную
стабилизацию системы (1).
Названные задачи решены в рамках единого подхода, использующего вспомогательную

функцию K(p, λ) (см. выше (14), (48)). Это позволяет всякий раз указать линейный алго-
ритм замыкания системы динамическим регулятором в терминах стандартных операций над
полиномами и полиномиальными матрицами.
Задачи финитной и полной стабилизации системы (1) решаются через обеспечение замкну-

той системе конечного спектра (спектральное приведение). Последнее возможно ввиду того,
что для разрешимости названных задач необходима спектральная управляемость исходной
системы.
Задача асимптотической стабилизации решена в общем случае, без допущения спектраль-

ной управляемости исходной системы. Для решения этой задачи система замыкается дина-
мическим регулятором. В классе статических регуляторов задача асимптотической стабили-
зации по предложенной схеме может не иметь решения. Проиллюстрируем такую ситуацию
примером.

Пример 3. Рассмотрим систему второго порядка

A(λ) =

[
−λ/2 −1 + 3λ/4− λ2/8

−1 + λ/4 0

]
, b(λ) = (0;−2λ + λ2/4)т, h = ln 2. (60)
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Её характеристический квазиполином (λ = e−ph) имеет вид

w(p, λ) = p2 + pλ/2 + λ3/32 − 5λ2/16 + λ− 1.

Построим асимптотический стабилизатор для системы (60), следуя обоснованной в п. 2 схеме.
Находим алгебраические дополнения (4) к элементам последней строки матрицы Fϕ(p, λ) :

M(p, λ) = (M1(p, λ),M2(p, λ),M3(p, λ))
т =

=

(
−(λ− 8)(λ− 4)(λ− 2)λ

32
,
(λ− 8)λ(2p + λ)

8
, p2 +

pλ

2
+

λ3

32
− 5λ2

16
+ λ− 1

)т

.

Вычисляем редуцированный базис Грёбнера в порядке λ > p :

{(p− 1)(p+ 1)(p+2)(p+ 3),−(1 + p)(2p2 − 2p− 3λ), 32p3 + 96p2 − 32p+ 3λ3 − 30λ2 + 48λ− 96}.

Отсюда заключаем, что инвариантный полином d0(p) = (p−1)(p+1)(p+2)(p+3) и множество
P0 = {−3,−2,−1, 1}. Согласно теореме 2 d0(p) = d̃0(p)d1(p), где d̃0(p) = p−1 (соответственно
P̃0 = {1}) и d1(p) = (p + 1)(p + 2)(p + 3).
Для системы полиномов M(p, λ) проверяем условие (33). Для p = 1 оно выполняется:

M(p, e−ph)|p=1 = (173/256, 75/64, 315/512) 	= 0.

Для остальных инвариантных значений p ∈ P0 условие (33) не имеет места:

M(p, e−ph) = 0, p ∈ {−3,−2,−1}. (61)

Поскольку для этих значений Re p < 0, то согласно теореме 2 система (1) асимптотически
стабилизируема с частично заданным конечным спектром, а именно в силу равенств (61) зна-
чения {−3,−2,−1} останутся в спектре замкнутой системы при любом выборе регулятора с
разностными и интегральными членами (см. п. 2). Это видно из разложения характеристичес-
кого определителя (11) по последней строке. Таким образом, порядок замкнутой системы будет
больше двух, что исключает существование статического интегро-разностного регулятора.
Из уравнения (7), где (ϕ1(λ), ϕ2(λ), ϕ3(λ)) – полиномы с неопределёнными коэффициента-

ми, d0(p) = (p− 1)(p + 1)(p + 2)(p + 3), находим вектор

Φ(p, λ) =

(
−λ2 − 30λ+ 152

32
,
λ2 − 11λ+ 34

8
, p2 + p

(
5− λ

2

)
+

−λ3 + 18λ2 − 112λ + 192

32

)
.

Полином Δ(p, λ) и вектор Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) определяем из условия (23) при P̃0 = {1} :

Δ(1, 1/2) =
315ψ1

512
− 75ψ2

64
+

173ψ3

256
	= 0,

поэтому можно взять Ψ = (16,−30, 0), и тогда

Δ(p, λ) =
(8− λ)λ(16 + 30p + 2λ2 + 3λ)

4
.

Из теоремы 2 следует, что полином d1(p) = (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3) соответствует значениям,
которые остаются в спектре. Характеристический определитель замкнутой системы степени
N � n + 1 имеет вид d(p, e−ph) = d2(p, e

−ph)d1(p). Возьмём d2(p, e
−ph) = 1, тогда характери-

стический полином замкнутой системы d(p) = d1(p) = (p+ 1)(p + 2)(p + 3).
В данном случае функция K(p, λ) имеет вид (см. (22))

K(p, λ) = −(q(λ)Δ(p, λ) + d2(p, λ)) = −(q(λ)Δ(p, λ) + 1).
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Единственное интерполяционное значение q(1/2) = −1/45 для полинома q(λ) находим из
уравнения (26), где P̃0 = {1} :

(q(e−ph)Δ(p, e−ph) + (p+ 1)(p + 2)(p + 3))|p=1 = 0,

поэтому q(λ) = −1/45.
Согласно теореме 2 асимптотический стабилизатор (последняя строка характеристической

матрицы Ã(p, λ) замкнутой системы (11)) имеет вид (27):

(g1(p, λ), g2(p, λ), g3(p, λ)) = −(K(p, λ)/(p − 1))Φ(p, λ) − (−1/45)d1(p)Ψ.

Элементарными операциями над строками матрицы Ã(p, λ) приводим её последнюю стро-
ку к виду

(
(λ− 8)(λ − 6)(2λ2 + 3λ+ 46)

180
+

(1− 2λ)(λ2 − 30λ+ 152)(λ3 − 6λ2 + 8λ− 180)

5760(p − 1)
,

(λ− 8)(λ2 − 10λ+ 48)(2λ2 + 3λ+ 46)

1440
− (1− 2λ)(λ2 − 11λ+ 34)(λ3 − 6λ2 + 8λ− 180)

1440(p − 1)
,

p+
12− λ

2
+

(1− 2λ)(λ− 8)(λ2 − 10λ+ 48)(λ3 − 6λ2 + 8λ− 180)

5760(p − 1)

)
. (62)

При записи уравнений замкнутой системы заменяем целые дробно-рациональные функции
(1− 2λ)/(p − 1) интегралами вида (12):

h∫
0

e−s(p−1) ds =
1− 2λ

p− 1
.

Характеристический определитель системы (60), (62) равен d(p) = (p+1)(p+2)(p+3), зна-
чит построенный регулятор обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы.
Отличительная черта предложенного в работе подхода состоит в том, что при проверке кри-

терия асимптотической стабилизации (19) и построении регуляторов не требуется априорная
информация о расположении корней характеристического квазиполинома исходной системы.
Этот факт подтверждают разобранные примеры 1–3.
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Исследована задача об устойчивости нулевого положения равновесия переключаемой аф-
финной системы, замкнутой линейной статической обратной связью по состоянию. Введено
понятие допустимого управления для заданного множества переключающих сигналов и по-
лучено конструктивное условие проверки указанного свойства для произвольной линейной
обратной связи. Сформулировано достаточное условие устойчивости нулевого положения
равновесия переключаемой аффинной системы, замкнутой допустимым управлением.

DOI: 10.31857/S0374064123040118, EDN: ANVLXF

Введение. Как известно [1; 2, с. 10], кусочно-линейные системы могут быть эффективно
использованы для аппроксимации нелинейных аффинных управляемых систем вида

ẋ = g(x) + p(x)u, x ∈ R
n, (1)

с достаточно гладкими функциями g(x), p(x) и скалярным управлением u. Под кусочно-
линейной системой обычно понимают динамическую систему, имеющую различную линейную
динамику в разных областях непрерывного пространства состояний. Если говорить более точ-
но, то аппроксимирующие линейные системы имеют вид

ẋ = Aix+ vi + biu, x ∈ Xi, Ai ∈ R
n×n, i = 1,m, (2)

и фактически являются аффинными, поэтому далее будем называть кусочно-линейные ап-
проксимации кусочно-аффинными. Здесь множества Xi образуют некоторое разбиение прост-
ранства состояний R

n системы (1). Как правило, эти множества представляют собой замк-
нутые выпуклые многогранники, которые могут пересекаться только своими гранями. Под
выпуклым многогранником понимаем выпуклое множество, ограниченное некоторым числом
гиперплоскостей. При этом в общем случае многогранник может быть неограниченным. Далее
замкнутые выпуклые многогранники разбиения будем обозначать через M i.
Алгоритмы управления, в частности стабилизирующие регуляторы, разрабатываемые для

кусочно-аффинных аппроксимаций (2), позволяют успешно применять их и для исходных
нелинейных систем (1) [2, с. 97; 3]. При этом для обоснования работоспособности указанных
регуляторов можно использовать как численное моделирование, так и аналитические методы,
например, аппарат дифференциальных включений.
В теории автоматического управления важнейшими задачами являются исследование ус-

тойчивости положения равновесия замкнутой системы (с реализованным алгоритмом управ-
ления) и стабилизация неустойчивого положения равновесия управляемого объекта, причём,
как правило, в таких задачах идет речь о нулевом положении равновесия. В рамках рассмат-
риваемого подхода к управлению нелинейными объектами вида (1), основанного на переходе к
кусочно-аффинным аппроксимациям этих систем, далее в настоящей работе основное внима-
ние будет уделено анализу устойчивости нулевого положения равновесия кусочно-аффинных
систем, замкнутых линейной статической обратной связью вида u = −θтx, т.е. систем

ẋ = (Ai − biθ
т)x+ vi, x ∈ M i, i = 1,m, (3)
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где v1 = 0, θ ∈ R
n, а M i – замкнутые выпуклые многогранники, образующие некоторое раз-

биение евклидова пространства R
n. Под решением системы (3) обычно понимают абсолютно

непрерывную функцию, удовлетворяющую уравнению

ẋ = (Ai − biθ
т)x+ vi (4)

внутри каждого многогранника M i и доопределяемую на границах между этими многогран-
никами тем или иным способом, например, в соответствии с методом простейшего выпуклого
доопределения [4, с. 40].
Исследованию устойчивости нулевого положения равновесия кусочно-аффинных систем

посвящено достаточно большое количество работ различных авторов (см., например, библио-
графию в работе [2]). При этом, как правило, условия устойчивости формулируются на основе
метода функций Ляпунова, в частности, кусочно-квадратичных функций Ляпунова.
Необходимо отметить, что устойчивость положения равновесия кусочно-аффинной систе-

мы (3) существенно зависит от разбиения пространства R
n на многогранники M i. Так, в

работе [2, с. 56] сформулировано достаточное условие экспоненциальной устойчивости поло-
жения равновесия кусочно-аффинной системы, основанное на разрешимости решений линей-
ных матричных неравенств и обеспечивающее существование кусочно-квадратичной функции
Ляпунова для данной системы. При этом решения линейных матричных неравенств должны
удовлетворять некоторым дополнительным условиям (что, вообще говоря, сильно усложняет
проверку их существования), а сами неравенства включать матрицы, описывающие грани-
цы областей разбиения. В результате за счёт вариации областей разбиения можно влиять на
свойства решений указанных матричных неравенств. Например, в работе [5] удалось добиться
более простых условий на решения линейных матричных неравенств за счёт существенного
упрощения областей разбиения. Таким образом, задача анализа устойчивости положения рав-
новесия кусочно-аффинной системы остаётся актуальной с точки зрения конструктивности
получаемых условий устойчивости.
Заметим, что для каждого фиксированного управления u = −θтx замкнутую кусочно-

аффинную систему (3) можно рассматривать (в случае, если на границах многогранников
отсутствуют скользящие режимы) как переключаемую систему [6, с. 5], для которой переклю-
чающий сигнал σ(x) является кусочно-постоянной функцией состояния. При этом значение
переключающего сигнала постоянно внутри каждого многогранника разбиения и различно для
внутренних точек разных многогранников, т.е. σ(x) = i, если x ∈ Mi (через Mi обозначаем
множество внутренних точек многогранника M i). Тогда разбиение пространства состояний на
m многогранников можно определить заданием соответствующего переключающего сигнала.
Пусть теперь заданы семейство открытых аффинных режимов (управление u считаем

неопределённым)
ẋ = Aix+ vi + biu, i = 1,m,

и некоторое множество S переключающих сигналов, определяющих различные разбиения
пространства состояний R

n. Тогда получим управляемую переключаемую аффинную систему

ẋ = Aσx+ vσ + bσu, σ ∈ S, v1 = 0, (5)

для которой, так же как и для системы (3), можно поставить задачу анализа устойчивости
нулевого положения равновесия при её замыкании заданной обратной связью u = u(x) (u(0) =
= 0). Именно эта задача и является предметом исследования настоящей работы. Ниже будут
даны более точные определения и формулировки, а пока отметим, что такая задача может
возникать в случае управления системами с неопределённостями, например, когда значения
функций g(x), p(x) и касательные гиперплоскости для функции g(x) нелинейной системы
(1) известны лишь для некоторого конечного множества точек {x1, . . . , xm} в пространстве
состояний. В этом случае кусочно-аффинная аппроксимация может быть построена лишь по
указанному набору узлов, при этом выбор разбиения пространства состояний на области ак-
тивности построенных аффинных режимов становится неоднозначным, в связи с чем в таком
случае естественно рассматривать кусочно-аффинную аппроксимацию как переключаемую
аффинную систему (5) на некотором множестве S переключающих сигналов.
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1. Основные определения и постановка задачи. Прежде чем перейти к точной по-
становке задачи, введём некоторые необходимые понятия. Рассмотрим разбиение евклидова
пространства R

n на m замкнутых выпуклых многогранников M i, i = 1,m. При этом счи-
таем, что 0 ∈ M1. Так как пара выпуклых многогранников, не имеющих общих внутренних
точек, может иметь не более одной общей грани, то в описанном разбиении каждый много-
гранник имеет не более m− 1 граней.
Пусть Pij = {x ∈ R

n : 〈nij, x〉 = dij} – плоскость, содержащая общую грань многогран-
ников M i и M j . Здесь nij – вектор нормали к плоскости Pij , направленный в сторону
многогранника M j , dij ∈ R, а 〈 · , · 〉 – стандартное скалярное произведение в R

n.
Далее рассмотрим всевозможные наборы чисел (α1 . . . αp), удовлетворяющие условиям:
1) α1, . . . , αp ∈ {1, . . . ,m};
2) 2 � p � m;
3) αi 	= αj при i 	= j.

Каждому такому набору сопоставим множество Γα1...αp =
⋂p

i=1 Mαi . Пусть Γα1...αp =

= Γα1...αp \
⋃

k �=α1,...,αp
Mk. Тогда множество

Γ =
⋃

(α1...αp)
α1<...<αp

Γα1...αp

содержит все граничные точки заданного разбиения евклидова пространства на выпуклые
многогранники. Заметим, что:
1) в общем случае некоторые множества Γα1...αp могут быть пустыми;
2) Γα1...αp = Γβ1...βp, если набор (β1 . . . βp) может быть получен некоторой перестановкой

чисел из набора (α1 . . . αp);
3) любые два различных множества Γα1...αp и Γβ1...βr не пересекаются.
Далее для удобства будем полагать Γi = Mi и Γi = M i, а также nij = 0, dij = 1, если

Γij = ∅. Легко видеть, что с учётом введённых понятий аналогично [2, с. 24] любое разбиение
евклидова пространства на m выпуклых многогранников может быть описано набором нор-
малей nij и соответствующих чисел dij . Обозначим через N = [nijk] трёхмерную матрицу
размера m×m×n, для которой коэффициент nijk является k-й компонентой вектора nij, и
через D = [dij ]

m
i,j=1 – матрицу из R

m×m. При этом, очевидно, nji = −nij, dji = −dij (в слу-
чае, если nij = 0, считаем, что dij = dji = 1). Для удобства полагаем nii = 0, dii = 1. Через
F обозначим некоторое множество пар (N,D), задающих различные разбиения пространства
R
n на m выпуклых многогранников.
Теперь рассмотрим переключаемую скалярную по входу аффинную систему

ẋ = Aσx+ vσ + bσu, σ ∈ S(F ), (6)

где σ(x;N,D) : Rn → I = {1, . . . ,m} – кусочно-постоянная функция (переключающий сигнал),
задаваемая парой (N,D) ∈ F и принимающая постоянное значение i на каждом открытом
выпуклом многограннике Mi; x ∈ R

n – вектор состояния; u ∈ R – управляющий вход; Aσ =
= A ◦ σ – композиция отображения A : I → {A1, . . . , Am} и переключающего сигнала σ;
bσ = b ◦ σ и vσ = v ◦ σ – аналогичные композиции для отображений b : I → {b1, . . . , bm},
v : I → {v1, . . . , vm}, причём считаем, что v1 = 0. Через Γ(N ;D) будем обозначать множество
граничных точек разбиения, задаваемого парой (N,D) ∈ F.
Значение функции σ(x;N,D) в каждой точке x 	∈ Γ(N ;D) определяет активный режим

(подсистему) функционирования (Ai, bi, vi) переключаемой системы (6), описываемый аффин-
ной системой

ẋ = Aix+ vi + biu.

Для того чтобы доопределить значения переключающего сигнала на множестве Γ(N ;D), необ-
ходимо задать для системы (6) конкретный алгоритм управления u.
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Итак, замкнём систему (6) линейной обратной связью u = −θтx :

ẋ = Aσx+ vσ − bσθ
тx, σ ∈ S(F ). (7)

Пусть Ai = Ai − biθ
т. Рассматриваемую обратную связь будем считать допустимой, если

выполнено следующее условие.
Условие А. Для любой пары (N,D) ∈ F и любого набора (α1, . . . , αp) (Γα1,...,αp 	= ∅)

верно, что для любого x ∈ Γα1,...,αp существует единственный номер αi ∈ {α1, . . . , αp} такой,
что для любого номера αk ∈ {α1, . . . , αp}, для которого nαiαk

	= 0, выполняется неравенство

〈nαiαk
, Aαix+ vαi〉 < 0.

Фактически при выполнении этого условия в каждой точке границы многогранников суще-
ствует единственный способ выбрать режим αi таким образом, чтобы векторное поле выбран-
ного режима в данной точке было направлено строго внутрь соответствующего многогранника.
В этом случае можно естественным образом доопределить значения переключающего сигнала
на границе, положив, учитывая условие А, σ(x) = αi.
Теперь остаётся заметить, что при выполнении данного условия и указанного выше до-

определения переключающих сигналов решение замкнутой переключаемой системы (7) для
любого начального условия x(0) и любого переключающего сигнала σ ∈ S(F ) существует в
смысле А.Ф. Филиппова [4, с. 40, 59] и единственно.

Замечание. При выполнении условия А любой переключающий сигнал σ ∈ S(F ), рас-
сматриваемый вдоль траекторий замкнутой системы (7), является непрерывной справа функ-
цией времени σ(x(t)).
Будем говорить, что нулевое решение замкнутой переключаемой системы (7) глобально

равномерно устойчиво, если для любого фиксированного σ ∈ S(F ) нулевое решение соответ-
ствующей кусочно-аффинной системы глобально асимптотически устойчиво.

Постановка задачи. Для заданной допустимой обратной связи u = −θтx исследовать
нулевое решение замкнутой системы (7) на глобальную равномерную устойчивость.

2. О допустимых управлениях. Прежде чем перейти к проблеме исследования устойчи-
вости положения равновесия переключаемой аффинной системы, рассмотрим вопрос о постро-
ении конструктивного алгоритма проверки условия А для заданной обратной связи u = −θтx.
Оказывается, что основные шаги такого алгоритма можно свести к проверке совместности
ряда систем линейных неравенств [7, с. 53].
Действительно, вначале заметим, что из условия 1 следует, что любое непустое множество

Γα1,...,αp данного разбиения проходимо траекториями этой системы только в одну сторону.
Более точно, верна следующая

Лемма. Пусть для разбиения (N,D) ∈ F системы (7), замкнутой допустимым управ-
лением u = −θтx, выполнено равенство σ(x∗;N,D) = αi для некоторого x∗ ∈ Γα1,...,αp . Тогда
σ(x;N,D) = αi для любого x ∈ Γα1,...,αp .

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно, т.е. найдётся такое x̂ ∈
∈ Γα1,...,αp , что σ(x̂;N,D) = αj. Тогда по условию А

max
αk∈L

αi
α1...αp

〈nαiαk
, Aαix∗ + vαi〉 < 0, max

αk∈L
αj
α1...αp

〈nαjαk
, Aαjx∗ + vαj 〉 � 0

и
max

αk∈L
αj
α1...αp

〈nαjαk
, Aαj x̂+ vαj 〉 < 0, max

αk∈L
αi
α1...αp

〈nαiαk
, Aαi x̂+ vαi〉 � 0,

где Lαr
α1...αp

= {αl ∈ {α1 . . . αp} : l 	= r, nαrαl
	= 0}.

Рассмотрим на Γα1,...,αp функцию

ϕ(x) = max
αk∈L

αi
α1...αp

〈nαiαk
, Aαix+ vαi〉 − max

αk∈L
αj
α1...αp

〈nαjαk
, Aαjx+ vαj 〉.
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Так как по условию σ(x∗;N,D) = αi и по предположению σ(x̂;N,D) = αj, то ϕ(x∗) < 0
и ϕ(x̂) > 0. Далее, пусть γ = γ(q), q ∈ [0, 1], – однопараметрическая непрерывная кривая
на Γα1...αp , соединяющая точки x∗ и x̂. В силу непрерывности скалярного произведения
функция λ(q) = ϕ(γ(q)) непрерывна на отрезке [0, 1] и при этом λ(0) > 0, а λ(1) < 0.
Следовательно, найдётся такое q̃ ∈ (0, 1), что λ(q̃) = 0 (если λ(q) имеет более одного нуля
на интервале (0, 1), то пусть q̃ будет минимальным из них). Но тогда для x̃ = γ(q̃) ∈ Γα1,...,αp

имеем ϕ(x̃) = 0. Отсюда следует, что

max
αk∈L

αj
α1...αp

〈nαjαk
, Aαj x̃+ vαj 〉 = 0, max

αk∈L
αi
α1...αp

〈nαiαk
, Aαi x̃+ vαi〉 = 0.

Тогда в силу условия А должен найтись номер αr ∈ {α1, . . . , αp} такой, для которого будет
выполнено неравенство

max
αk∈Lαr

α1...αp

〈nαrαk
, Aαr x̃+ vαr〉 < 0,

сохраняющее в силу непрерывности скалярного произведения свой знак в некоторой окрест-
ности точки q̃ на отрезке [0, 1]. В этом случае найдётся такое ε > 0, что будут выполнены
одновременно два равенства

σ(x(γ(x̃ − ε));N,D) = αi, σ(x(γ(x̃ − ε));N,D) = αr,

что противоречит выполнению условия А на множестве Γα1,...,αp . Из полученного противоре-
чия следует, что σ(x;N,D) = αi для любого x ∈ Γα1,...,αp . Лемма доказана.
С учётом доказанной леммы далее будем использовать запись σ(Γα1,...,αp ;N,D) = αi, по-

нимая под этим, что σ(x;N,D) = αi для любого x ∈ Γα1,...,αp .
Опишем теперь введённые выше множества граничных точек произвольного разбиения

(N,D) на языке линейных неравенств. Очевидно, что для любого i ∈ I = {1, . . . ,m}

x ∈ M i ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩
〈ni1, x〉 � di1,

. . .

〈nim, x〉 � dim.

(8)

Тогда для любого набора (α1 . . . αp)

x ∈ Γα1...αp ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩
x ∈ Mα1 ,

. . .

x ∈ Mαp .

(9)

Для любого подмножества J ⊂ I и любого индекса i 	∈ J

x ∈ M i \
⋃
j∈J

M j ⇔
{
〈nij, x〉 < dij при всех j ∈ J,

〈nik, x〉 � dik при всех k ∈ I \ J. (10)

Далее, учитывая, что

Γα1...αp = Γα1...αp\
( ⋃

k �=α1,...,αp

Mk

)
=

( p⋂
i=1

Mαi

)∖( ⋃
k �=α1,...,αp

Mk

)
=

p⋂
i=1

(
Mαi\

⋃
k �=α1,...,αp

Mk

)
,

имеем

x ∈ Γα1...αp ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩
x ∈ Mα1 \

⋃
k �=α1,...,αp

Mk,

. . .

x ∈ Mαp \
⋃

k �=α1,...,αp
Mk.

(11)
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Используя системы линейных неравенств (8)–(11), сформулируем критерий о допустимых
управлениях, который фактически позволяет построить численную процедуру проверки вы-
полнения условия А для фиксированной линейной обратной связи u = −θтx и заданного
разбиения (N,D).

Теорема 1. Линейная обратная связь u = −θтx является допустимым управлением для
системы (6) тогда и только тогда, когда для каждого разбиения (N,D) ∈ F и каждого
набора (α1 . . . αp) такого, что α1 < . . . < αp, выполнено одно из следующих условий:

система линейных неравенств

〈nαsh, x〉 < dαsh при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и h ∈ I \ {α1, . . . , αp},

〈nαsg, x〉 � dαsg при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и g ∈ {α1, . . . , αp} (12)

не имеет решений;
существует единственный номер αi ∈ {α1, . . . , αp} такой, что для каждого αk ∈ Lαi

α1,...,αp

соответствующая система линейных неравенств

〈nαsh, x〉 < dαsh при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и h ∈ I \ {α1, . . . , αp},

〈nαsg, x〉 � dαsg при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и g ∈ {α1, . . . , αp},

〈Aт
αi
nαiαk

, x〉+ 〈nαiαk
, vαi〉 � 0 (13)

не имеет решений.
Доказательство. Необходимость. Вначале заметим, что в силу свойств скалярного про-

изведения выполнено равенство

〈nαiαk
, Aαix+ vαi〉 = 〈Aт

αi
nαiαk

, x〉+ 〈nαiαk
, vαi〉.

Далее, пусть управление u = −θтx является допустимым. Зафиксируем произвольное
разбиение (N,D) ∈ F и рассмотрим для него некоторое непустое множество Γα1...αp . Тог-
да в силу условия А и леммы найдётся единственный номер αi ∈ {α1, . . . , αp} такой, что
σ(Γα1,...,αp ;N,D) = αi, т.е.

max
αk∈L

αi
α1,...,αp

{〈Aт
αi
nαiαk

, x〉+ 〈nαiαk
, vαi〉} < 0 (14)

для каждого x ∈ Γα1...αp . Но тогда для данного αi все системы (13) должны быть несовмест-
ны, так как в противном случае будет нарушено условие (14). С другой стороны, если найдётся
ещё один номер αj ∈ {α1, . . . , αp}, отличный от αi и такой, что системы

〈nαsh, x〉 < dαsh при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и h ∈ I \ {α1, . . . , αp},

〈nαsg, x〉 � dαsg при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и g ∈ {α1, . . . , αp},

〈Aт
αj
nαjαk

, x〉+ 〈nαjαk
, vαj 〉 � 0

не имеют решений при всех αk ∈ L
αj
α1,...,αp , то тогда для всех x ∈ Γα1...αp

max
αk∈L

αj
α1,...,αp

{〈Aт
αj
nαjαk

, x〉+ 〈nαjαk
, vαj 〉} < 0.

Отсюда следует, что номер αi, для которого выполняется неравенство (14), не является един-
ственным, что противоречит выполнению условия А для множества Γα1...αp . Необходимость
условия теоремы доказана.

Достаточность. Действительно, пусть при некотором фиксированном управлении u =
= −θтx и произвольном разбиении (N,D) для любого непустого Γα1...αp ∈ Γ(N,D) такого,
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что α1 < . . . < αp, существует единственный номер αi ∈ {α1, . . . , αp} такой, что все соответ-
ствующие системы (13) являются несовместными. Тогда для любого x ∈ Γα1...αp справедливо
неравенство (14), из чего и следует выполнение условия А для рассматриваемого разбиения
(N,D). В силу произвольности рассматриваемого разбиения получаем, что управление u =
= −θтx является допустимым. Теорема доказана.
Заметим, что проверка на совместность систем (12), (13) может быть осуществлена на осно-

ве известного рангового критерия совместности систем линейных неравенств (см., например,
[7, с. 53]).
Теорема 1 фактически предоставляет возможность построения численной процедуры про-

верки выполнения условия А для любого фиксированного разбиения (N,D) ∈ F. И если мно-
жество F содержит конечное число таких пар, то проверку условия А для всего множества
можно выполнить, последовательно перебирая все различные разбиения. Однако возникает
вопрос, можно ли подобную численную процедуру построить в случае, когда множество F
содержит бесконечное число разбиений? Оказывается, это можно сделать, когда оно допуска-
ет линейную параметризацию.
Действительно, пусть множество разбиений F можно представить в виде параметрическо-

го семейства вида
F = {(N,D(κ))}, (15)

где N = [nijk] — фиксированная матрица размерности m×m×n, а D(κ) – матрица, элементы
которой линейно зависят от параметров κ1, . . . , κr, а именно

dij = d0ij + d1ijκ1 + . . .+ drijκr, dkij ∈ R, k = 1, r,

где вектор κ = (κ1, . . . , κr) удовлетворяет линейным ограничениям

Φκ � ϕ, Φ ∈ R
l×r, ϕ ∈ R

l,

для некоторого натурального l. При этом если nij = 0, то d0ij = 1 и d1ij = . . . = drij =
= 0. Теперь можно сформулировать критерий о допустимых управлениях для множества
F = {(N,D(κ))}, который является прямым следствием теоремы 1.

Следствие. Линейная обратная связь u = −θтx является допустимым управлением для
системы (6) с множеством разбиений (15) тогда и только тогда, когда для каждого набора
(α1 . . . αp) такого, что α1 < . . . < αp, выполнено одно из следующих условий:

система линейных неравенств

〈nαsh, x〉 < d0αsh + d1αshκ1 + . . . + drαshκr при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и h ∈ I \ {α1, . . . , αp},

〈nαsg, x〉 � d0αsg + d1αsgκ1 + . . . + drαsgκr при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и g ∈ {α1, . . . , αp},

Φκ � ϕ

не имеет решений;
существует единственный номер αi ∈ {α1, . . . , αp} такой, что для каждого αk ∈ Lαi

α1,...,αp

соответствующая система линейных неравенств

〈nαsh, x〉 < d0αsh + d1αshκ1 + . . .+ drαshκr при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и h ∈ I \ {α1, . . . , αp},

〈nαsg, x〉 � d0αsg + d1αsgκ1 + . . .+ drαsgκr при всех αs ∈ {α1, . . . , αp} и g ∈ {α1, . . . , αp},

Φκ � ϕ, 〈Aт
αi
nαiαk

, x〉+ 〈nαiαk
, vαi〉 � 0

не имеет решений.
Заметим, что следствие даёт возможность построить численную процедуру проверки вы-

полнения условия А для переключаемой аффинной системы, допускающей линейную пара-
метризацию на основе ранговых критериев совместности систем линейных неравенств.
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3. Достаточное условие устойчивости замкнутой переключаемой аффинной сис-
темы. Рассмотрим систему (7) при некотором допустимом управлении u = −θтx. Прежде чем
сформулировать достаточное условие устойчивости нулевого решения полученной замкнутой
системы, введём понятие графа дискретных состояний для произвольного переключающего
сигнала σ ∈ S(F ) этой системы.
Заметим, что рассматриваемая замкнутая система (7) при фиксированном переключающем

сигнале σ ∈ S(F ) фактически является гибридной системой, для описания которой можно
использовать так называемый граф дискретных состояний. В данном случае под дискретными
состояними можно понимать номера режимов замкнутой системы (7). Таким образом, каж-
дому переключающему сигналу σ ∈ S(F ) системы (7), замкнутой допустимым управлением
u = −θтx, сопоставим ориентированный граф состояний G(σ), вершинами которого являются
номера режимов этой системы, а наличие ребра i → j будет означать существование траек-
тории соответствующей системы, при движении вдоль которой режим i сменяется режимом
j. Напомним, что ориентированный граф G является слабо связным, если соответствующий
ему неориентированный граф связный.

Теорема 2. Пусть для системы (7), замкнутой допустимым управлением u = −θтx, все
матрицы Ai − biθ

т, i = 1,m, не имеют собственных значений на мнимой оси и для любого
переключающего сигнала σ ∈ S(F ) соответствующий ориентированный граф G(σ) слабо
связный и не содержит циклов. Пусть подсистема системы (7) с индексом 1 асимптоти-
чески устойчива, а для остальных режимов (i = 2,m) и для любого σ ∈ S(F ) выполнены
следующие условия:

1) матрица Ai−biθ
т устойчива или область функционирования режима i (многогранник

Mi) ограничена;
2) xi0 /∈ Γ(N,D), где xi0 ≡ (Ai − biθ

т)−1vi – стационарное решение аффинной системы,
являющейся i-м режимом переключаемой системы (7);

3) σ(xi0;N,D) 	= i.
Тогда нулевое решение системы (7) глобально равномерно устойчиво.
Доказательство. Пусть для замкнутой системы (7) выполнены условия теоремы. Зафик-

сировав некоторый переключающий сигнал σ∗ ∈ S(F ) и начальное условие x(0) = x∗ ∈ Mi,
i ∈ {2, . . . ,m} (не ограничивая общности считаем, что начальное значение x∗ не лежит на гра-
нице разбиения), рассмотрим соответствующее решение x∗(t). Очевидно, что σ(x∗(0);N,D) =
= i. Покажем, что найдётся такое t1, для которого σ∗(x∗(t1);N,D) 	= i.
Действительно, если матрица Ai − biθ

т устойчива, то тогда система (4) асимптотически
устойчива и lim

t→∞
x∗(t) = xi0. В силу условий 2), 3) теоремы xi0 	∈ M i. Следовательно, найдётся

такое t1 > 0, для которого x∗(t1) 	∈ M i. А так как по определению переключающий сигнал
может принимать значение i только в точках, принадлежащих замкнутому многограннику
M i, то σ∗(x∗(t1);N,D) 	= i.
В случае если матрица Ai−biθ

т неустойчива, то по условию 1) область функционирования
режима i ограничена. Пусть z1(t), . . . , zn(t) – нормальный базис [8, c. 139] системы (4) при
vi = 0. Тогда любое решение системы (4) можно представить в виде

x(t) = c1z1(t) + . . .+ cnzn(t) + xi0, cl ∈ R.

Поскольку матрица Ai − biθ
т не имеет собственных значений на мнимой оси, то показате-

ли Ляпунова вектор-функций из рассматриваемого базиса либо строго положительны, либо
строго отрицательны. Пусть функции z1(t), . . . , zp(t) имеют строго отрицательные пока-
затели Ляпунова, а zp+1(t), . . . , zn(t) – строго положительные. Если для решения x∗(t) с
начальным условием x(0) = x∗ ∈ Mi выполняются равенства cl = 0 при всех l > p, то это
решение стремится к точке xi0 	∈ M i, а если cl 	= 0 хотя бы для одного номера l > p, то
в силу свойства несжимаемости [8, с. 142] нормального базиса линейной однородной системы
соответствующее решение x∗(t) неограниченное. Тогда в силу приведённых рассуждений и
ограниченности замкнутого многогранника M i найдётся такое t1 > 0, для которого x∗(t1) 	∈
	∈ M i и, следовательно, σ∗(x∗(t1);N,D) 	= i. Из этого следует, что в соответствующем графе
G(σ∗) из любой вершины с номером i = {2, . . . ,m} выходит хотя бы одно ребро. Поскольку
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известно [9], что в ориентированном графе без циклов есть хотя бы один сток (вершина, из
которой не выходит ни одного ребра), то, следовательно, вершина с номером 1 – единственный
сток рассматриваемого графа G(σ∗).
Из приведённых выше рассуждений следует, что вдоль любой траектории системы (7) при

произвольном σ∗ ∈ S(F ) любой i-й режим (i = {2, . . . ,m}) может быть активным непре-
рывно лишь конечное время и не может повторяться бесконечное число раз в силу отсутствия
циклов в соответствующем графе G(σ∗). И поскольку количество различных режимов у сис-
темы (7) конечно, то для любых начальных условий за конечное время траектория попадет в
многогранник M1 и не сможет уже его покинуть при t → ∞, так как вершина с номером 1
является стоком графа G(σ∗).
Рассмотрим теперь произвольное решение x(t) системы (7). Пусть t∗ > 0 – такой момент

времени, что x(t) ∈ M1 при t � t∗. Тогда при t � t∗ эта траектория является решением
системы

ẋ = (A1 − b1θ
т)x,

для которой по условию теоремы матрица A1 − b1θ
т устойчива. Тогда ‖x(t)‖ → 0 при t →

→ ∞. Таким образом, получаем, что норма любого решения системы (7) стремится к нулю
при t → ∞. Отсюда, учитывая, что 0 ∈ M1 и, следовательно, многогранник M1 содержит
некоторую окрестность нуля, можно сделать вывод [6, с. 27] о глобальной асимптотической
устойчивости системы (7). Теорема доказана.
В заключение отметим, что практическое применение сформулированного достаточного

условия глобальной равномерной устойчивости переключаемой аффинной системы (6) при за-
мыкании её обратной связью u = −θтx состоит из двух основных шагов. Первый шаг заклю-
чается в проверке допустимости выбранного управления и может быть реализован численно
в соответствии с теоремой 1. Второй шаг состоит в проверке выполнения условия теоремы 2,
что, в частности, предполагает построение графов дискретных состояний замкнутой системы
(7) для заданных переключающих сигналов. К сожалению, пока для этой задачи не найдено
конструктивного решения в общем случае. В связи с этим предметом дальнейших исследова-
ний авторов настоящей работы является разработка численно реализуемого метода построения
графа дискретных состояний для системы (6), замкнутой допустимым управлением.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-

00162).
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Асимптотическими методами исследованы решения модифицированного логистического
уравнения с запаздыванием, содержащего большой параметр. Приведён результат о суще-
ствовании и устойчивости релаксационного цикла.
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Введение. Исследованию логистического уравнения с запаздыванием

u̇ = λ[1− u(t− 1)]u (1)

посвящено множество литературы (см., например, [1–7]). Принято считать, что функция u(t)
описывает динамику изменения плотности популяции, поэтому u(t) � 0. Параметр λ называ-
ют мальтузианским коэффициентом. При значениях λ близких к π/2 наблюдается бифур-
кация Андронова–Хопфа. Асимптотика соответствующего цикла приведена в [7, 8]. При λ � 1
в (1) имеется устойчивый релаксационный цикл u0(t, λ) с периодом T 0(λ). Его асимптотика
рассмотрена в статье [9]. Отметим, что все неотрицательные решения (1) при всех достаточно
больших t удовлетворяют оценке u(t) � expλ.
В настоящей работе предложены результаты исследования более общего уравнения

u̇ = λ[1− F (u(t− 1))]u. (2)

Ограничимся рассмотрением двух наиболее значимых случаев, иллюстрирующих отличия
в динамике уравнения (2) от (1). В одном из них предполагаем, что lim

u→∞
F (u) = ∞, а в другом

lim
u→∞

F (u) = A < ∞ (A > 1); функцию F (u) считаем монотонно возрастающей.

1. Первый случай. Пусть F (u) = uα, α > 0. В (2) произведём замену uα = v и получим
классическое логистическое уравнение с запаздыванием

v̇ = αλ[1 − v(t− 1)]v. (3)

При выборе подходящим способом параметра λ решениями уравнения (3) могут быть как
устойчивые гармонические колебания (α ∼ λ−1π/2), так и релаксационные колебания (при
α � 1). При αλ < π/2 состояние равновесия u0 ≡ 1 асимптотически устойчиво. Отметим
ещё (см. [4, 5, 10]), что при αλ � 37/24 все положительные решения уравнения (3) стремятся
к единице при t → ∞.
Интересно рассмотреть случай, когда F (u) = γ lnu, где γ > 0. После замены u = exp v

приходим к линейному уравнению

v̇ = λ[1− γv(t− 1)]. (4)

При 0 < λγ < π/2 все решения (4) стремятся к состоянию равновесия u0 ≡ γ−1, а значит,
все решения (3) при t → ∞ стремятся к состоянию равновесия exp(γ−1). При λγ > π/2
решения (4) (и (3)) неограничены при t → ∞. Если же λγ = π/2, то для (4) и (3) имеется
устойчивое однопараметрическое семейство периодических решений v = γ−1+ c cos(tπ/2+ϕ),
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u = exp(γ−1 + c cos(tπ/2 + ϕ)). Обратим внимание, что в случае когда F (u) = γ ln(1 + u) все
решения уравнения (2) ограничены при t → ∞.

2. Второй случай. В качестве примера для иллюстрации динамических особенностей (2)
фиксируем функцию

F (u) = u(1 + αu)−1, α = A−1 < 1. (5)

Основное предположение состоит в том, что параметр λ является достаточно больши́м (λ �
� 1). Ниже медленно осциллирующим называется такое решение уравнения (2), у которого
расстояние между соседними корнями функции u(t) − 1 = 0 больше, чем время запаздыва-
ния, равное единице. Отметим, что (также как и для (1)) для (2) и (5) имеются и быстро
осциллирующие решения. Их асимптотику при λ � 1 здесь не приводим, поскольку все они
неустойчивы.
Решение u(t, τ) уравнения (3) с начальным условием, заданным в момент t = τ, имеет вид

u(t, τ) = u(τ, τ) exp

[
λ

t∫
τ

(1− F (u(s − 1, τ))) ds

]
. (6)

Для того чтобы сформулировать основной результат, введём обозначение t0 = 1+(A−1)−1.
Теорема. Пусть выполнено равенство (5). Тогда при всех достаточно больши́х λ урав-

нение (2) имеет асимптотически орбитально устойчивое медленно осциллирующее перио-
дическое решение u0(t, λ) с периодом T0(λ), для которого справедливы оценки

u0(t, λ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
exp(λt(1 + o(1))), t ∈ [0, 1],

exp[λ(1 + (1−A)(t− 1))(1 + o(1))], t ∈ [1, t0 + 1],

exp[λ(t−A− t01)(1 + o(1))], t ∈ [t0 + 1, T0(λ)],

T0(λ) = A2(A−1)−1+o(1).

Доказательство. Фиксируем произвольно значение δ ∈ (0, 1/2). Обозначим через S мно-
жество таких функций ϕ(s) ∈ C[−1,0], для которых выполнены условия

ϕ(0) = 1, 0 � ϕ(s) � exp(λδs) для s ∈ [−1, 0]. (7)

Исследуем асимптотику всех решений u(t, ϕ) с начальными условиями ϕ(s) ∈ S, задан-
ными при t = 0. Отметим, что все фигурирующие выражения вида o(1) выполняются равно-
мерно по всем ϕ(s) ∈ S. Положим в формуле (6) τ = 0 и используем соотношение (7). Тогда
на отрезке t ∈ [0, 1] имеем асимптотическое равенство

u(t, ϕ) = exp(λ(1 + o(1))t).

Затем положим в (6) τ = 1, тогда при t ∈ [1, t0 + 1] приходим к формуле

u(t, ϕ) = exp[λ(1 + (1−A)(t− 1))(1 + o(1))]. (8)

Ниже через t1(ϕ) и t2(ϕ) будем обозначать первый и второй положительные корни урав-
нения u(t, ϕ) = 1. Отметим, что для t1(ϕ) выполнено соотношение t1(ϕ) = t0 + o(1). При
t ∈ [t1(ϕ) + 1, t2(ϕ)] положим в (6) τ = t1(ϕ) + 1 и из (8) приходим к равенству

u(t, ϕ) = exp[λ(1 + o(1))(1 −A+ t− (t1(ϕ) + 1))].

Отсюда получаем, что t2(ϕ) = A2(A− 1)−1 + o(1).
Оператор последования Π введём по правилу

Π(ϕ(s)) = u(s+ t2(ϕ), ϕ).

В итоге
Π(ϕ(s)) ∈ S и ΠS ∈ S, (9)

где S – множество функций, удовлетворяющих условиям (7).
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Воспользуемся общими утверждениями (см., например, [11, с. 227–236]) о существовании
неподвижной точки отображения множества в себя. Тогда из (9) следует существование в S
неподвижной точки ϕ0(s) оператора Π. Тем самым функция u0(t, λ) = u(t, ϕ0) является
периодической с периодом T0(λ) = t2(ϕ0). Простое, но громоздкое обоснование устойчивости
решения u0(t, λ) здесь не приводим. Детально необходимые для этого построения изложены
в монографии [10, с. 128–136]. Теорема доказана.
Заметим, что явная формула (5) приведена лишь для примера. Утверждение теоремы и её

доказательство сохраняют силу и для произвольной положительной функции F (u), удовле-
творяющей предельному равенству F (u) → A при u → ∞.
Отметим наиболее важные отличия при λ � 1 цикла u0(t, λ) уравнения (2) при условии

(5) и релаксационного цикла u0(t, λ) уравнения (1). Значения их максимумов примерно одни
и те же, а значения их минимумов и периодов T0(λ) и T 0(λ) отличаются существенно:

min
t

u0(t, λ) = exp(λ(1−A+ o(1))), min
t

u0(t, λ) = exp(− exp(λ(1 + o(1)))),

T0(λ) = A2(A− 1)−1 + o(1), T 0(λ) = λ−1(1 + o(1)) exp λ.

На рисунке приведены графики функций u0(t, λ) и u0(t, λ) при λ = 3, α = 0.4.

Рисунок. Графики функций u0(t, λ) (сплошная кри-
вая) и u0(t, λ) (штриховая).

Заключение. В математической экологии функция F (u(t − 1)) в уравнении (2) харак-
теризует сопротивление внешней среды. Нами показано, что ограничение на эту функцию
F (u) � A в экстремальной ситуации при λ � 1 способствует стабилизации колебаний. Име-
ется в виду, что колебания становятся “безопаснее”: наименьшее значение для u0(t, λ) суще-
ственно больше, чем u0(t, λ), период T0(λ) для u0(t, λ) существенно меньше, чем период
T 0(λ) для u0(t, λ). Отметим ещё, что в статье [12] приведены результаты динамики решений
для некоторых уравнений с запаздыванием, обобщающих уравнение (1).
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 21-71-

30011).
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